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6. Notiuni de baza din Statistica Descriptiva
si Statistica Matematica

6.1. Statistica Descriptiva: prezentare generala

In liceu am avut posibilitatea sa facem cunostinta cu acea parte a Statis-
ticii care se numeste Statistica Descriptiva. De acolo am aflat ca

Statistica Descriptiva (analiza exploratorie a datelor sau analiza
primara a datelor) studiaza metodele de colectare, organizare, prelucrare,
gt prezentare a datelor statistice intr-o forma cdt mai compacta si propice
analizei $i interpretarii acestor date.

Prezentarea vizeaza, de regula, datele in forma numerica pentru a putea
folosi din plin posibilitatile calculatoarelor moderne.

Datele statistice reprezinta rezultatele masuratorilor sau observatiilor
facute asupra unui fenomen/experient aleator, dar pentru care este valabil
Principiul Regularitatic Statistice.

6.2. Populatie statistica, esantion de volum n, caracteristici
statistice (v.a.)

Statistica moderna, mai ales acea parte a ei care se numeste Statis-
tica Matematica , bazadndu-se esential pe realizarile stiintelor matematice,
foloseste din plin Teoria probabilitatilor. Ca sa ne convingem, vom trece
in revista cateva notiuni de baza din Statistica Descriptiva si vom preciza
care este echivalentul lor in Teoria Probabilitatilor si Statistica Matematica
(TP&SM). Este vorba de notiunile de populatie statistica, unitati statistice,
esantion (selectie) de volum n si caracteristicd statistica.

Astfel, prin populatie (colectivitate) statistica in Statistica Descrip-
tiva se intelege orice multime ) nevida de elemente (obiecte, indivizi, etc.)
supusa cercetarii cu conditia ca aceste elemente sa fie omogene in raport cu
una $i aceegi proprietate sau caracteristica. In TP&SM aceasta notiune este
modelata, din punct de vedere matematic, de notiunea de spatiu de eveni-
mente elementare (). Elementele w € 2 in Statistica Descriptiva se numesc
unitati ale populatiei statistice 2,iar in TP&SM se mai numesc evenimente
elementare.

Exemplu de populatie statistica. ) = {w | w—specialist in domeniul
IT, angajat in sfera bugetara a Republicii Moldova}.



Denumirea de populatie statistica din Statistica Descriptiva este con-
ventionala si provine din faptul ca, initial, statistica avea de-a face cu studiul
populatiilor de persoane. Unitatile unei populatii, interesante din punct
de vedere statistic, sunt considerate, conform definitiei populatiei statistice,
omogene in raport cu acea proprietate sau caracteristica care prezinta interes
din punct de vedere al cercetarii. O cercetare exhaustiva a unei populatii
statistice in raport cu una sau mai multe caracteristici date se numeste re-
censamant. Realizarea practica a unui recensamant este, de regula, extrem
de costisitoare, de aceea cercetarea se limiteaza doar la o parte a acestei
populatii numita esantion de volum n.

Mai exact, orice submultime finita si ordonata A de elemente/unitati
extrase dintr-o populatie statistica ) se numeste esantion sau selectie. In
cazul cand card(A) = n spunem c& esantionul este de volum n. Mai mult,
vom spune céd esantionul A este reprezentativ pentru populatia statistica €2
daca volumul sau n este suficient de mare iar unitatile numerite in esantion
sunt selectate aleator.

Remarca. Esantionul poate fi rezultatul unei selectii cu sau fara repetare,
dar reprezentativitatea lui este OBLIGATOTRIE!

Ca si in Statistica Descriptiva, in TP&SM, interes din punct de vedere a
cercetarii prezinta, de reguld, nu unitatile statistice, ca atare, ci carectiristi-
cile unitatilor incluse in esantion, apeland in directa legatura cu aceasta la
notiunea de variabila aleatoare ce reprezinta echivalentul matematic al noti-
unii de caracteristica statistica din Statistica Descriptiva. Astfel, inloc de
caracteristica statistica sau vartabila statistica asociata unei populatii, prin
care in Statistica Descriptiva se intelege orice insusire, trasatura sau propri-
etate caracteristica tuturor unitatilor populatiei date, in TP&SM se are in
vedere notiunea de variabila aleatoare.

Exemplu de caracteristici statistice (v.a.). Consideram in calitate
de populatie statisticd multimea Q = {w | w—specialist in domeniul IT, an-
gajat in sfera bugetara a Republicii Moldova}. Atunci caracteristici statistice
sau v.a. (unidimensionale) vor fi urmatoarele aplicatii definite pe €2 cu valori
in multimea numerelor reale: X- marimea salariului, Y- vechimea in munca,
7 - varsta, etc., unui angajat ales la intdmplare din 2. Dealtfel, vectorii
(X,Y) sau (X,Y, Z) pot fi tratati ca v.a. multidimensionale.

6.3. Obiectul de studiu al Statisticii Matematice si legatura cu
Teoria Probabilitatilor



Din p.6.2. vedem c4, in Statistica Descriptiva si in TP&SM, v.a. reprez-
inta o aplicatie univoca definita pe €2 cu valori in multimea de valori posi-
bile a acestei caracteristici. Deoarece datele statistice de natura calita-
tivd/categoriald/nenumericd sunt, de reguld, transformate in date numerice
pentru a putea fi prelucrate cu calculatorul, putem considera ca multimea
de valori posibile ale unei caracteristici statistice/variabile aleatoare este
o multime numerica. Astfel, in Statistica Matematica, notiunea de esan-
tion sau selectie de volum n de observatii facute asupra v.a. X, adica
(1,9, ...,x,) ~ X, este privita ca fiind un set de n realizari independente
ale uneia si aceleiasi v.a X. Se mai spune ca (1,2, ..., T,) ~ X reprezinta
un esantion de volum n dintr-o populatie statistica a v.a. X. Aici putem,
in functie de scopul urmarit, adopta oricare din urmatoarele doua puncte de
vedere.

Din punctul de vedere al Observatorului/ experimentatorului (zy, 25,
..., T) pot fi privite ca realizdri (numere) concrete ale v.a. X, iar din
punctul de vedere al Matematicianului (xy,z,,...,x,) pot fi privite ca
variabile aleatoare independente, identic repartizate (v.a.i.i.r.) ca
§t v.a. X. Punctul de vedere al Matematicianului are drept la existenta
mdacar si pentru faptul cd o esantionare/selectare repetatd a setului de date
(1,9, ..., ) se va solda de fiecare data cu valori diferite, deoarece acestea
reprezinta realizari (independente) ale v.a. X. In continuarie vor fi adoptate
ambele puncte de vedere in functie de situatie, dar, si intr-un caz si in al-
tul, scopul urmarit va fi aflarea f.d. Fx a v.a. X sau a parametrilor ei,
daca aceasta devine o functie cunoscuta deindata ce se cunosc valorile ex-
acte ale parametrilor de care depinde ea (de exemplu, cum e cazul tuturor
distributiilor uzuale studiate in cap.4 al cursului de Probabilitati).

Insfarsit, putem spune ca TP&SM au acelasi obiect de studiu: mod-
elele matematice ale fenomenelor (experimentelor aleatoare) ce poseda pro-
prietatea Regularitatii Statistice. Cu toate acestea, Statistica Matematica
se deosebeste, totusi, de Teoria Probabilitatilor prin faptul ca problemele ei
sunt, intr-un fel, inverse in raport cu cele din Teoria Probabilitatilor. Astfel,
in Teoria Probabilitatilor, modelul (repartitia) probabilistd a unei v.a. X este
cunoscuta apriori, ceea ce permite calcularea probabilitatii ca v.a. X va lua,
de exemplu, valoarea x. Dimpotriva, in Statistica Matematica sunt cunos-
cute, aposteriori, realizarile (valorile observate experimental) 1, xs, ..., x,, ale
unei v.a. X, punandu-se problema reconstituirii (fie gi cu aproximare), in
aceasta baza, a modelului ei probabilist. In acest sens se spune, pe buna
dreptate ca, Statistica (inclusiv Statistica Matematica) studiaza partea ca sa



cunoastem intrequl.

Exemplu (Doua probleme: una din TP i alta din SM).

Problema din Teoria Probabilitatilor. Presupunem ca este cunos-
cuta proportia p, 0 < p < 1, a tuturor IT-igtilor din sfera bugetara a Re-
publicii Moldova care au absolvit studii masterale. Atunci, conform Teoriei
Probabilitatilor, putem calcula, de exemplu, probabilitatea evenimentului
Ar={ alegdnd la intémplare, cu repetare, n IT-sti din sfera bugetara vom
depista exact k IT-sti cu studii masterale absolvite}, k = 0, n, folosind dis-
tributia probabilista Binomiala cu parametrii n si p, adica P(A;) = CFpk
(1—p)nh.

Problema din Statistica Matematica. Dimpotriva, presupunem ca
nu este cunoscuta proportia p a tuturor I'T-igtilor din sfera bugetara a Re-
publicii Moldova care au studii masterale. In schimb, cunoagtem c4, alegand
la intamplare, cu repetare, n I'T-sti din sfera bugetara am depistat exact k
IT-sti cu studii masterale absolvite, unde k = 0,7n. Atunci, folosind Statis-
tica Matematica, in baza Legii Numerelor Mari din Teoria Probabilitatilor,
putem spune ca daca n este suficient de mare, atunci p ~ k/n. Mai mult,
metodele ce tin de Statistica Matematica pot garanta o anumita exactitate
a acestel aproximari a lui p in functie de valoarea lui n, dar si in dependenta
de probabilitatea de incredere pe care ne-o dorim.

Fie (z1,x2,...,2,) ~ X un esantion sau o selectie de volum n dintr-
o populatie satatistica a v.a. X guvernata de f.d. Fx necunoscuta, i.e.,
(r1,x9,...,x,) ~ X : Fx =7. Daca se stie cum arata in forma ei exterioara
Fx si se mai stie ca Fy este o functie ce depinde de un parametru 6, 6 €
O C R* adica Fx (z) = Fy (r,0), Vo € R, valoarea adevarati a lui ¢ fiind
necunoscuta, spunem ca avem de a face cu un caz parametric, in caz contrar
spunem ca avem de a face cu un caz neparametric. In continuare ne vom
referi, cu precadere, la cazul parametric, adica Fx (z) = Fx (z,0), Yz € R,
0,0 c O CRF ="

Remarca: Modelul probabilist necunoscut poate fi, inloc de f.d., consid-
erat distributia probabilista, daca v.a. cercetata este de tip discret sau den-
sitatea ei de distributie, daca aceasta este de tip (absolut) continuu, fiecare
din aceste modele, fiind (aga cum am ardtat in TP) echivalente cu f.d. ca
modalitate de descriere a modelului probabilist.

Exemple de modele probabiliste parametrice. a) Caz discret: X ~
U{0,1,...N}, N=0 € ©={1,2,...} CR; X ~ Bernoulli(p), p=0 € ©=(0,1) C
R; X ~ Bi(n,p), (n,p)=0=(01, 05) € ©6={1,2,...} x (0,1) C R*} X ~



Poisson(\), A=0 € ©=(0,+00) C R; X ~ Geom(p ) p=0 € ©=(0,1) C R;
b) Caz (absolut) continuu: X ~ U[a b], (a,b)=0=(6, ) 0={(01,0>) :
—00 < 0 < 6y < 400} C R XNeXp{)\} A=0 € ©=(0,+0c0) C R;
X ~ N(m,o), (m,0)=0=(0;, 6;) € O=R x (0,+0) C R*} X ~ 2(n),
n=0 € ©={1,2,..} CR; X ~ T(n) sau Student(n), n=0 € ©={1,2,...} C

R.

6.4. Statistici, estimatori, estimatori punctuali nedeplasati,
consistenti si eficienti. Caracteristici de selectie si proprietatile
lor

Definitia 1. Functia f( 21, xs, ..., ¥,) se numeste statistica daca aceasta,
privita ca functie de v.a. x1,zo, ..., z, , este, la randul ei, o v.a..

Orice problema de Statistica Matematica se reduce, in fond, la cercetarea
statisticilor ca functii de v.a. x1, 9, ..., z,,. Drept exemplu de statistici putem
lua indicatorii statistici in Economie.

Daca dorim sa estimam (evaludm) f.d. a v.a. X sau orice altd marime
legata de ea, atunci o statistica f devine estimator iar valoarea ei concreta
f(x1, xa, ..., x,),devine estimatie. Deoarece valoarea f( x1, s, ..., T,) poate
fi interpretatd dret un punct pe axa numerelor reale, estimatorii (estimatiile)
de acest tip se mai numesc estimatori (estimatii) punctuali (punctuale).

Consideram estimatorul f pentru parametrul necunoscut 6, parametru
cunoagterea caruia face cunoscuta, exhaustiv, f.r. a v.a X.

Definitia 2. Vom spune ca [ este un estimator nedeplasat pentru
parametrul 6 daca valoarea medie a acestuia, calculata in presupunerea ca
(21, T2, ..., x,) reprezinta o selectie de volum n din populatia statistica a v.a.
X guvernata de f.d. Fx(x,#), coincide chiar cu valoarea lui 0, i.e.,

ng(l'l,xg, ,.I'n) = 9, V9,¢9 €0 - Rk

Definitia 3. Vom spune ca [ este un estimator consistent pentru
parametrul 6 daca

P(|f(]31,$27 7xn> - 9’ S 5) — ]-7 Ve > 0.
n—oo
Definitia 4. Vom spune ca [ este un estimator eficient pentru para-
metrul  daca acesta este un estimator nedeplasat si in plus acesta are dis-
persia cea mai mica printre toti estimatorii nedeplasati ai lui 6.



Definitia 5.Vom numi distributie (repartitie) de selectie construita in
baza esantionului (xq,xs, ..., z,) ~ X repartitia

)A(: Ty Ty e Ty ’
nl/n TLQ/?’L nk/n

unde ajl(l) ;vI(Q) x/(k) sunt valorile sirului variational de valori distincte
(valorile distincte ale egantionului scrise in ordine crescatoare), iar n; frecventa
absoluta cu care valoarea x'(i) se intalneste in esantion, i = 1,k, k < n.

Un interes aparte pentru analiza mai avansata a datelor satistice il prez-
intd media, dispersia si f.d. de selectie (functia empirica de distributie),

adica:
n k

_ 1 n; ,
TRt Zg%w

i=1 =1

i=1 =1
si
FA ( ) numarul de valori observate x; : x; < T
T1,T9, ..., TpX) = : =
AT 2y e numarul total de valori
_card{w; €{x1, T, ..., 20} |1 <}
n
1 n
= _ZI(*OW] (x;), pentru orice x € R,
i3
respectiv.
Remarca. Calculele directe, bazate pe distributia de selectie privita ca o

A
distributie probabilista a unei v.a. de tip discret, mai exact a v.a. X , arata

N
ca valoarea medie, dispersia si f.d. a v.a. X coincid cu media, dispersia si
f.d. de selectie (functia empirica de distributie) respectiv, adica

2 i n; , 1 - _
BX =) —tafy =) wi=7,
=1 =1
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!
n n; A
BNyl = F T

Z o el (@) (z1,22,..., 205 T),

fopd i
z.x(i)gx =1

fapt care justifica denumirea de caracteristici numerice de selectie. Mai mult,
dat fiind faptul c& media, dispersia si f.d. de selectie (functia empirica de
distributie) sunt notiuni la care se aplicd Teoria Probabilitatilor rezultd ca
aceste carectiristici poseda aceleasi proprietati, respectiv, ca si valoarea medie
dispersia si functia de distributie a v.a. X cercetate.

Exemplul 1. Pentru a evalua rata zilnicd p=60 € ©=(0,1) C R a iegirii
din functiune a calculatoarelor, adica a probabilitatii iegirii din functiune a
unui calculator ales la intaAmplare, la Universitatea Tehnica a fost initiat un
sondaj. Pentru 100 de calculatoare alese la intAmplare au fost inregistrate
urmatoarele date statistice centralizate in urmatorul esantion de volum n =
100:

(1,29, ...,7100)=(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,

0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
(

0,0,0,0,0,0)~ X : Bernoulli(9),0 € ©=(0,1) CR,0 =7

Drept rezultat, distributia de selectie, media, dispersia de selectie si
functia empirica de distributie sunt, respectiv, urmatoarele:

A 0 1
X ( 0.93 0.07 )

A A
EX=7=0.07, DX=5%=0.93-0.07 = 0.065 1 si

A

F)/\((I) = F100<I13 T, ...,T100;, ZE) =0.93- [(—oo,x]<0) + 0.07 - ](—oo,az](l)

Deoarece media, dispersia si f.d. de selectie, ca functii de (x1, za, ..., z,)
sunt v.a., cu alte cuvinte, conform definitiei, sunt statistici, prin urmare, sunt
estimatori ale caror proprietati sunt expuse in urmatoarea
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Teorema (Proprietatile caracteristicilor numerice de selectie).
a) Media de selectie T este un estimator nedeplasat si consistent pentru
valoarea medie teoretica BX a v.a. X, deindata ce aceasta din urma exista;
b) Dispersia de selectie este un estimator deplasat, mai exact

DX,
n

dar consistent, pentru dispersia teoretica DX a v.a. X,deindata ce aceasta
din urma exista;

c) Functia empirici de distributie F)A( (x) este un estimator nedeplasat si
consistent pentu functia teoretica de distributie F(z) a v.a. X, in plus exista
dispersia ]D)F)A((:L') = LF(z)[1 — F(x)], pentru orice x fixat, z € R.

Din punctul b) rezultd ca statistica

n

n 1 _ 1 & \2
32:n_15’2:n_lz(xi—;p)Qzn_liz:;ni(x'(i)—ﬂf)

=1

reprezinta un estimator nedeplasat pentru DX, fapt ce explica inlocuirea lui
S? cu s? in aplicatii practice. Insa, pentru n suficient de mare, S? si s? se
egaleaza valoric, asa ca s? devine util, indeosebi, pentru esantioane de volum
mic.

Propozitia urmatoare scoate in evidenta cateva exemple de estimatori
eficient;i.
Propozitie. a) Daca esantionul (1, s, ...,x,) ~ X, unde X este o v.a.
distribuita Poisson cu parametrul 8 € © = (0,4+00) C R, 0 fiind necunoscut,
n
atunci media de selectie T = %21%, reprezinta un estimator eficient pentru
1=
parametrul 0, acesta avand cea mai mica dispersie egala cu DT = 0/n;
b) Daca esantionul (x1,xa,...,x,) ~ X, unde X este o v.a. distribuita

Bernoulli cu parametrul @ € © = (0,1) C R, 0 fiind necunoscut, atunci media
de selectie T = %2%7 reprezinta un estimator eficient pentru parametrul 6,
i=1
acesta avand cea mai mica dispersie egala cu DT = 0(1 — 6)/n.
¢) Dacd esantionul (x1,a,...,x,) ~ X, unde X este o v.a. distribuita

Normal cu media 0 € R si dispersia o2, 0 fiind necunoscut iar dispersia o>

n
fiind cunoscuta, atunci media de selectie T = %qu reprezinta un estimator
i=1
eficient pentru parametrul 0, acesta avind cea mai mica dispersie egald cu
DZ = o2 /n.



12
6.5. Estimatori punctuali de verosimilitate maxima

Estimatorii de forma f(z1, xs, ..., z,) mai sunt numiti si estimatori punc-
tuali deoarece valorile acestei functii sunt numere reale, adica puncte pe
dreapta numerelor reale. Una din cele mai raspandite metode de estimare
punctuala este metoda ce are la baza

Principiul Verosimilitatii Maxime. Daca intr-un experiment aleator
& s-a produs evenimentul aleator A, aceasta inseamnd ca s-a produs eveni-
mentul cu probabilitatea cea mai mare.

Un exemplu tipic de aplicare a acestui Principiu poate fi regasit in inter-
pretarea solutiilor furnizate de modelele probabiliste versus situatiile reale.

Exemplul 1 (Verificarea unei ipoteze statistice). Un profesor de
la Universitatea Cornell (SUA) a fost amendat de doudsprezece ori pentru
parcare neregulamentara, pe timp de noapte, a autoturismului sau, toate
aceste amenzi nimerind in ziua de marti sau joi. Ar fi fost oare justificata
arendarea unui garaj anume in aceste zile?

Solutie. Prima ipoteza fireasca ar fi ca aceste amenzi se distribuie intam-
plator pe zilele saptamaénii. In presupunerea ca acesta ipoteza este adevarata,
putem calcula, folosind probabilitatea clasica, probabilitatea evenimentului
A={cele 12 amenzi vor nimeri in ziua de marti sau joi}. Cum cele 12 amenzi
se pot distribui pe cele 7 zile in 7' modalitati, din care doar 2'2 modalitati
favorizeaza evenimentul nefericit in cauza, rezulta ca

12

2
P(A) = -3 ~ 0.0000003.
Concluzie: reegind din Principiul Verosimilitatii Maxime, dat fiind faptul
ca probabiliatea evenimentului A este foarte mica, ipoteza noastra nu este
plauzibila, prin urmare se justifca arendarea unui garaj, anume in zilele de
marti i joi, politia actionand, mai degraba, dupa un sistem ce nu corespunde
ipotezei ca aceste amenzi se distribuie intAmplator pe zilele saptamaénii.
Pentru a valorifica Principiul Verosimilitatii Maxime intr-o metoda de
obtinere a estimatorilor punctuali, presupunem ca X este o populatie statis-
tica a v.a. X, cu alte cuvinte X este multimea de valori posibile a v.a. X
care este o v. a. cu distributia sau densitatea de probabilitate f(z;8), 0 fiind
un parametru necunoscut. Cu alte cuvinte: f(x;0) = Py(X = z), pentru

orice x € X in caz discret, sau f(x;#) coincide cu d. d. a v.a. X cu valori
din X CR.
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Cazul fiind parametric cunoagtem doar forma matematica a functiei f(z; ).

De exemplu, daca stim ca X este o v.a. distribuita normal cu media 6; € R si
_(==0p)®
1 203

abaterea standard 0y € (0, +00) neunoscute, atunci f(x;0) = e ,
0 = ((91,92) e R x (O,+OO), 0 = (91,92) =7

Definitia 1. Vom numi functie de verosimilitate determinata in baza
esantionului (21,79, ...,1,) ~ X : f(x;60), 0 € © C R*, § fiind necunoscut,
functia L(z1, xa, ..., xn; 0)=f(x1;0) f(x2;0)...f(x; 0).

Remarca 1. Conform definitiei de mai sus, x1, xs, ..., x, fiind valori ale
v.a. iid. X7, Xo, ..., X, casi v.a. X, rezulta ca functia de verosimilitate
coincide cu distributia probabilista in ansamblu

n

Py(Xy =21, Xg = 23,0, Xo = 1) = [ [Po(Xi = 2),

=1

in caz discret sau cu d.d. in ansamblu

f(@1, @2, 03 0) = f(2150) f(22;0)... f (203 0),
in caz (absolut) continuu. Deci, L(xy, z, ..., T,;0) in caz discret sau
L(zq, 2, ..., xy; 0)dx1dxs.. dx, = P(ry < Xy < 214dzy, ..., 2, < X, < x,+dzy,)
in caz (absolut) continuu, sunt probabilitati ale unor evenimente care s-
au produs. Conform Principiul Verosimilitatii Maxime este firesc sa luam
A A
in calitate de estimator # a parametrului necunoscut 6 acea functie 6=

A
0(x1, 3, ..., x,) care, pentru orice esantion (x1, T, ..., T, ), maximizeaza functia

de verosimilitate L(xy, T, ..., T,;0). De aici si
Definitia 2. Vom numi estimator de verosimilitate maxima (e.v.m.) a

A A
parametrului necunoscut 6 functia 6= 6(xq,xo, ..., z,) cu proprietatea ca

A
L(z1,x9,...,x,;0) = max L(xy,za,...,x,;0)
0cOCRF

pentru orice esantion (z1,xs,...,x,) ~ X. Pentru valorile concrete ale esan-

A AN
tionului (x1, za, ..., z,,) ~ X, valoarea 0= 0(x1, T3, ..., x,) se numeste estimatie
de verosimilitate maxima a parametrului 6.
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Remarca 2. Dat fiind faptul ca functia In z este o functie strict monoton
crescatoare putem spune ca, a gasi estimatorul de verosimilitate maxima este

A A
echivalent cu a gasi acea functie 0= 6(z1, x9, ..., x,) cu proprietatea ci

A
In L(zq, 29, ..., 2,;0) = max InL(xy, 29, ...,2,;0)
0cOCRK

pentru orice esantion (1, ¥, ..., Z,) ~ X. Or, Metoda Verosimilitatii Maxime

rezida in aflarea punctului maxim 9 pentru functia L(xy, 23, ..., z,; 0), privita
ca functie de variabila § = (61, 6,, ...,0;) € © C R*, algoritmul presupunéand,
atunci cand functia de verosimiliate este derivabila fata de #,conform rezul-
tatelor din Analiza Matematica, rezolvarea urmatorului sistem de k ecuatii
cu k necunoscute:

sau a sistemului echivalent acestuia

@hlL(!El,l’Q,--';xn;Q) o 1 L.
7. =0,i=1,k.

Acestea din urma se numesc ecuatiile verosimilitatii maxime pentru functia
de verosimilitate sau logaritmul functiei de verosimilitate respectiv.

Vom implementa, drept exemple, aceasta metoda pentru a obtine estima-
tori de verosimilitatea maxima pentru parametrii necunoscuti in cazul unor
modele probabiliste uzuale (clasice).

Exemplul 2. Presupunem ca esantionul (21, s, ..., x,) vizeaza o v.a.
X ~ Poisson(), 0 > 0, dar 6 este necunoscut.

Atunci functia de verosimilitate

ceea ce inseamnd ca

n n 1
In L(xq, 29, ..., p;0) = —nb + (Zxk) Inf + In H—',
T
k=1 k=1
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si ecuatia verosimilitatii maxime are forma

dL(zy, T, ..., 003 0) . gf’“ _0
do B o

De unde gasim ca estimatorul de verosimilitate maxima
AA 1
0 =0(xy,x9,....,0,) = - E Tp = T.
k=1

Remarca 3. Conform propozitiei din p. 6.2. si rezultatului din exemplul
2, deducem cd, atunci cand X ~ Poisson(f), media de selectie T este un
estimator eficient pentru parametrul 6, estimator ce coincide cu e.v.m. a
acestui parametru. De fapt aceasta este o consecinta a afirmatiei din

Propozitia 1 (Rao-Kramer). Daca pentru esantionul (1, xa, ..., T,) ~
X, unde X este o v.a. cud.d. f(x;0), ce depinde de un parametru necunoscut

AA
6 € © C R exista un estimator eficient 0=0(x1, za, ..., x,) pentru 0, atunci
estimatorul eficient este, totodata, i e.v.m. cu dispersia

A 1
DO (x4, xo, ..., x,) =

= 5 -
dL(x1,x2,...,x7n;0

Remarca 4. Un e.v.m. nu intotdeauna este si estimator nedeplasat,
prin urmare un e.v.m. nu intotdeauna este si estimator eficient. Aducem, in
acest sens

Exemplul 2. Consideram esantionul (z1, z9,...,x,) ~ X, unde v.a. X
reprezinta durata vietii unui dispozitiv electronic, adicd X ~ 6 exp{—02}Ijo100) (),
0 € (0,400), 0 fiind necunoscut. Functia corespunzatoare de verosimilitate

n
. o —0x;. _ agn _—0(x1+x2+..+x
L(zy, g, ...,x,;0) = Hﬁe B = gre 0t 2
k=1

iar ecuatia de verosimilitate este
Qn_1€_9($1+xz+"'+xk)[n — (ZBl + i) + ...+ .Tk)] = 0.

De unde deducem c& e.v.m.

9 9 n 1
a <x1’x2’ 7$n) N (1171 + X9+ ... —I—:Ek) a %
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Cu toate ca %nu este un estimator nedeplast pentru parametrul 6, observam
ca T este, totusi, un estimator nedeplasat pentre %

Exemplul 3. Fie (z1,x,...,2,) un esantion dintr-o populatie statis-
tica a v.a. X distribuita normal ce reprezinta gradul de umplere automata
a unei sticle de lapte de 1 litru pe o banda rulanta de imbuteliere, cu alte
cuvinte, v.a. X este normal distribuita cu media #; si dispersia 9%, (04,
0?) € R x (0,4+00), ambii parametri fiind necunoscuti. S& se determine
e.v.m. pentru media si dispersia gradului de umplere.

Solutie. Functia de verosimilitate

(wk = 01)°

L(551,952,-~;13n;9179§) =H =

deci

lnL(wl,xg,...,xn;Hl,Qg)=—gln27r—gln«9§ QZ x, — 0

2k 1
Atunci ecuatiile verosimilitatii sunt urmatoarele:
Oln L(zy, T3, ..., Zp; 01, 03
2 Z T — 91 O
00, 05—
Oln L(zy, Ta, ..., Tp; 01, 603) B Z (2 — 0)
2 _ =1 2% r—0h)
005 29 205 +—

/\2
Acestea dau solutiile 91—1 Z Tx=T, 0,=1 E (zx — T)>=S5?, prin urmare
e.v.m. pentru medie si d1sper31e este dat de medla si respectiv dispersia de
selectie. Daca media de selectie este un estimator nedeplasat, apoi dispersia

de selectie nu este (vezi proprietatile ei din paragraful anterior). Or, in cazul
A A2
nostru e.v.m. (61, ,), privit ca estimator pentru parmetrul vectorial (1, 03)
nu este eficient.
Remarca 5. Algoritmul de aflare a e.v.m. nu presupune, in mod oblig-

atoriu, utilizarea ecuatiilor de verosimilitate.
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Exemplul 4. In controlul calittii unui lot de piese de volum N, numérul
N fiind cunoscut, se pune problema determinarii unui estimator de verosimil-
itate maxima a numarului 6 de piese defecte, avand la baza un egsantion de
volum n de piese extrase la intamplare, fara repetare, esantion in care s-au
depistat exact x piese defecte.

Solutie. Cum numarul X de piese defecte depistate intr-un esantion de
volum n extrase la intAmplare, fara repetare dintr-un lot de NV piese, din care
0 sunt defecte, este o v.a. distribuitd Hypergeom(N, 0, n), rezulta cd functia
de verosimilitate este
CiCh_

L(z;0) = Cr —% unde 0 € {0,1,2,...,N},0 =?
N

N A
In acest caz vom gasi e.v.m. #(x) nemijlocit din conditia

A c:Cr ™
L(z;0) = max L(z;§)= max —F
0€{0,1,2,...N} 6ef0,12,...N} C%
Pentru aceasta observam ca
9! (N—6)!
L(z; ) _ Tl m (N _ ON—60—(n—z)+1)
L(z;0—1) (=) (ORED] (0 —z)(N—-0+1)

z!(0—z—1)! (n—2)!(N—0—(n—x)+1)!

Or, L(x;0)/L(x;0—1) > 1 deindatd ce (N —0—(n—x)+1) > (0—2)(N—-0+
1), sau dupa simplificari, deindatd ce § < n~'z(N + 1). Aceasta inseamns,
de fapt, ca functia de verosimilitate creste odata cu cresterea lui 6, dar atata

AN
timp cat < n~'z(N+1). Prin urmare e.v.m. coincide 6(z) cu cel mai mare

A
intreg 0 < n~'x(N + 1), adicd cu partea intreaga: 6(x)=[n"'z(N + 1)]. De
exemplu, pentru N = 10000 piese, n = 500 piese incluse in esantion, x = 50
piese depistate ca fiind defecte, gasim ca estimatia de verosimilitate maxima

a numarului de piese defecte in intreg lotul este egala cu 2(50):[500_1 - 50 -
10001] = [1000. 1] = 1000.

Exemplul 5. Consideram (xy,xs,...,7,) un esantion de volum n ce
reprezinta rezultatele unor masuratori bazate pe scala Rockwell a duritatii
X a otelului produs de un anumit produs, X fiind o v.a. uniform distribuita
pe [01,05], unde

0 = (61,62) € © ={(z,y) € (0,+00) x (0,400) : x <y}, § =7
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Sa se determine un e.v.m. pentru granita de jos 6, si granita de sus 65 pentru
duritatea admisibila a otelului produs.
Solutie. Functia de verosimilitate este

1 n
mkglf[el,eg] (z;) =

L(.Tl, T2y .euy T, (91, 62) =

1 .
= ml[elri-oo)(l%glnxi) . [(0702](%1%)2332)

Pentru maximizarea acestei functii, ca functie de (6, 6;) € ©, observim ca
aceasta ea valoarea cea mai mare atunci cand (0 — 6;) ia valoarea cea mica
posibila, dar concomiutent cu aceasta sa fie respectata conditia

n

kgl[el’e?](xi) - 1[917+°°)(121ii§nnxi) ' 1(0,02](1%&3};%) =1

N

A
E clar ca acestor conditii satisface 01 (1, x2, ..., ,,) = min z; i 03(x1, o, ..., T,) =
1<i<n

AN A

A
max z;, 0 = (61,05) reprezentand, astfel, e.v.m. pentru parametrul vectorial
<i<n

6.

7. Estimatori de interval (intervale de confidenta sau
de incredere)

7.1. Introducere

Considerentul principal care conduce la necesitatea gasirii unei alterna-

A A
tive la estimatorul punctual 0= 0(xy, 23, ..., z,) pentru parametrul necunos-
cut 0 este urmatorul. Cel putin in caz (absolut) continuu, probabilitatea

N
P(0(x1, 9, ...,x,) = 6) = 0, cu alte cuvinte nu este deloc sigur a estima ca

0 este egal exact cu 2’ In plus, desi estimatia punctuald a unui parametru
f, necunoscut la nivelul unei populatii constituie o informatie in legatura
cu populatia in cauza, aceasta nu poate fi utilizata fara a avea o imagine
si asupra marimii probabilistice a erorii de estimare. De aceea se impune
notiunea de estimator de interval.
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7.2. Definitia notiunii de estimator de interval

Fie (x1, 29, ....,xp) ~ X : Fx (2,0),0 € © CR, 0 =7, X € X.
Definitia 1. Vom numi estimator de interval (interval de confidenta sau

de incredere) pentru parametrul 0 intervalul (6 (xq, za, ..., x,), 0(x1, T2, ..., T,))

cu proprietatile

0(x1, 9, ..., y) < é([[’l,l’g, e X)), VX1, 29, xy,) € X",

P(O(ry, 29, ...;x,) <0 < _9(:101,332, ) =1—a,

unde o € (0,1) este dat. Valoarea 1—« se numeste probabilitate de incredere,
tar « prag de semnificatie.
Remarca 1. Adoptand punctul de vedere al Matematicianului,

O(x1, T2, .y xy) si0(x1, 29, ..., 2,)

pot fi privite ca v.a., prin urmare evenimentul aleator {0(x1, 23, ...,z,) < 0 <

0(x1, 2, ..., x,)} coincide cu evenimentul A = {intervalul aleator (0, 5) acop-

era valoarea adevarata a parametrului necunoscut 0}. In cazul cand 6 € © C
R*, k > 1, intervalul de incredere devine domeniu (regiune de incredere). Din
definitia 1 rezulta c&, afirmand c& intervalul (domeniul) de incredere acopera
valoarea necunoscuta #, putem comite o eroare de probabilitate a.Faptul ca

(0(x1, 22, ..., Ty), O(1, 29, ..., 2y))

este un interval de incredere pentru parametrul 6 cu probabilitatea de in-
credere 1 — o admite, conform Principiului Regularitatii Statistice (sau Legii
Numerelor Mari), urmatoarea interpretare: efectudnd un numari suficient de
mare de esantionari de acelasi volum n dintr-o populatie statistica a v.a. X :
Fx (z,0), 0 € © C R, 0 =7, vom inregistra, aprozimativ, (1 — «) - 100% de
cazuri cand acest interval va acoperi valoarea adevarata a parametrului 6 si
doar in aprozimativ o - 100% de cazuri vom da gres.

Definitia 2. Un interval de incredere de forma (—oo, 5(:61, T, ..., Ty)) S€
numeste unilateral de stanga iar de forma (0(z1, xs, ..., ,), +00) se numeste

unilateral de dreapta. In caz contrar acesta se numeste bilateral.
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Pentru a construi un interval de incredere procedam astfel:

a) determindm o statistica f ce depinde numai de valorile egantionului gi
formal de parametrul 6, dar distributia careia este cunoscuta si nu depinde
de acest parametru;

b) pentru o € (0,1) dat, determinam (in cazul bilateral) valorile f,/, si
fi—ay2 astfel incat

P(f(x1,22, ..., 20, 0) < for2) = /2, P(f(x1,22,....20;0) < fi_ase) = 1—a/2.

¢) dupa aceasta deducem intervalul (regiunea) de incredere pentru para-
metrul  in presupunerea ca functia f(z1,xs, ..., x,; ) are proprietatile nece-
sare ce permit acest lucru.

In paragrafele care urmeaza vom exemplifica aceasta idee, luand drept
exemplu cazul cand v.a. X ~ N(m,0?), acest caz fiind reprezentativ in mai
multe situatii, deoarece in virtutea Teoremei Limita Centrala, atunci cand
volumul esantionului este suficient de mare f.d. a multor dintre statisticile
utilizate poate fi aproximata de f.d. normala. Concludent in acest sens este

Exemplul 1 (Intervalul de incredere pentru parametrul p al dis-
tributiei Bernoulli). Consideram (xq,xs,...,2,) un esantion de volum n
dintr-o populatie statisticd a unei v.a. X ~ Bernoulli(p), p € (0,1), p fiind

n

necunoscut. Cum EX = p, iar media de selectie é\)(ml, o, ..., xn):f:%in
i=1
este un estimator eficient pentru p, vom folosi in calitate de statistica
[y, 2, . xn;p) = (T —p)/ V(L= p)/n.

Dar

) 1 n n
(#=p)/ V(L= p)/n = (=3 wi=p)/v/p(L = p)/n= (Y _wi—np)//np(1 = p),

i=1 i=1

aceasta din urma avand, conform T.L.C. in forma Moivre-Laplace, pentru
pentru n suficient de mare, f.d. aproximata de f.d. gaussiana

1L
O(x) = E/ e 2 du.

Cu alte cuvinte, pentru n suficient de mare, indiferent de valoarea adevarata
a lui 6, statistica noastra are proprietatea ca

P(=21 a2 < (T —p)/v/P(1 =p)/n <21 _0p2) =
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P (f—xl_a/g VPl =p)/n<p<T+z1-0s2 V(1 —p)/n> =1—-«

pentru orice a € (0,1), unde x1_q/2 este 1 — a/2 cuantila pentru distributia
N(0,1), adica ®(x1_4/2) = 1 — /2. Deoarece in exemplul nostru

¢ 1 ¢ 1 A A
R S LS S ) DORIE) S
né— n né— n
este de agteptat ca, inlocuind p(1 — p) cu f)(l — ]/5), vom avea in continuare

_ AN A _ A A
P(x—xla/g- p(1=p)/n <0< T+ 2102 p(l—p)/n):l—a.

Asteptarile noastre sunt confirmate de urmétoarea

Propozitie (Estimator de interval pentru parametrul (proportia)
p a unei populatiei statistice). Daca (1, xs,...,x,) este un esantion de
volum n dintr-o populatie statistica a unei v.a. X ~ Bernoulli(p), p € (0,1),

p fuind necunoscut, atunci f.d. av.a. (T—p)/ ]A9(1 — ]AD) /n poate fi aproximata
cu f.d. ®(x), iar intervalul

AN N AN AN AN A\
[p — Ti—a/2 "\ p(1=p)/n,p+ 102 -\ p(1—p)/n

devine un interval de incredere pentru 6 cu probabilitatea de incredere 1 — «,
pentru orice o € (0,1), deindata ce n>50, ngA9>5, nﬁ(l —}A9)>5, unde .

A

1 n
) =T = 2= fu(X =1
p(x1,$2, ,l’) z ni:1$ f( )

este un estimator eficient pentru proportia p al unitatilor w din populata
statistica pentru care X (w) = 1.

Exemplul 1 (Continuare). In conditiile enuntate se pune problema
aflarii numarului minimal ny de valori incluse in esantion pentru a garanta
cd, pentru probabilitatea datd 1 — a, o € (0,1) si exactitatea datd € > 0,

v A .
vom avea c¢d P(| p—p |<€) > 1 — a, pentru orice n > ny. Pentru aceasta
observam ca pentru orice prag de semnificatie dat o € (0,1), din modul cum
am gasit intervalul corespunzator de incredere, deducem ca

A A AN
P (Ip—p |< @102\ (1 —p)/n) =1l-a
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pentru orice n suficient de mare. Conditia ca | ]/5— p |< e coroborata cu
probabiliatea de mai sus arata ca ng poate fi determinat din inegalitatea

N N
T1—as2\/P(1 —p)/n <e.
T1_a/2y 1/3(1*@

15

2
De unde gasim ca ng > ( > , cea ce inseamna ca

2
A A
T1—a/2 p(l - p)

Ng = +17
3

unde prin [z] se noteaza partea intreagd a numdarului z.

Exemplul 2. Dintr-un lot de piese de acelagi tip controlului calitatii
au fost supuse 100 de piese, fiind rebutate 10 piese. a) S& se construiasca
un interval de incredere cu probabilitatea de incredere 1 — a = 0.95 pentru
proportia p a pieselor defecte din intregul lot. b) Sa se determine numarul
minimal ny de piese care trebuie supuse controlului pentru a garanta, cu
probabilitatea 1 — a = 0.95, ca frecventa relativa a pieselor defecte calculata
in baza esantionului de volum ng va estima valoarea necunoscuta a lui p cu
exactitatea ¢ = 0.01.

Solutie. Daca vom lua

e { 1, daca piesa cu nr.k e defect4, k=12 .

0, in caz contrar,

atunci (z1, s, ..., Z,) reprezintd un esantion de volum n dintr-o populatie
statisticd a unei v.a. X ~ Bernoulli(p), p € (0,1), p fiind necunoscut, iar
frecventa a pieselor defecte calculata in baza esantionului de volum n coincide

cu
A

1 n
n) = nmE = i — In X: ]. 9
p(l‘l?x% » L ) T n;$ f ( )

Or, conform cu solutia generala dedusa in exemplul 1, deoarece n=100>5,
nf7:10>5 sin(l— f)):90>5, iar x1_q/2 = To.97s = 1.96, rezulta ca: a) inter-
valul de incredere cdutat coincide cu intervalul 0.041 < p < 0.159; b) volumul
minimal n( al esantionului, ce garanteaza exactitatea ¢ = 0.01 a estimatoru-

lui f)(xl,azg, vy T )=Jno (X = 1) pentru proportia necunoscutd p, coincide
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cu

A A
T1_q 1—
ng = Lo/ gp( P) +1=

<1.96\/0.1 0.9

2
1 = [3457.44] + 1 = 3458.
000 ) +1=[3457.44] + 1 = 3458

7.3. Intervale de incredere pentru medie

Pentru inceput vom aborda construirea intervalelor de incredere pentru
cazul cand esantionul (z1, s, ...,x,) ~ X : N(m,0), m € R, 0 > 0.

Exemplul 1. Valoarea medie EX = m este necunoscuta, abaterea
standard o fiind cunoscuta, ne intereseaza intervalul de incredere pentru
parametrul m cu probabilitatea de incredere 1 — a, « € (0, 1).

Vom pleca de la urmatoarea afirmatie ce tine de Teoria Probabilitatilor:

Propozitia 1. Daca X, Xo, ..., X,, sunt v.a.i.i.d. normal cu media m st
dispersia 02 atunci media aritmetica a acestor v.a.

- 1
X =—( X+ Xt 4 X),

normata corespunzator, devine normala, standart distribuita, mai exact

X—-m

g

v

~ N(0,1), Vm € R.

Aceasta insemna ca media de selectie T = %( 1+ x2 + ... + z,) are propri-
etatatea ca statistica
r—m

f((z1,22,...,2,) = —— ~ N(0,1), Vm € R,

v

adica functia ei de distributie nu depinde de m. Prin urmare, daca valoarea
lui o, @ € (0,1),atunci are loc proprietatea ca

r—m
o

v

P(xa/QS

< xl—a/?) =1-aq
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unde /2, T1-_a/2 sunt acele valoari pentru care ®(z4/2) = /2, ®(x1_4/2) =

1—a/2,
X u2
d(z) = /e?du.
De unde, stiind ca 7,/ = —1_q/2 , deducem ca

P(T — %xla/QS m< T+ iﬂ?kaﬂ) =1-aq

vn

ceea ce inseamna ca intervalul

_ 0 _ 0o
T — ﬁﬂ?l_a/g,ﬂf + %xl_ap
este un interval de incredere pentru parametrul m cu probabilitatea de in-
credere 1 — «. Valoarea :i:\/iﬁl'l_a/g se numeste marja de eroare a estima-
torulut T pentru media m necunoscuta.

Exemplul 2. Valoarea medie EX = m este necunoscuta, abaterea
standard o fiind, la fel, necunoscuta, ne intereseaza intervalul de incredere
pentru parametrul m cu probabilitatea de incredere 1 — «, a € (0, 1).

Mai intai reamintim o v.a. a carei distributie probabilista este legata de
distributia normald. Este vorba de v.a. T'(n) care are distributia Student
(distributia T') cu n grade de libertate daca T'(n) are aceeasi distributie ca
si v.a.

unde X, X; , ¢ = 1,n,sunt v.a.i.ir.N(0,1). Distributia Iui T'(n), este o
distributie de tip (absolut) continuu, dar valorile functiei ei de distributie nu
pot fi calculate decat prin metode aproximative, insa existd tabele numerice
corespunzatoare ca si pentru distributia normala. Dealtfel, conform Teoremei
Limita Centrala si distributia lui 7'(n) , pentru n suficient de mare, poate fi
aproximata de distributia normala, prin urmare, incepand de la un anumit
n distributia lui 7'(n) se reduce la distributia normala.

Vom beneficia de urmatorul rezultat teoretic ce tine de Teoria Probabil-
itatilor:
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Propozitia 2. Daca X, X, ..., X, sunt v.a.i.i.d. normal repartizate
cu media m si dispersia o? iar

1< 1 = _
X==-) X;, S%=-) (X;—X)
n; 9 X n;( )7
atunct o
X —
Tn—1)= SXmNStudent(n—l), vm € R.
vn

Aceasta propozitie arata, de fapt, ca pentru problema noastra, in care
(x4, T2, ..., Ty) ~ X : N(m,0?), m € R, 0 > 0iar T, S? reprezinta, respectiv,
media si dispersia de selectie, statistica urmatoare, mai exact v.a.

T —m
S

NG

~T(n—-1),VmeR,

are f.d. ce nu depinde de parametrul estimat. Aceasta insemna ca

T—m

P(ta/g(n — 1) <

S tl_a/g(n — 1)) =1- a,
\/_ﬁ

unde t,/2(n — 1), t1_a/2(n — 1) sunt acele valoari pentru care

Tr—m r—m
P(—5— <tapn—1)) =a/2, P(—5— <ti_qp(n—1))=1-a/2.
vn vn
De unde, stiind cd x,/2 = —71_o/2 si In cazul distributiei Student, deducem
ca
_ S _ S
P(T— —=ti_apn—1)< m<TH+ —=ti_qpn—1)=1-q,

Vi Vi

ceea ce inseamna ca intervalul

S S
T — ﬁtl_a/2<n — 1), T + ﬁtl_a/g(n — 1)

este un interval de incredere pentru parametrul m cu probabilitatea de in-
credere 1 — «. Valoarea i\%tl,a/g(n — 1) se numeste marji de eroare a
estimatorulut © pentru media m necunoscuta.
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Exemplul 3. Fie (z1, 22, ..., x25) un esantion dintr-o populatie statistica
a v.a. X distribuita normal ce reprezinta gradul de umplere automata a
unei sticle de lapte de 1 litru pe o banda rulanta de imbuteliere, pentru care
media m este necunoscuta, fiind cunoscuta, in schimb, ca media de selectie
T = 997 ml. Sa se construiasca un interval de incredere pentru media m cu
probabilitatea de incredere 1 — « = 0.95 in fiecare din urmatoarele cazuri: a)
abaterea standard ¢ = 10 ml; b) abaterea standard este necunoscuta, dar
se cunoaste abaterea standard de selectie S = 11 ml.

Solutie. Cazul a) reprezinta, de fapt, un caz particular al exemplului 1.
Cu alte cuvinte, deoarece n = 25, iar din Anexa 1 gasim ca ;_q/2=%0.975=1.96,
intervalul de incredere corespunzator coincide cu

o o 10 10
T — —T1_q/2,L + —=T1_q = 997 — ——1.96,997 + —1.96| =
Jn e T et /2} { V25 V25

= [993.08,1000.9] .

Cu alte cuvinte, putem afirma, cu o marja de eroare de i\}—%l.% = +3.92

ml si o probabilitate de incredere egala cu 0.95 ca m = 997 ml.

Analogic, cazul b) reprezinta, de fapt, un caz particular al exemplului 2.
Cu alte cuvinte, deoarece volumul esantionului n = 25, abaterea standard
de selectie S = 11 ml, iar din Anexa 2 pentru distributia Student gasim ca
t1—aj2(n—1)=to.975(24)=2.064, intervalul de incredere corespunzator coincide
cu

S S
I:f — —tl_a/g(n - 1),f aF —ntl_a/g(n — 1):| =

V25 v

11 11
{997 \/%2.064,997 + \/%2.064} [992.46,1001. 5] .
Cu alte cuvinte, putem afirma, cu o marja de eroare de £-1L2.064 = +4. 5401
ml si o probabilitate de incredere egala cu 0.95 ca m = 997 ml. Observam,
astfel, ca necunoasterea valorii adevarate a parametrului o are, drept efect,
cregterea margei de eroare a estimatorului 7.

Acum ne putem permite, in baza T.L.C., sa abordam problema con-
struirei intervalelor de incredere pentru medie in cazul cind stim ca exista
valoarea medie si dispersia v.a. observate X, dar valoarea adevarata a mediei
este necunoscuta, volumul esantionului fiind suficient de mare.

Exemplul 4 (Intervale de tncredere pentru medie in cazul esan-
tioanelor de volum mare). Fie (11, x9,...,2,) ~ X: EX=m=7?, volumul
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esantionului n fiind suficiuent de mare. Presupunem, suplimentar, ca dis-
tributia v.a. X, chiar daca este necunoscuta, este de aga natura incat exista
si dispersia ei. Atunci din T.L.C. rezulta ca:

a) statistica

f(z1, 29, ..., xn) = LN N(0,1), Vm € R,

g

v
adica functia ei de distributie nu depinde de m, in cazul cand abaterea stan-

dard 0 a v.a. X este cunoscuta si
b) statistica

r—m
S
vn

adica functia ei de distributie nu depinde de m, in cazul cand abaterea stan-
dard o a v.a. este necunoscuta, dar in schimb este cunoscuta abaterea
standard S de selectie.

Atunci intervalul de incredere pentru media necunoscutd m cu probabili-
tatea de incredere 1 — «, a € (0, 1), coincide, in cazul a) cu cel din Exemplul
1, iar in cazul b) coincide cu cel din exempul 2.

Exemplul 5. Un esantion format din 532 de abonati ai saptaméanalului
Business Week arata ca un abonat acceseaza Internetul si serviciile online
in medie 6.7 ore pe siptamana (Business Week 1996 World Wide Subscriber
Study). Daca se stie ci abaterea standard de selectie este egald cu 5.8 ore,
care este intervalul de incredere cu probabilitatea de incredere egala cu 0.95
pentru durata medie de accesare a Internetului si seviciilor online la nivel de
intreaga populatie a abonatilor pentru Business Week.

Solutie. Conform cu exemplul 4, ne aflim in conditiile cazului b): me-
dia EX=m este necunoscuta, necunoscuta fiind si abaterea standard, dar
se cunoaste abaterea standard de selectie S = 5.8 ore. Prin urmare, avand
volumul esantionului n = 532, probabilitatea de incredere 1 — o = 0.95, iar
ti—a/2(n — 1)=to.975(531) =t .975(00)=1.96, putem gaasi intervalul in cauza:

S

T— —t)_ap(n—1)T+ i1t1_a/z(n —-1)| =
- Rt =)

5.8 5.8
= 15.8 — —==1.96,5.8 + —=1.96| = [5.3071,6.2929].
[ V532 V532 } | ]

Cu alte cuvinte, putem afirma, cu o marja de eroare de i%l.%:i
0.492 87 ore si o probabilitate de incredere egala cu 0.95 ca m = 6.7 ore.

~T(n—-1),YmeR
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7.4. Intervale de incredere pentru dispersie

Inainte de abordarea problemei de construire a intervalelor pentru dis-
persie, mentionam ca acestea au la baza urmatioarea v.a. Este vorba despre
v.a. X%(n) (se citeste Hi-patrat) care are distributia Hi-patrat cu n grade de
libertate daca aceasta are aceasi distributie ca si v.a.

n

2
ZXz 9
i=1

unde X; , i = 1,n,sunt v.a.iid. N(0,1).
Or, putem considera c&

X?%(n) = ZXZ-Q, unde X;,1 = 1,n, sunt v.a.i.i.r.N(0,1).
=1

Mai gtim ca aceasta este o v.a. de tip (absolut) continuu, dar valorile functiei
ei de distributie nu pot fi calculate decat prin metode aproximative, insa ex-
ista tabele numerice corespunzatoare ca si pentru repartitia normala. Dealt-
fel, conform Teoremei Limita Centrala, atunci cand n — oo, distributia v.a.

% converge catre catre distributia N(0,1), prin urmare, pentru n sufi-

cient de mare distributia lui X?(n) se reduce la distributia normala.
Exemplul 1. Consideram esantionul (z1,z,...,2,) ~ X : N(m,0),
m € R, o > 0, abaterea standard ¢ fiind necunoscuta. Ne intereseaza
intervalul de incredere pentru dispersia o? cu probabilitatea de
incredere 1 — , a € (0,1).
Cazul 1. Valoarea medie EX = m este cunoscuta.

Vom pleca de la statistica

Din definitia repartitiei Hi-patrat cu n grade de libertate, iar din faptul
ca X ~ N(m,o?) avem ci (X —m)/o ~ N(0,1), prin urmare

n

N 2 2
Z(“”Z ™) 1% x2(n), o > 0.

: o2 o2
=1
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unde

1 n

S2 =23 (z; —m)?
n<
=1
Aceasta insemna c&
2 n g 2
P(X2an) S 2 S X2 () = 1- 0,

unde X7, (n), X7, »(n) sunt acele valoari pentru care P(X?(n) < &7 »(n)) =
a/2, P(X?*(n) < &7, 5(n)) =1 — /2. Cualte cuvinte, X7 »(n), A7, »(n)
sunt /2 si 1 — /2 cuantile ale distributiei X?(n). De unde deducem ca

2
nS§

P(X§/2(”) =2 < X12—a/2(”>) =

P(nS*/X]_,5(n) < 0® <nSG/A7p(n) =1 - a.

ceea ce inseamna ca intervalul

1S5/ X7 /2(n) 0S5/ X5 ()]

2 cu probabilitatea de in-

este un interval de incredere pentru parametrul o
credere 1 — a.

Cazul 2. Valoarea medie EX = m este necunoscuta.

Aici vom beneficia de urmatorul rezultat teoretic ce tine de Teoria Prob-
abilitatilor:

Propozitia 3. Daca X, Xs,..., X, sunt v.a.i.i.r. normal repartizate
cu media m si dispersia o? iar

atunc

Z(Xi — X)? _ (n ;21)52 N X2(n— 1), Vo > 0.

Propozitia aceasta, aplicata la statistica
n

Z (l’z‘a—2 ) _

i=1
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ne arata ca

unde

Aceasta insemna ca

(n—1)s?

P(X2y(n—1) < 12

<X - 1) =1-a,

unde A2 o (n—1), X2 »(n—1) sunt acele valoari pentru care P(X?(n—1) <
Xo%/2(n -1)) = a/2, P(X*(n—-1) < Xf,a/Q(n — 1)) = 1 — «a/2.De unde
deducem ca

n—1)s?

PA2n-1)< "D a1y =

= P((n — 1)32/X12_a/2(n —1) < o?*<(n— 1)52/./'\52/2(71 -1))=1-a.

ceea ce inseamna ca intervalul

[(n = 1)s*/ X4 jp(n=),(n — 1)s*/ X5 5 (n — 1)]

este un interval de incredere pentru parametrul m cu probabilitatea de in-
credere 1 — a.

Exemplul 1. Masuratorile care vizeaza gradul de duritate a 16 mostre
de otel aliat (in unitati conventionale) s-au soldat cu urméitoarele rezultate:
13.1,12.8,11.9,12.04,13.5,13.7,12.0,13.8,10.6,12.4,13.5,11.7,13.9,11.5,12.5,11.9.

In presupunerea ci aceste date reprezintd un esantion de volum 16 dintr-
o populatie statistica a unei v.a. normal repartizate cu media m si disper-
sia 02 necunoscute, sa se construiasca intervalele corespunzatoare de confi-
denta pentru acesti parametri cu probabilitatea de incredere 1 — a = 0.95.

Solutie. Intervalele cautate corespund cazurilor 2 si 4 descrise mai sus.
Prin urmare avem nevoie de media de selectie T, dispersia de selectie S? si
estimatia corectata a dispersiei de selectie s2. Calculele arata ca T ~ 12.57,
S? ~ 093, S ~ 0.96, s ~ 0.87. Din tabelele de calcul pentru repartitiile
Student cu n — 1 = 16 — 1 = 15 grade de libertate si repartitia Hi-patrat
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cu acelasi numar de grade de libertate aflam valorile quantilelr ¢;_,/2(n —
1) = toors(15) = 2.131 si X§/2(n — 1) = X25(15) = 6.26, Xf_a/Q(n —

1) = X2gr5(15) = 27.49. Aflam, astfel, ca intervalul de incredere pentru
parametrul m este egal cu

S S
|:f — —tl_a/g(’n — 1),5—’— —tl_a/z(n — 1):| ~

v v

~ {12.57 U0, 2.131,12.57 + 220 « 2.131} ~ [12.042,13.1],
V15 V15

iar intervalul de incredere pentru dispersia o2 este egal cu

[(n = 1)s*/ X o pp(n — 1),(n — 1)s*/ X p(n — 1)] =

~ [15 x 0.87 / 27.49,15 x 0.87 / 6.26] ~ [0.47,2.08].

8. Verificarea ipotezelor statistice

8.1. Introducere

Orice investigatie statistica devine una temeinica atunci cdnd, in baza
datelor statistice ce vizeaza v.a. X cercetata (variabila care poate fi gi mul-
tidimensionald), este abordata si rezolvatd problema validéri sau invalidarii
distributiei (legit#tii) probabiliste care guveneazd comportamentul proba-
bilist al acestei v.a., validarii sau invalidarii unor asertiuni privind valoarea
adevarata a unor parametri (valoarea medie, dispersia, coeficientul de core-
latie, etc.) legati de v.a. X. Aceastd etapd a unei cercetari statistice tine de
analiza inferentiald a datelor statistice si implica testarea ipotezelor statistice
prin intermediul unor proceduri dedicate verificarii ipotezelor statistice.

8.2. Verificarea ipotezelor statistice: notiuni de baza

Drept punct de plecare pentru verificarea unor supozitii (ipoteze) ce
vizeaza anumite proprietati ale distributiei populatiei statistice a v.a. X
va servi un egantion (x1, s, ..., x,) de volum n ce consta din rezultatele ob-
servatiilor facute asupra v.a. X.
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Definitia 1. Vom numi ipoteza statistica orice presupunere H ce vizeaza
parametrii sau distributia v.a. X. Ipoteza statistica H se numeste simpla
daca ea vizeaza o distributie unica a v.a. X sau o valoare unica a parametru-
lui legat de aceasta v.a., in caz contrar ipoteza H se numeste compusa.

De exemplu daca stim ca X ~ exp()\), atunci simpla este ipoteza H :
X ~ exp(l) sau, altfel spus, simpld este ipoteza H : A = 1, iar ipoteza
H : X\ > 1 este compusa.

Deseori forma distributiei v.a. X este cunoscuta si atunci ipotezele vizeaza
valorile parametrilor care definesc distributia data. In acest caz ipotezele se
numesc parametrice. In continuare vom avea in vedere anume acest caz.

Ipoteza care se verifica se numeste ipoteza nuld sau ipoteza de baza si se
noteaza cu Hy.Impreuns cu ipoteza nula este considerata si ipoteza alterna-
tiva notata cu H, aceste fiind ipoteze ce se exclud , dar care se completeaza
reciproc (tertium non datur).

Un test statistic are menirea de a recomanda acceptarea ipotezei Hy (si
deci respingerea lui H;) sau respingerea lui Hy (si deci acceptarea lui Hy).

Regula sau procedura K in baza careia se ia decizia de acceptare sau
respingere a ipotezei nule se numeste criteriu. La fel ca in cazul constru-
irii intervalelor de incredere la baza unui criteriu K se afla o statistica Z
corespunzatoare si care se numeste statistica a criteriului K.

Verificarea ipotezelor statistice se bazeaza pe principiul in conformitate
cu care un eveniment de probabilitate mica este considirat imposibil iar un
eveniment de probabilitate mare este considirat sigur, cu alte cuvinte, vom
respecta Principiul Verosimilititii maxime. Inainte de analiza esantionului se
fixeaza o probabilitate mica o numita prag de semnificatie. Fie V' domeniul
de valori al statisticii Z, iar Vx C V o submultime pentru care, in conditia
ca ipoteza nula este adevarata, probabiliatatea ca valoarea lui Z va nimeri
in Vi este egala cu a.

Daca vom nota prin z valoarea statisticii Z, ca functie de valorile esan-
tionului, atunci criterul poate fi formulat astfel: ipoteza H, se respinge daca
z € Vg, in caz contrar, adica daca z € V' \ Vi, atunci ipoteza H se accepta.
Aceasta justifica denumirile de multime (regiune, domeniu) critica pentru
Vi si domeniu de acceptare a ipotezei Hy pentru V \ Vik. Acum suntem in
stare sa descriem Algoritmul de verificare a ipotezelor Hy, Hi:

Pasul 1. Formulam ipotezele nula H, si alternativa H ;

Pasul 2. Fixam pragul de semnificatie «;

Pasul 3. Alegem statistica Z pentru criteriul de verificare a ipotezei Hy,

Pasul 4. Determinam distributia v.a. Z in functie de valorile esantionului
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privite ca v.a.;

Pasul 5. Alegem multimea critica Vi in dependenta de forma ipotezei
alternative;

Pasul 6. In baza valorile observate (z1, s, ...,x,) calculam valoarea de
selectie z;

Pasul 7. Se ia decizia de

a) respingere a ipotezei Hy daca z € V;
b) acceptare a ipotezei Hy daca z € V' \ Vi .

In mod logic dupa aplicarea unui criteriu de verificare a ipotezelor sunt
posibile urmatoarele 4 variante:

1. Ipoteza Hj este acceptata, ea fiind in realitate justa;

2. Ipoteza H, este respinsa, ea fiind in realitate justa;

3.Ipoteza Hj este respinsa, ea fiind in realitate falsa;

4. Ipoteza Hj este acceptata, ea fiind in realitate falsa;

Definitia 2. Spunem ca avem de a face cu o eroare de speta I daca
ipoteza H| este respinsa, ea fiind in realitate justa si ca avem de a face cu o
eroare de speta Il daca ipoteza H, este acceptata, ea fiind in realitate falsa.
Probabilitatea P(Z € Vi / Hy) = a, care coincide cu pragul de semnificatie
este, de fapt, probabilitatea erorii de speta I. Probabilitatea P(Z € V \ Vi
/ Hy) = [ se numeste probabilitatea erorii de speta II , iar valoarea 1— [ se
numeste puterea testului.

Desigur ca dorim sa proiectam teste pentru care probabilitatile de eroare
o si B sd fie mici. In anumite situatii, se cautd minimizarea sumei o + f3.
In alte cazuri se fixeazd nivelul de semnificatie av gi se cautd testul pentru
care 3 si fie minim#. In cazuri complexe calculul lui 3 este dificil sau chiar
imposibil, aga ca se fixeaza doar nivelul de semnificatie a.

8.3.Verificarea ipotezelor statistice despre valoarea medie

Ca si in cazul intervalelor de incredere, deoarece distributia normala
ocupa, gratie Legii Numerelor Mari si Teoremei Limita Centrala, un loc
aparte, exemplele aduse in continuare sunt reprezentative si pentru esan-
tioanele de volum mare ce tin de populatii statistice diferite de cele ale
v.a. distribuite normal. De aceea vom exemplifica procedura de verificare
a ipotezelor, in primul, prin exemple legate de distributa normala.

Exemplul 1 ( Verificarea ipotezelor despre media v.a. repartizate
normal cu dispersia cunoscuta).
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Fie, asadar, (z1, %9, ...,7,) ~ X : N(m,0?), m € R fiind necunoscutd
iar 02 cunoscutd.Vom analiza 3 subcazuri:

a) Hy :m =mgy Hy:m < mg, numit Test de Stanga;

b) Hy : m =mg Hy : m # mg, numit Test Bilateral;

c) Hy : m =mg Hy : m > mg, numit Test de Dreapta.

Criteriile de verificare a ipotezelor in cazurile a)-c) se numesc criterii de
stanga, bilateral st dreapta respectiv. In toate aceste cazuri ne vom baza pe
statistica

Z:f—m

g

v
despre care stim ca Z ~ N(0,1), Vm € R, o > 0.
Cazul a) Cum multimea de valori V' a statistici Z coincide cu R, ipoteza
H, : m < myg indica asupra faptului ca multimea critica Vi trebuie sa fie de
forma Vi = (—o0, z,).
Din conditia

x;meVK/HO):P(Jf—LmO

vn Vvn

P(ZEVK/H0)2P< <Za):Oé

gasim ca z, are proprietatea z, : ®(z,) = «, adicd z, este a—cuantila v.a.
Z, « fiind valoarea pragului de semnificatie dat, a € (0,1). Dar

P(x —Lmo < 24) = P(T <mgy+ %za) =«
Vo

Prin urmare daca = < mg + \/Lﬁza, atunci ipoteza H, se respinge, in caz
contrar se accepta. Cu alte cuvinte, in raport cu statistica T multimea critica
a criteriului este multimea (—oo, mg + \/iﬁza) iar domeniul de acceptare a
ipotezei H este multimea [mg + \/Lﬁza, +00)

Cazul b) Cum multimea de valori V' a statisticii Z coincide cu R, ipoteza
Hy : m # myg indica asupra faptului ca multimea critica Vi trebuie sa fie de
forma Vi = (=00, 2a/2) U(21-a/2, +00), ceea ce corespunde Testului Bilateral.

Din conditia

S

—m

P(Z € Vi | Hy) = P(

€Vk /| Hy) =

S

Tr—m r—m
5 0<Za/2>+P( LO

NG Vn

P( > 21_af2) = Q
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gasim ca 2./, are proprietatea z,/2 : ®(2a/2) = /2, iar z;_,/9 are propri-
etatea z1_q/2 1 P(21-0/2) = 1 — /2, a fiind valoarea pragului de semnificatie
dat, a € (0,1). Dar

r—m 2
P( o 0 <za/2):P(§<mg+72a/g)
NG n
_ o
= P(Qf < Mmg — —Zl_a/g)

N
iar _

T —myg _ o
p > Zl_a/g) = P(l’ > mg + —Zl_a/g)

v v

Prin urmare daca 7 < mg — \/Lﬁzl,ap sau P(T > mg + \/Lﬁzl,a/g), atunci

ipoteza H, se respinge si se accepta in caz contrar. Cu alte cuvinte, in

raport cu statistica T multimea critica a criteriului este multimea (—oo, mg —

\/iﬁzl_a /2) U (mo + \/Lﬁzl_a /2, +00) iar domeniul de acceptare este multimea

B

o o
[mo — %Zka/m mo + %Zlfa/ﬂ

Cazul c¢) Prin analogie cu cazul ¢) gasim ca in raport cu statistica T
multimea critica a criteriului este multimea (mg+ \/iﬁzl_a, +00) iar domeniul
de acceptare este multimea

g

\/ﬁzl,a].

Exemplul 2. Conform datelor tehnice ale unui motor auto, acesta con-
suma 10! de carburanti la 100km. Constructorul a operat anumite modificari
asupra acestui motor in scopul diminuarii consumului de carburanti. Pentru
verificare au fost alese la intamplare 25 de automobile cu motor modernizat,
constatandu-se, astfel, ca media de selectie a acestui consum 7 = 9.3/ la
100km. In presupunerea ca selectia a fost facutd dintr-o populatie statistici
aunei v.a. X ~ N(m,2l), sa se verifice ipoteza ca modificarile de constructie
aduse motorului nu au afectat consumul de carburant in sensul diminuarii
lui, ludnd in calitate de prag de semnificatie a = 0.05.

Solutie. Avem de a face, agadar, cu o problema de verivficare a ipotezelor
despre media m a unei populatii statistice legate de o v.a. normal repartizate
cu dispersia cunoscuta o2 = 412, ipoteze de baza si alternativa fiind, respec-
tiv, Hy : m = 10, H; : m < 10, iar pragul de semnificatie & = 0.05. Primii
doi pasi ai Algoritmului de verificare a ipotezelor fiind cunoscuti, trecem la

(—OO, mo +
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Pasul 8. Luam

in calitate de statistica a criteriului de verificare a ipotezelor unde media de
selectie.r este estimatorul valorii medii teoretice m ;

Pasul 4. In presupunerea ca este adevarata ipoteza Hy : m = 10 sta-
tistica Z = (x — m) / (\/Lﬁ) are repartitia normala standard, cu media 0 si
dispersia 1.

Pasul 5. Deoarece ipoteza alternativa are forma H; : m < 10, rezulta
ca avem de a face cu un criteriu de stanga cu multimea critica de vorma
Vi = (—00, z4), unde z, are proprietatea z, : ®(z,) = a.

Din tabelul de calcul al valorilor ®(z) in functie de z aflam ca ®(z5) =
0.05 atunci cand zg g5 = —1.645;

Pasul 6. Valoarea de selectie z a statisticii Z este egala cu

9.3 — 10
= T — 175

V25

Pasul 7. Deoarece valoarea de selectie z = —1.75 € Vi = (—o0, —1.645)
rezulta ca ipoteza de baza Hy : m = 10 este respinsa, prin urmare este
valabila ipoteza alternativa H; : m < 10. Cu alte cuvinte, modificarile de
constructie a motorului au drept efect diminuarea consumului de carburanti.

Deoarece pragul critic al statisticii de selectie Z este egal cu zx = 29,05 =
—1.645, din ecuatia 2905 = —1.645 = (Tx — 10) /(\/%) aflam si pragul critic
pentru media de selectie Tx = 9.342, cu alte cuvinte multimea critica pentru
statistica T este data de relatia T < 9.342].

Exemplul 3 ( Verificarea ipotezelor despre media v.a. repartizate
normal cu dispersia necunoscuta).

Fie (21, %o, ....,7,) ~ X : N(m,0?), m € R fiind necunoscutd dar si o>
necunoscuta. Din cele 3 subcazuri:

a) Hy :m=mg Hy:m < my;

b) Hy : m =mg, Hy : m # my;

c) Hy : m=mg Hy :m > my,

vom analiza doar subcazul b) celelalte fiind asemanatoare, iar in toate
aceste cazuri ne vom baza pe statistica

8|

—m
S

Jn

Tn—1)= ~ Student(n — 1),Vm € R,
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unde T este media de selectie, iar S este abaterea standard de selectie, la
baza aflandu-se Propozitia 2 din paragraful anterior.

Asadar, cu referire la cazul b), cum multimea de valori V' a statisticii
T(n — 1) coincide cu R, ipoteza H; : m # my indica asupra faptului ca mul-
timea critica Vi trebuie sa fie de forma Vi = (—00,tq/2(n — 1) U (t1—a/2(n —
1),400).

Din conditia

r—m
P(T(n—1) € Vi | Hy) = P(~—5— € Vi | Hy) =
vn
Tr—m T —m
P(—5—2 <typ(n—1)) + P(—g— >t apn—1) =a
Vn Vn

gasim ca t,/2(n —1) are proprietatea t/2(n—1) : P(T'(n—1) < ty2(n—1)) =
/2, iar t1_, /2 are proprietatea t, oo : P(T'(n—1) < t1_q/2(n—1)) = 1—-a/2,
« fiind valoarea pragului de semnificatie dat, a € (0, 1). Dar
T — mo _ S
P(—5— <tap(n—1)) :P(x<m0+—nta/2(n—1))

s /n

e P T < _— —a
(IL' mo nzl /2)

NG

iar

T — Mo . S
P(—5— > ti_qp2(n—1)) = P(T > mo + —=t1_q/2(n — 1)).
v v
Prin urmare daca T < mg — \%tl,a/g(n —1)sau® > mg + \%tl,a/z, atunci
ipoteza H, se respinge si se accepta in caz contrar. Cu alte cuvinte, in
raport cu statistica T multimea critica a criteriului este multimea (—oo, mg —
%tl—a/2(n — 1)) U (mo + \%tl_a/g(n — 1),+00) iar domeniul de acceptare
este multimea

S S
[mo — —tl_a/z(n — 1), mo + —tl_a/2<n — 1)]

vn vn
Remarca. Prin analogie cu rationamentele care stau la baza extinderii
intervalelor de incredere, construite in cazul populatiilor statistice, asupra
populatiilor statistice diferite de cele normal distribuite, folosind faptul ca
esantioanele au un volum suficient de mare, la fel se procedeaza si cu proce-
durile de testare a ipotezelor statistice.
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Exemplul 4. ( Verificarea ipotezelor statistice despre parametrul
(proportia) p al unei populatiei statistice). Fie (x1,zs,...,x,) un esan-
tion de volum n dintr-o populatie statisticid a unei v.a. X ~ Bernoulli(p),
p € (0, 1), p fiind necunoscut. Situatia este tipica pentru orice populatie sta-
tistica atunci caind masuratorile/observatiile statistice depisteaza dacd uni-
tatea inclusd in esantion poseda nivelul dat (conventional notat cu 1,daca-l
posedd) sau nu posedd acest nivel (conventional notat cu 0 dacd nu-1 poseda)
al unei caracteristici statistice, p reprezentand proportia acelor unitat din
populatie care poseda nivelul dat. Avand la dispozitie doar estimatorul efi-

cient ]Ao(:cl, Tg, ..., T,)=T al parametrului p putem putem verifica, de exemplu,
ipotezele: Hy : p = po H1 : p # po. Intr-adevar, conform Propozitiei din

Exemplul 1, p.6.1., f.d. av.a. (z —p)/ f)(l — ]@)/n poate fi aproximata cu

f.d. normald standard ®(z), mai exact (z — p)/ f)(l - ]Ao)/n ~ N(0,1) pen-

tru orice p € (0,1), deindata ce n>50, n1A9>5, n}g(l — 1/1\7)>5. Prin urmare
problema noastra devine un caz particular de verificare a ipotezelor despre
medie a unei populatii statistice normal distribuite cu dispersia cunoscuta (a
se vedea cazul b) din exemplul 1 analizat anterior. In concluzie, in raport

C . A _ . . e 1
cu statistica p(z1,xa, ..., £,)=T, multimea critica a criteriului cu pragul de
semnificatie a, a € (0,1) este multimea

(=00, po — Z1-a/2'\/ ﬁ(l —gAj)/n) U (mo + “l—a/2'\/ ﬁ(l _2)/7% +00)

iar domeniul de acceptare este multimea

[P0 — 21-a2\/ P(L = D) /1, Mg + 21-0s2\/ DL — P)/n].

Prin analogie se verifica si ipotezele Hy : p = po Hy : p < po, dar si ipotezele
Hoy :p=po, Hi:p> po.

Exemplul 5. La o universitate americana Senatul sustine ca nu se
face discriminare pe criteriu de gen la admitere. Se aleg la intdmplare 500
studenti, constatdndu-se ca din ei 267 sunt baieti. Sa se testeze cu pragul de
semnificatie o = 0.05 daca Senatul universitatii spune adevarul sau nu.

Solutie. Problema noastra reprezintd un caz particular al problemei
generale, rezolvate in exemplul anterior, unde

v 1, daca studentul ales este baiat,
~ | 0,daca studentul ales este fatd,
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X ~ Bernoulli(p), p € (0,1), p fiilnd necunoscut, dar sunt cunoscute volu-
mul esantionului n = 500 si proportia baietilor in esantion 2:267/ 500=
0.534. Atunci, a testa daca Senatul universitatii spune adevarul sau nu, este
echivalent cu verificarea ipotezelor Hy : p = 1/2, H; : p # 1/2, avand un
prag de semnificatie o = 0.05, adicd z1_a/2 = 20.975 = 1.96. Cum domeniul
de acceptare este multimea

[1_1 o6 v/0.534(1 — 0.534) 1 L6 1/0.534(1 — 0.534)
2 /500 T2 V500

| =[0.456 27,0.543 73],

iar proportia esantionului ]A3:0.534 nimereste in el, rezulta ca putem accepta,
cu probabilitatea 1-a = 0.95, ca Senatul spune adevarul.

Exemplul 6. ( Verificarea ipotezelor statistice despre medie atunci
cdnd volumul esantionului este mic).

8.4.Verificarea ipotezelor statistice despre dispersie

Ca si in cazul mediei, in acest paragraf ne vom concentra asupra verifi-
carii ipotezelor despre dispersie atunci cand esantionul (21, x, ..., ) provine
dintr-o populatie statistici a unei v.a. X ~ N(m,o?), deoarece algoritmul
verificarii raméane neschimbat, deindata ce volumul n al esantionului este su-
ficient de mare iar x4, xs, ..., T,, privite ca v.a.i.i.d., sunt guvernate de Legea
Numerelor Mari si Teorema Limita Centrala.

Remarca 1. Evident, atunci cand X ~ N(m,o?), algoritmul de veri-
ficare a ipotezelor despre dispersie, ca si despre medie, nu se schimba chiar
daca esantionul nu are volum destul de mare.

Exemplul 1 (Verificarea ipotezelor despre dispersia v.a. dis-
tribuite normal cu media cunoscuta).

Asadar, fie (71, ,...,7,) ~ X : N(m,0?), media m € R fiind cunos-
cuta, dar dispersia 0? necunoscutd. Din cele 3 subcazuri:

a) Hy :0* =0}, Hy: 0% < 0f;

b) Hy : 02 =02, Hy : 0% # 02 ;

c) Hy :02 =03, Hy : 0% > 0}
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vom analiza, de exemplu, subcazul a) celelalte fiind asemanatoare, iar
in toate aceste subcazuri ne vom baza, ca si la construirea intervalului de
incredere pentru o (Exemplull, p.6.2.), pe statistica

L 2 2
Zm Mm% ). Yo > 0.

: o?
=1

unde S = 137 (v, — m)*.
=1

Asadar, cu referire la cazul a), cum multimea de valori V' posibile ale
statisticii X%(n) coincide cu [0, +00), ipoteza H; : 0? < o3 indica asupra
faptului ca multimea critica Vi trebuie sa fie de forma Vi = [0, X?(n)),
unde X?(n):P(X?%(n) < X?(n)) = a, pragul de semnificatie a € (0,1).

Din conditia

n52
52
P(2L < X2(n) = o
90
Prin urmare, dacé valoarea calculatd "5 € [0, X?(n)), atunci ipoteza de

0
baza este respinsa, in caz contrar este acceptata

S
Cu alte cuvinte, in raport cu statistica —, multimea critica a criteriului
0

este multimea [0, X2(n)), iar domeniul de acceptare este multimea [X?(n),
+00).

Prin analogie se aratd cd, in raport cu aceeasi statisticd, in subcazul b),
avem ci multimea critica a criteriului este multimea [0, X2 s n))J(X2 1a(1)),
iar domeniul de acceptare este multimea [X> 1o(1), (X2 15(n)], 1ar in subcazul
c), avem cd multimea criticd a criteriului este multimea (X2 (n), +00), iar
domeniul de acceptare este multimea [0, X2 (n)].

Exemplul 2 (Verificarea ipotezelor despre dispersia v.a. dis-
tribuite normal cu media necunoscutad).

Fie (71,72, ...,7,) ~ X : N(m,0?), media m € R fiind necunoscuta,
dar si dispersia 0% necunoscuta.

Si aici sun posibile 3 subcazuri

a) Hy : U =03, H: 0% <o}

b) Hy : 02 =02, H, : 0% # 03 ;
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c)Hy :02=0%, H :0%>02.

Spre deosebire de exemplul anterior, in toate aceste subcazuri ne vom
baza, ca si la construirea intervalului de incredere pentru o? (Exemplul 2,
p.6.2.), pe statistica

n

Z(xi —D°_(m-D)s? X%(n — 1), Vo > 0.

: 52 o2
1=1

n
—\2 . . . . . .
unde s% = ﬁ > (z; — Z)". Algoritmul de construire a criteriului de verificare
i=1

a ipotezelor ﬁiild similar cu cel din exemplul anterior, atdta doar ca statistica

de referinta va fi (";)82 distribuitd X?(n—1), Vo > 0, putem reproduce cum

arata multimea critica si someniul de acceptare cu pragul de semnificatie «,
€ (0,1), in fiecare subcaz, in urmatorul tabel:

Domeniul critic Domeniul de acceptare
Subcazul a) [0, X2(n — 1)) [X2(n — 1), + o0)
Subcazul b) [0, X2,(n — 1)) U (X2 (n — 1)) X250 = 1), (X2, y(n — 1)
Subcazul ¢) (X2 ,(n—1),+0c0) 0, X2 (n—1)]

Exemplul 3. Pentru a valida valorile ce corespund valorii medii si a dis-
persiei inaltimii unui barbat adult ales la intdmplare din Republica Moldova,
s-a efectuat un sondaj de volum n = 100 in baza caruia media de selectie
s-a dovedit a fi egald cu 7=169.7 cm, s2=38.3 cm?. Deoarece iniltimea unui
birbat (ca si a unei femei) este o v.a. X ~ N(m,0?), cu media m si dis-
persia 0 necunoscute, putem, de exemplu, verifica ipotezele H, : m = 170,
H;y : m # 170, folosind criteriul dedus in Exemplul 3 (subcazul b), p. 7.2.,
luand ca prag de semnificatie @ = 0.05. Statistica de referinta fiind Z, iar
S ~ s=1/38.3=6. 188 7, t0.975(100 — 1) =~ 29,975 = 1.96, deducem c& domeniul

de acceptare, care este egal cu

S S 6.1887 6.1887
mo——=t n—1), my——toors(n—1)| = [170——=1.96, 170+ 1.96| =
[mo NG 0.975( ), Mo i 0.975( )] =1 /100 /100 ]

— [168.9, 170, 38

acopera valoarea T = 169.95 calculata in baza esantionului mentionat. Prin
urmare ipoteza ca media m = 170 cm este acceptata.


User
Evidenţiere
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La fel, putem verifica ipotezele Hy : 0® = 36, H, : 0% # 36, folosind
criteriul dedus in Exemplul 2 (anterior) (subcazul b), luand ca prag de sem-
nificatie & = 0.05. Cum &7 »(n — 1) = &755(999) = 74.2 far A7 »(n —
1) = X}975(999) = 129.6, deducem ca domeniul de acceptare fiind egal cu

[74.2,129.6] este acoperitor pentru valoarea calculata a statisticii de referinta
(n—1)s* __ 99x38.3
o2 36
de incredere 1 — a = 0.95 cad X ~ N(170; 36), cu alte cuvinte cd inaltimea
unui barbat adult ales la intdAmplare din Republica Moldova este o v.a. X

cu media 170 cm si dispersia 36 cm?.

= 105.33. In concluzie, putem considera cu o probabilitate

8.5. Verificarea ipotezelor statistice si p—valoarea

Din cate am vazut, pragul de semnificatie «, folosit la verificarea ipotezelor,
reprezinta eroarea de speta I, mai exact a este probabilitatea respingerii
ipotezei nule atunci cand ea este adevarata. Experimentatorul isi fixeaza
valoarea pentru « char la inceputul procesului de testare a ipotezelor. Cu
alte cuvinte, el foloseste acest prag de semnificatie pentra a determina daca
ipoteza Hj este sau nu respinsa. Dealtfel, dupa cum vom vedea din exem-
plul urmator, in baza unuia si aceluiasi esantion de date, in dependenta de
valoarea utilizata a lui «, putem ajunge la concluzii diferite dupa testare.
Intr-adevir, sa ludm

Exemplul 2 din p.7.3. (Continuare). Conform datelor tehnice ale
unui motor auto, acesta consuma 10/ de carburanti la 100km. Construc-
torul a operat anumite modificari asupra acestui motor in scopul diminuarii
consumului de carburanti. Pentru verificare au fost alese la intamplare 25 de
automobile cu motor modernizat, constatandu-se, astfel, ca media de selectie
a acestui consum Z = 9.3[ la 100km. In presupunerea ca selectia a fost facuta
dintr-o populatie statisticd a unei v.a. X ~ N(m,2l), si se verifice ipoteza
ca modificarile de constructie aduse motorului nu au afectat consumul de
carburant in sensul diminuarii lui, ludnd in calitate de prag de semnificatie
a = 0.05.

In concordanti cu scopul formulat in problems, verificarea ipotezelor Hy :
m = 10, H; : m < 10 cu pragul de semnificatie &« = 0.05 are drept rezultat
resingerea ipotezei Hy , deoarece multimea critica raportata la statistica de

referinta 7 = ZZ2, fiind egala cu Vx = (—oo, —1.645) este acoperitoare

n

pentru valoarea z = 223% = —1.75 unde z este valoarea lui Z = T2

V25

Bl
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calculata in baza datelor esantionului, dar si a cunoasterii faptului ca abaterea
standard o = 2.

Surprinzator este faptul cd, pentru @ = 0.01, care este mai mic decéat
0.05, ipoteza de bazi Hy nu mai este respinsa, fiind acceptatd. Intr-adevir,
repetand pas cu pas procedura de verificare a ipotezelor, gasim ca pentru a =
0.01 multimea criticd este egala cu Vg = (—o0,—2.34), valoarea calculatd

93710 — _1.75 fiind aceeasi, nu mai nimereste in multimea critici. Prin
V25
urmare ipoteza Hj este accepata.

In directd legiiturs cu exemplul analizat apare o intrebare fireasci: dar
care este cea mai mica valoare a pragului de semnificatie pentru care datele
din esantion ne vor conduce la respingerea ipotezei de baza. Raspunsul rezida
in p—valoare, notiune data in urmatoarea

Definitie. Pentru distributia probabilista vizata de ipoteza nula vom
numi p—valoare cea mai mica valoare a pragului de semnificatie pentru care
valoarea statisticii de referinta, valoare calculata in baza datelor incluse in
esantion, implica respingerea lui Hy.

Din definitie deducem algoritmul de calcul al p—valorii pornind de la sta-
tistica de referintd pe care o vom nota cu Y=Y (zy, o, ..., x,), vzutd ca v.a.,
atunci cand esantionul (1, x, ..., z,,) este interpretat ca v.a. n—dimensionald
(din punct de vedere matematic), valoarea ei calculata fiind notd cu y=y(z1,
T, ..., Tn), atunci cand esantionul (z1, xo, ..., x,) este interpretat ca un set
de valori numerice (din punctul de vedere al experimentatorului).

Cazul 1. Test de Stanga. p—valoarea=P(Y < y);

Cazul 2. Test Bilateral. p—valoarea=P(|Y| > y), atunci cand distributia
v.a. Y este simetrica fata de 0 sau p—valoarea=2- P(Y < y), in caz contrar;

Cazul 3. Test de Dreapta. p—valoarea=P(Y > y).

Odata fiind calculata p—valoarea, regula de verificare a ipotezei de baza
este urmatoarea: ipoteza nula Hj este respinsa daca p—valoarea < a.

Drept continuare la exemplul anterior, avind de a face cu un Test de
Stanga, gasim ca p—valoarea=P(Z < —1.75) = 0.04006. Comparand succe-
siv aceasta valoare cu valorile lui @ = 0.05, intr-un caz si o = 0.01, in alt
caz, se confirma concluziile trase si fara a apela la notiunea de p—valoare.
Ins#, avantajul calculirii p—valorii constd in faptul ca putem afla limita de
jos pani la care poate fi micsoratd probabilitatea erorii de speta I. In exem-
plul citat cea mai mica probabilitate a eroarii de speta I pe care ne-o putem
permite este egala cu a=p—valoarea=0.04006. Altfel spus, testul cu cea mai
mare probabilitate de incredere pe care ni-l1 putem permite este cel care
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corespunde lui «=0.04006, aceasta probabilitatea de incredere fiind egala cu
1 — a=0.95994.

8.6.Verificarea ipotezelor statistice despre diferente legate de
date
imperecheate (Esantioane dependente)

Multe din aplicatiile analizei inferentiale au de a face cu esantioane,
elementele carora reprezinta date imperecheate, avand ca scop formularea
unor concluzii despre diferenta dintre mediile a doua populatii. Datele im-
perecheate apar, in mod firesc, in situatiile de tipul "inainte si dupa" sau de
tipul "potrivirilor", aceste fiind situatiile in care unul si acelasi obiect sau
item este masurat de doua ori, o data inainte iar a doua oara dupa trata-
ment", sau masurarile se refera la doi itemi pereche de acelasi fel, dar supusi
unor conditii diferite de tratament. De exemplu, cantitatea medie de porumb
la hectar, pentru unul si acelasi tip de porumb, dar crescut pe soluri diferite
sau in conditii diferite.

Atunci cand avem de a face cu perechi de date este foarte important ca
acestea sa fie obtinute in baza unei metode bine definite de creare de perechi
de date si care foloseste in mod clar caracteristici de potrivire naturala. De
exemplu, pentru a verifica afirmatia producatorilor de pantofi, precum ca
lungimea medie a talpii piciorului stdng e mai mare decat cea a piciorului
drept vizavi de populatia statistica a adultilor din Republica Moldova putem
lua, sa zicem, un esantion de 15 adulti, ludnd drept date imperecheate, datele
ce corespund masurarii lungimei talpii la piciorul stang si la piciorul drept
pentru fiecare adult in parte.

Remarca. Pentru compararea mediilor a doua populatii nu intotdeauna
putem aplica testul diferentelor pentru date imperecheate, dar atunci cand e
posibil, aceasta reprezinta un avantaj. De ce? Deoarece, operand cu date im-
perecheate, excludem, deseori, pericolul influientelor externe sau a factorilor
incontrolabili atunci cand colectam datele imperecheate in baza masurarilor.
Mai mult, se poate arata ca datele imperecheate au, din punct de vedere teo-
retic, un efect benefic asupra diminuarii gradului de imprastiere a datelor,
adica asupra dispersiei, ceea ce confera o acuratete sporita a concluziilor trase
in urma analizei inferentiale.

Un esantioan de volum n de date imperecheate arata, formal, astfel:
((x, 2), (xh, 25), ..., (a),20) ~ (X', X"), unde X', X" pot fi considerate, de
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regula, v.a. independente deoarece acestea viziaza sau acelag item, inainte
si dupa, sau caracteristicele a doi itemi inruditi/asociati, dar supusi trata-
mentelor diferite, etc. Deoarece testarea vizeaza analiza diferentei X=X' —
X", criteriul de verificare se va baza, de fapt, pe un esantion de forma:

!/ " / " . EN
(21, T2y ey ) ~ X = X' — X" unde z; = z; — 2}, i = 1,n.

Consideran media de selectie a diferentelor T si abaterea standart corectata
a acestora

atunci in calitate de baza pentru formularea criteriului de verificare a ipotezelor
despre diferente legate de date imperecheate putem lua urmatoarea

T —m

Teorema. Statistica L= poate fi privita ca o v.a. Student sau

Vn
T —distribuita cu n — 1 grade de libertate, unde m reprezinta valoarea medie
teoretica a v.a. X=X'— X".

In concluzie, daca vrem sa verificdm, in baza mediei de selectie a difer-
entelor T, faptul ca exista sau nu diferentd de medii ale populatiilor v.a.
X', X", atunci ipoteza de baza este Hq:m = 0 , iar alternativa poate varia
in functie de problemd: Hy:m < 0 (test de stanga); Hy:m > 0 (test de
dreapta) sau Hy:m # 0 (test bilateral).

Exemplul 1. Echipa de medici specializat in chirurgia inimii de Spitalul
Republican din Chisinau cunosc faptul ca pacientii care au trecut prin faza
primului atac de cord, inainte de o eventuala operatie pe cord programata
in cazul lor, acestea dezvolta un grad sporit de anxietate. Echipa de psihi-
atri a acestui spital si-au propus sa testeze un program de consiliere pentru
reducerea anxietatii acestui tip de pacienti. Pentru aceasta, inainte si dupa
consiliere, fiecarui pacient i se masoara, dupa o anumita metodica, gradul
de anxietate. In tabelul de mai jos sunt reproduse datele imperecheate ale
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masurarilor efectuate pe baza unui esantion de 9 pacienti.

X/ X/I
Prenume . . . . X=X -X"
. Scorul inregistrat Scorul inregistrat .
pacient . o o i Diferenta
inainte de consiliere dupa consiliere
Ion 121 76 45
Petru 93 93 0

Maria 105 64 41
Elena 115 117 —2
Gheorghe 130 82 48
Mircea 98 80 18
Ana 142 79 63
Ecaterina 118 67 51
Stefan 125 89 36.

In baza datelor de mai sus, putem noi oare conchide ca sesiunile de con-
siliere reduc din anxietate? Sa se foloseasca un prag de semnificatie egal cu
0.01. Sa se gaseasca p—valoarea.

Solutie. Pas 1.Volumul esantionului de date imperechiate fiind egal cu
n = 9, gasim ca media de selectie a diferentelor ¥ = 33.333 iar abaterea
standart corectata s=22.924.

Pas 2. Deoarece ipotezele vizeaza media diferentelor m, ipoteza de baza
este Hy:m = 0. Deoarece ne intereseaza daca dupa consilere anxietatea scade,
adicd m = E(X’ — X”) > 0, ipoteza alternativa devine Hy:m > 0 .

Pas 3. Pentru a = 0.01, din anexa 2 pentru distributia Student cun—1 =
8 grade de libertate, deoarece multimea critica are forma (t;_,(8),+00), aflim
cuantila t;_,(8) = 2.896.

Pas 4. In presupunerea ci este adeviratd ipoteza de bazi Hy:m = 0,
aflam valoarea calculata a statisticii de referinta:

fo(8) = LM _ 3333820 3699,
vn V9

Pas 5. Deoarece t5(8)=4.3622 > t;_,(8) = 2.896, rezulta ca valoarea
calculatd ty(8) a statisticii de referinta nimeregte in multimea critica, rezulta
ca ipoteza de baza este respinsa, ceea ce insemna ca agteptarile psihologilor,
conform carora consilierea reduce din anxietate, sunt intemeiate.

Pas 6. Pentru a calcula p—wvaloarea, apeland la calculatorul online de la
adresa https://www.danielsoper.com/statcalc/calculator.aspr?id=8 ,observam
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cap = P(T(8) > t(8)) = P(T'(8) > 4.362) = 0.00120309. Aceasta in-
seamna ca Testul confirma acelasi rezultat chiar pragul de semnificatie este
si mai mic decat 0.01, mai exact, daca 0.00120309 < a < 0.01.

8.7.Verificarea ipotezelor despre diferenta mediilor a doua
populatii statistice independente

In acest paragraf vom utiliza distributiile statistice ce apar in leg&turs
cu verificarea ipotezelor despre diferenta mediilor a doua populatii statistice
pornind de la mediile de selectie a doua esantioane ce provin, respectiv, fiecare
din aceste populatii.

Vom incepe cu cazul cdnd ambele esantioane provin din populatii sta-
tistice normal distribuite si independente deoarece acest caz testul nu este
sensibil la marimea egantioanelor, in schimb, daca volumele ambelor esan-
tioane n; si ny sunt suficient de mari, atunci testul se aplica, gratie Teoremei
Limita Centrale, fara modificare si pentru populatiile distributia carora difera
de cea normala.

Fie, agadar, doud esantioane (z,x%,...,2, ) ~ X':N(mq,0%), m; € R,
o1 >0, (af, 25, ..., ) ~ X":N(my,03), my € R, 05 > 0, unde X', X” sunt
v.a. independente. Se pune problema ca in baza acestor date sa se verifice
ipoteza despre coincidenta sau noncoincidenta mediilor necunoscute my, ms.

Vom reda sumar pentru fiecare caz in parte, cum arata statistica de refer-
inta, cum este distribuita aceasta, cum arata domeniul de acceptare a ipotezei
Hy: mi-msy = 0 in cazurile testului bilateral si a testului de dreapta.

Cazul 1. Dispersiile 0? si 02 sunt cunoscute. Atunci in calitate de

2 2
statisticd de referintd se ia v.a. (71 —Ta)/1/ 7t + 72 ~ N(0,1). Drept con-
secinta, pentru testul bilateral domeniul de acceptare a ipotezei de baza H,

cu pragul de semnificatie o € (0,1) coincide cu V' \ Vx={(Z,Z2) : |71 — Z2|
/ Z—? + Z—g < Zi_a/2}, iar pentru testul de stdnga domeniul de acceptare a
ipotezei de baza Hy cu pragul de semnificatie o € (0,1) coincide cu V '\

2 2 .
Vk={(Z,%2) : (T1 —7T2) / Z—i + Z—; < Zi_a}, unde z1_q/2 §i 21_q sunt, re-
spectiv 1 —a/2 si 1 — « cuantile ale distributiei N (0, 1),iar Ty, To sunt mediile
corepunzatoare ambelor esantioane. .

Cazul 2. Dispersiile 02 si 02 sunt necunoscute, dar se stie ca sunt egale.
2 2
Atunci in calitate de statisticd de referintd se ia v.a. (T1—T2)/(sy/ 2> + 72) ~
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T(ny — ny — 2). Drept consecintd, pentru testul bilateral domeniul de ac-
ceptare a ipotezei de baza Hy cu pragul de semnificatie o« € (0,1) coin-

cide cu V \ VK:{(fl,fg) . |E1 —52’ /(S\/nll + nig) < tl_a/g(nl — Ng — 2)},
iar pentru testul de stdnga domeniul de acceptare a ipotezei de baza Hy cu
pragul de semnificatie a € (0,1) coincide cu V' \ Vx={(T1,T2) : (T1 — T2)
[(8¢/ s+ 75) < tia(mi—n2—2)}, unde ty o /o(n1—ng—2) sit1_a(ng—ny—2)
sunt, respectiv 1 — /2 si 1 — « cuantile ale distributiei Student cu ny —ny —2
grade de libertate, =1, 7, fiind mediile de selectie corespunzatoare ambelor
esantioane, iar s = Wrgﬁiigﬂ)sg, s?. s2 fiind dispersiile de selectie corec-
tate corespunzatoare ambelor esantioane.

Cazul 3. Dispersiile 02 si 02 sunt necunoscute, dar se stie, in plus,
ca nu sunt egale. Atunci in calitate de statistica de referinta se ia v.a.

2 2 A
(T —T2)/y/ X + 2. In acest caz, conform criteriului Cochran-Cox [6] , pen-
ni ng ) )

tru testul bilateral domeniul de acceptare a ipotezer de baza Hy cu pragul de
semnificatie o € (0,1) coincide cu V' \ Vg={(T1,T2) : [T1 — Ta| / + Z—% <
ti—aj2(k)}, iar pentru testul de stanga domeniul de acceptare a ipotezei de
baza Hy cu pragul de semnificatie o € (0,1) coincide cu V' \ Vi={(71,72)

2
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ni

: (T —Ta) / % + Z—% < t1-o(k)}, unde pragul critic t;_,(k) in functie de

2 2
. t1—a(n1—1) L4ty _q(ng—1)22
a se calculeaza dupa formula t,_,(k) = e "2ty —
21, 72

1),t1-a(n2—1) fiind, respectiv 1 —«a cuantilele distrilbugiilor Student cun; —1
si ny — 1 grade de libertate, 71,7, fiind mediile de selectie corespunzatoare
ambelor esantioane, iar s = Z—%l + Z—%, s?. s2 fiind dispersiile de selectie corec-
tate corespunzatoare ambelor esantioane.

Remarca. Aplicabilitatea criteriilor de veificare a ipotezelor despre difer-
enta mediilor descrise mai sus in cazurile 2-3 este valabila si pentru esantioane
de volum mic.

Exemplul 1. Consideram doua esantioane de date ordonate crescator,
unul de volum n;=10, (2, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 16, 19, 24), altul de volum
ne=9, (9, 14, 19, 21, 25, 29, 35, 41, 46), dispersiile populatiilor respective
fiind necunoscute, dar despre care se stie ca acestea sunt diferite. Ne aflam
in conditiile cazului 3. Calulam mediile de selectie T;=11.3, T5=26. 556,
dispersiile de selectie corectate s2=49.122, s2=152.53. Pentru pragul de sem-
nificatie @ = 0.05, din Anexa 2, aflam cuantilele t1_,/2(n1 — 1) = to.975(9)
=2.2 iart;_n/2(ne—1) = to.975(8) = 2.306, prin urmare pentru testul bilateral
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Cochran-Cox valoarea

ti—a/2(n1 — 1) T Tt aj2(ng — 1)
tlfa/2(k> 51 32 =
T s
2.2629%12 + 2306552

49.122 152.53
10 + 9

= 2.2961.

Cum valoarea statisticii de referinta calculata in presupunerea ca ipoteza Hy
diferenta mediilor populatiilor este egald cu zero (adicd mediile coincid) este
egala cu

19122 15253
= (11.3 — 25.556 /\/ g = —3.0401

31

(T1 — 72)/

n2

iar valoarea ei absoluta nu nimereste in domeniul de acceptare a ipotezei
Hy, aceasta este respinsa, fiind acceptata ipoteza alternativa, conform careia
mediile in cauza difera.

8.8. Criterii (teste) de verificare a ipotezelor bazate pe
distributia ?

1. Testul de concordanti Y?: verificarea ipotezelor despre dis-
tributia populatiei statistice a unei v.a. X. Fie (z1,29,...,2,) un
esantion de volum n din populatia statisticd a v.a. X cu f.d. F(z) ne-
cunoscutd. Se verificd ipoteza ca f.d. F(z) coincide cu f.d. Fy(z), cu alte
cuvinte Hy : F(X) =Fy(x), Hy : F(X) # Fo(x), unde Fy(z) sau este cunos-
cuta in totalitate sau este cunoscuta forma ei, ca fiind o functie ce depinde
de parametrii 0, 0o, ..., §; necunoscuti. Daci se gtie cd Fy(z) depinde de
parametrii 6, 6o, .. 9; , atunci in baza datelor din egantion se afla esti-
matiile acestor parametrl 01 = 01(x1, 29, ..., ), 02 = O2(x1, T2, ey Tp)y ooy
91 = 91(:101,332,.. n), ludnd in calitate de Fy(x) = F()(,T;gl,?zg,;.,/él) Aia,r
ca ipoteze Hy : F(x) =Fy(z; 91,92,...,9) Hy : F(z) # Fo(x;04,0,...,0,).
Atunci, criteriul, intitulat citeriul x? de concordantd, de verificare a ipotezei
Hy se poate realiza urmand urmatoarele etape.

a) Daca X este o v.a.de tip discret, atunci trebuie calculate frecventele ny,
k=1, 2, ..., r, cu care fiecare valoare sau grupa de valori apare in esantion.
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Daci, insd, v.a. X este de tip (absolut) continue, atunci multimea ei de
valori posibile este divizata in r intervale Ay, A,, ..., A, , disjuncte doua

cate doua, dupa care determinam numarul nj; de elemente din esantion care
T

nimeresc in intervalul Ay, k=1, 2, ..., r. Evident, in ambele cazuri, g ng =

k=1
n.

b) In caz cii v.a. X e de tip discret, presupunand ci aceasta este guvernati
de f.d. Fy(z), calculam probabilititile p; pentru care v.a. X ia fiecare valoare
sau grupd de valori, k=1, 2, ..., 7. In caz ci v.a. X e de tip (absolut)
continue, calculam probabilitatile py cu care v.a. X nimereste in intervalul

Ag: pr = P(X € Ay), k=1, 2, ..., r. Evident, in ambele cazuri, Z pe =1

k=1
r

. o oy (ng—npy)?
c¢) Deoarece criteriul se bazeaza pe faptul ca statistica Z o
k=1
distribuitd x? cu r — [ — 1 de libertate, unde ! este numsrul de parametri de
care depinde f.d. Fy(z), [ fiind egal cu zero daca functia Fy(x) este cunoscuta
(adica este neparametricd), avem cd multimea critica cu pragul de semnifi-

catie a € (0,1) are forma Vg=(x?_,(r—1—1), oo). Mai exact, daca

este

— 2 . ~ . .
valoarea calculata x?2 ;. a statisticii 5 % nimeregte in multimea crit-

k=1
icad Vi, atunci ipoteza de baza este respinsa, in caz contrar este acceptata.
T

Remarca 1. La baza afirmatiei ca statistica ZM ~x3(r—1-1)

NPk
k=1
se afla Teorema Limita Centrala conform careia, pentru n suficient de mare,
v.a. ("k;—\/%’“) ~ N(0,1) pentru orice k=1, 2, ..., r, acestea fiind, totodata
independente.

Exemplul 1. Presupunem ca in uma aruncarii unei monede de 50 de ori
succesiv, stema a aparut de 20 de ori. Cu pragul de semnificatie a = 0.05 sa
se verifice ipoteza ca moneda este simetrica.

Solutie. Variabila aleatoare X aflata in studiu este repartizata Bernoulli
cu parametrul p € (0,1), mai exact: pj=P(X =0)=1—p,po=P(X =1) =
p, considerand ca aparitia stemei este echivalenta cu evenimentul {X = 1},
iar aparitia banului cu {X = 0}, moneda fiind simetrica atunci si numai
atunci cand p = 1/2. Prin urmare ipoteza cd moneda este simetricd este
echivalentd cu ipoteza ca v.a. X ~ Bernoulli(1/2). Adica f.d. Fy(x) este
cunoscuta in totalitate si corespunde distributiei p1=P(X = 0)=1—p=py =
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P(X = 1) = 1/2. Cazul fiind discret, conform datelor din problemd, avem

ca valoarea 0 apare de ny = 30 de ori iar valoarea 1 de n; = 20 de ori.

Multimea criticd Vie=(x3_,(r—I—1), 00)=(x2¢5(2—0—1), +00)=(x2q5(1),
T

00)=(3.841, +00). Valoarea calculati x? . a statisticii Z% este egald
k=1

cu Xgalc:(zogg%.%.s)? + (30;%%5)2 = 2. Valoarea 2 nu nimereste in mulitimea

critica (3.841, —i—oo), ceea ce inseamnd ci ipoteza cd moneda este simetrici

este acceptata.

2. Verificarea ipotezelor despre independenta a doua variabile
aleatoare. Presupunem cd n observatii facute asupra unei v.a. (X,Y)
bidimensionale de tip discret au fost centralizate in urmatorul tabel de con-
tingenta:

l
X\Y Y1 Y2 Y Z nij = N;.
=1

T nyip N1z ... Ny ny.

) N1 Moo ... N9 Na.

T N1 Nk ... Mg np.
k
Yo =mng Mg N . Ny n.=mn
=1

unde prin n;; sunt notate frecventele absolute ale cazurilor cand X = x;,
Y =y, i=1,kj=11
Tabelul de contingenta de mai sus poate fi adaptat si la cazul cand v.a.
(X,Y) este de tip (absolut) continue, divizand multimea de valori posibile
a fiecarei v.a. intr-un numar finit de intervale, n;; reprezentand numarul
cazurilor in care X nimeregte in intervalul i,s = 1, %, iar X nimereste in
intervalul j, j =1, 1.
Se pune problema verificarii ipotezei Hy precum ca v.a. X si Y sunt
independente in caz discret, de exemplu, daca ipoteza H, este adevarata,
atunci, prin definitie

P(X =, Y =y;) = P(X = 2;)) P(Y = y;) = piq-

Dar p; = n;./n, ¢; = n;./n sunt estimatori ai probabilitatilor p;, ¢;, respectiv.
Or, in caz cd ipoteza Hy este adevarata, conform Legii Numerelor Mari media
teoretica a cazurilor cand X = z;, Y = y;, © = 1,k,j = 1,] care este egald
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cu np;q; poate fi consideratd ca np;q; =~ np;q; = n;.n.j/n = n;;. Prin urmare,
pentru verificarea ipotezei Hy putem apela la statistica

k1

Soy ok

i=1j=1

Urmare a considerentelor mentionate in remarca 1 de mai sus, cu conditia
cd ipoteza H, este adevirata iar toate frecventele n;; > 4, i = 1.k j=1,1,
statistica de mai sus este distribuiti x2[(k — 1)(I — 1)]. In concluzie, ipoteza
H despre independenta v.a. X, Y va fi acceptata cu pragul de semnificatie a,
a € (0,1) deindata ce valoarea calculata a acestei statistici x2,,. < x%_,[(k —
1)(1 — 1)]. In caz contrar, ipoteza Hy este respinsi.

Remarca 2. a) Dacd unele valori n;; nu satisfac conditiei n;; > 4,
atunci linia si coloana respectiva trebuie comasata cu una din linia si coloana
invecinata, astfel incat sa fie respectata conditia mentionata.

b) Dacd (k—1)(I—1) > 8 si n > 40, atunci valoarea minimala admisibila
pentru 7;; poate fi egald 3¢ si cu 1.

Exemplul 2. Producatorul unui medicament nou afirma ca rezultatul
actiunii acestuia depinde de modul de administrare. In baza datelor de mai
jos sa se verifice aceastd afirmatie cu pragul de semnificatie «=0.05:

Rezultatul \ Modul de administrare A B
Nefavorabil 11 17 16
Favorabil 20 23 19

Solutie. Din tabel deducem ca, formal, putem identifica doua v.a. X €
{1,2}, {X = 1} = {rezultatul va fi nefavorabil}, {X = 2} = {rezultatul
va fi favorabil} siY € {1,2,3}, {Y = 1} = {wa fi aplicat modul A de
administrare}, {Y = 2} = {wa fi aplicat modul B de administrare}, {Y =
3} = {wa fi aplicat modul C de administrare}. Totodata, ny.=44, ny.=62,
na=31, n.o=40, n3=35, n=n..=106, fiy=44 - 31/106 = 12.868, fijs=44 -
40/106 = 16.604, m3=44 - 35/106 = 14.528, 71 =62 - 31/106 = 18.132,
Nae=62 - 40/106 = 23.396, N23=62 - 35/106 = 20.472. Prin urmare x?2,.=
[(11 — 12.868)2/12.868-+(17 — 16.604)?/16.6044(16 — 14.528)2/14.528+(20 —
18.132)%/18.132+(23 — 23.396)2/23.396+(19 — 20.472)2/20.472] = 0.73475.
In cazul nostru

Xial(k =) = D] = X1 o[(2 = 1)(3 = 1)] = xg.05(2) = 5.991.
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Prin urmare este acceptata ipoteza Hy ca v.a. X, Y sunt independente,
adica, in pofida afirmatiei producatorului, este admisa ipoteza ca rezultatul
actiunii medicamentului nu depinde de modul lui de aplicare, deoarece x2,,,=
0.73475<x3 o5(2)=5.991.

8.9. Detectarea caracterului nealeator/aleator a datelor

Problema caracterului nealeator/aleator a datelor trebuie rezolvata, mai
ales atunci caAnd exista suspiciuni ca aceste date nu sunt aleatoare, deoarece
analiza inferentiala a datelor bazata pe metode statistico-matematice pre-
supune, inplicit, valabilitatea Principiului Regularitatii Statistice, specific
datelor cu caracter aleator. Conceptul de "caracter aleator" fiind foarte larg,
este destul de dificil sa construim criterii exacte si puternice pentru testarea
caracterului intamplator a datelor. De cele mai dese ori este mai usor sa se
verifice caracterul nealeator a datelor.

Din multitudine de criterii de verificare a caracterului nealeator a datelor,
am ales urmatorul test descris in lucrarea [4] ca fiind suficient de sensibil la
majoritatea factorilor ce imprima datelor un caracter nealeator.Fie, agadar,
esantionul de date (z1, zg, ..., x,) de volum n , unde n > 25. Ipoteza de
baza este ca aceste date au un caracter aleatoar, cea alternativa-ca aceste
date au un caracter nealeator. Criteriul consts in urmétoarele. In calitate de
statistica de referinta se ia

(=) (=)

care pentru n > 25, atunci cand ipoteza de baza este adevarata, este aprox-
imativ standard normal distribuita, adica de clasd N(0, 1), unde

n—1 n

1 1 1
0% = Z(%H - xz‘)27 2 = Z(Iz - T)Q,T =—=> .

n— 14 n— 14 ’
i=1 =1 =1

Prin urmare, domeniul de acceptare cu pragul de semnificatie a ipotezei
de baza este multimea acelor valori calculate a statisticii de referinta care
nimeresc in intervalul [—21_q/2, 21-a/2), unde 21,/ este 1 — a/2 cuantild a
distributiei N(0,1).

Exemplul 1. PARTEA 1. Ne propunem sa verificam caracterul
nealeator/aleator al zecimalelor numéarului 7. Vom pleca de la primele n=100
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zecimale care pot fi gasite la adresa http: //www.eveandersson.com/pi/digits/100

(1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9,7,9,3,2,3,8,4,6,2,6,4,3,3,8,3,2,7,9,5,0,2,8,

8,4,1,9,7,1,6,9,3,9,9,3,7,5,1,0,5,8,2,0,9,7,4,9,4,4,5,9,2,3,0,7,8,1,

6,4,0,6,2,8,6,2,0,8,9,9,8,6,2,8,0,3,4,8,2,5,3,4,2,1,1,7,0,6,7,9).

Esantionul patratelor tuturor diferentelor perechilor invecinate (x;11 —
x;)%,i = 1,99 arata astfel:

(9,9,16,16,49,16,1,4,4,9,1,4,4,36,1,1,25,16,4,16,16,4,1,0,25,25,

1,25,4,16,25,4,36,0,16,9,64,4,36,25,3,36,0,36,16,4,9,36,4,49,4,

9,25,25,0,1,16,49,1,9,49,1,49,25,4,16,36,16,36,4,16,36,4,16,4,64,

1,0,1,4,16,36,64,9,1,16,36,9,4,1,4,1,0,36,49,36,1,4) .

Prin urmare

807
T=4.77,5> =8.6637, 6% = o = 16469,

iar valoarea calculata a statisticii

5 n—2 12.29 98
(2_32 a 1) / <n2 — 1) B (2 x71 1) / <1002 — 1) = 49309,

: —13.7240bservam ca pentru a = 0.05, domeniul de acceptare a ipotezei
despre caracterul aleator [—21_q/2, 21-a/2] = [—1.96, 196] nu acopera valoarea
calculata —4.6026. Prin urmare aceasta ipoteza este respinsa, fiind acceptata
ipoteza ca zecimalele numarului 7 nu sunt intAmplatoare, chiar daca o analiza
exploratorie a datelor sugereaza contrariul.

PARTEA 2. Pe de alta parte,suntem tentati sa testam daca, sa zicem,
n = 50 de numere generate de Generatorul de Numere Aleatoare (GNA) de
la adresa https://www.random.org/integers/ au un caracter aleator, aces-
tea fiind numere pe care le-am cerut sa fie uniform distribuite pe multimea
{0,1,..,9}:

(3,1,1,6,8,7,5,4,7,1,9,4,6,5,9,4,6,6,1,9,7,4,0,5,7,4,6,8,5,5,6,2,1,1,9,6,5,3,7,6,

6,7,3,5,1,3,4,2,6,4).

In baza lor gasim ca media de selectie T =4.8, iar dispersia de selectie
corectatd s?=5.959 2.

Esantionul patratelor tuturor diferentelor perechilor invecinate (z;11 —
x;)%,i = 1,49 arati astfel:

4,0,25,4,1,4,1,9,36,64,25,4,1,16,25,4,0,25,64,4,9,16,25,4,9,4,4,9,0,1,16,1,0,

64,9,1,4,16,1,0,1,16,4,4,4,1,4,16.,4.
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-1
Prin urmare 6% = %Z Tit1 — = 11.490, iar valoarea calculata a

statisticii noastre de refermi};a

52 n—2 11.49 48
— 1 Sl | = —0.466 86
<2s2 )/(n2—1> (2><5959 )/(252—1)

nimeregte in domeniul de acceptare [—1.96,1.96] a ipotezei de baza cu
probabilitatea de incredere 0.95, ceea ce confirma caracterul aleator al nu-
merelor generate cu ajutorul (GNA) de la adresa https://www.random.orq/integers/.

8. Proiecte propuse.

Proiectul 1. Inteprinderea "lonel" din Chisinau are nevoie ca, pen-
tru loturile de costume barbatesti destinate vAnzariii pe piata interna, sa
formeze un program (plan) adecvat de fabricare a costumelor in functie de
inaltimea X a barbatilor explrimata in centimetri, marimile fiind categorisite
pe intervalele: [150; 155), [155; 160), [160; 165), [165; 170), [170; 175), [175;
180), [180; 185), [185; 190), [190; 195), [195; 200]. Se stie, in acest caz doar
ca repartitia probabilista (modelul matematic) cea mai potrivita pentru v.a.
X-inaltimea unui barbat ales la intamplare este distribuita normal cu media
m si dispersia o2. Parametrii acestea fiind necunoscuti, in scopul aflarii lor,
prin sondaj, au fost masurate inaltimile a 100 de barbati, potentiali cumpara-
tori ai costumelor produse de fabrica "lonel" , alesi la intamplare din Rep.
Moldova. Rezultatele inregistrate sunt prezentate mai jos.

a) Sa se efectueze analiza exploratorie a acestor date.

b) Sa se scoata in evidenta cei mai buni estimatori pentru parametrii m
si o si sa justifice alegerea din p. de vedere a Analizei Inferentiale a datelor.

c¢) Sa se construiasca intervalele de incredere (confidenta) pentru m si o
cu probabilitatea de incredere 1 — o =0.95 , adica cu pragul de semnificatie
a =0.05.

d) Sa se formuleze ipotezele adecvate pentru fiecare parametru m si o in
parte si sa se verifice aceste ipoteze cu probabilitatea erorii de speta 1 egala
0.05.

e) Distributia fiind validata, sa se alcatuiasca planul cerut de confec-
tionare.
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167.52,173.17,165. 14,169. 77,165.98,173. 94, 165. 05, 168. 56, 178. 85, 158.
12,166. 54, 165. 64, 164.73,170. 64, 160. 78, 173. 60, 169. 38, 164. 63, 163. 60, 173.
55,173.06,176.15,165.17,160.41,160. 3, 166.48,178.72,173.51,176. 24, 164.
95,175.11,179.48,162.28,171.62,173.19,175.43,166. 78, 159. 15, 184. 45, 165.
79,171.98,177.32,162.60, 165.45,163.29,161. 50, 161. 45, 175.53,175. 04, 175.
29,169.20,172.37,174.49,176.79,185.01,176.05,178. 19, 167.93, 170. 56, 165.
82,173.48,164.84,170.52,169. 63, 159. 65, 175. 62, 160. 07, 163. 40, 168. 88, 171.
08,167.93,181.47,168. 71, 158.16,170.99, 166. 78,170. 20, 167. 68, 170. 03, 163.
16,169.49,174.8,160.44,167.88,174.24,166.48,176.54,171.01, 161. 62, 182.
25,168.91,171.02,167.29,175.17,161.43,173.25,181. 35, 166. 95, 178. 30, 167.
07

Proiectul 2. Pentru estimarea cantitatii zilnice ) de combustibil, solici-
tate unei firme de aprovizionare cu combustibil auto, firma in cauza foloseste
formula Q=100 — 10p + E, unde p € [0,8]. E reprezdntand eroarea de es-
timare/prognozare a cantitatii (), aceasta este o v.a. datd de d.d. f(z) =
I_o5(x), a,b > 0. Cantitatea @) solicitata se masoara in mii de galoane,
iar pretul p este exprimat in dolari per galon. Firma cauta raspunsuri la
urmatoarele intrebari: a) Cu ce este egald probabilitatea ca va fi solicitata o
cantitate de combustibil mai mare decat 70 000 de galoane, daca pretul este
egal cu 3% galonul? Dar pentru pretul de 4% per galon? b) Daca stim costul
mediu variabil de furnizare a benzinei fara plumb, ca este dat de formula
C(Q)=v/Q/2, ce v.a. poate fi utilizatd pentru a reprezenta profitul zilnic in
functie de pretul variabil p 7 ¢) Cu ce este egald probabilitatea cd profitul
zilnic va fi unul pozitiv dacd prettul de vanzare este stabilit si fie 4§ per
galon/ Dar daca pretul este egal cu 587 Dar 3$ 7

Deoarece raspunsurile pot fi aflate doar daca se stie valoarea adevarata
a parametrului a, firma a inregistrat pe parcursul a doi ani de zile date
statistice ce vizeaza eroarea F de prognozare, ca fiind diferenta dintre val-
oarea prognozata a cantitatii () si valoarea reala a cantitatii de combustibil
vandutd in ziua data. Inainte de a purcede la rezolvarea pp. a)-c), in baza
celor 730 de valori inregistrate se cere:

1. Sa se faca o analiza exploratorie a acestor date.

2. Sa se ia in calitate de estimatori punctuali ai parametrilor a si b
estimatorii @ si b obtinuti prin Metoda Verosimilitatii Maxime.

3. Folosind criteriul Pearson (x?) de concordanta, validati ipoteza c& v.a.

~

E ~ Ul—a,b], adica parametrii a si b, ce definesc d.d. f(z), pot fi considerati
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ca fiind egali cu @ si b respectiv.

4.7853,11.456,7.6451, —15.494,8.4801,7.0699, —18.576, —7.836 0, 9. 860 8, 12.
644, 3.126, —14.48,8.5097, —5.3100, 7. 4054, —4.504 0, —11. 909, —15. 959, —
1.8518, —14.453,15.0, —5. 7598, —1. 8329, 15. 065, 1. 336 1, 7. 2831, —3. 3873, —1.
5377, —15. 435, 19. 309, 16. 980, —12. 870, —8.661 1, —1.8952,19. 111, —11. 378, —
16.856, —17.284,5.7885,6.3268, —17. 119, —7.714 3, —0.24743, —17. 456, 1. 749 4, —4.
5740,0.903 84, —3.4739,7.5345x 1073, 10. 906, 18. 805, 2. 6276, 5. 057 3, —13.
737,17.554, —5. 7509, —16. 597, —5. 1152, —10. 369, —19.126,7.3597, —1. 118 1, —
4.5993, —1.8282, —17.677, —14.251, —4. 2454, —16.077,0.659 86, 3. 291, 19. 557, 10.
302,0.231 59, —19.471, —12. 126, 11. 327,9.242 6, —8. 798 7, 2. 033 4, —14. 988, 3.

0016, —3.0222,2.1223,1.5857, —4.616 6, —5.380 1, —15. 542, —8. 126 4, 2. 641 5, —18.
143,8.1844,10.925, 18.692, 2. 623 6,3.913,9.850 5, —18. 387, 1.092 2, 12. 647, 17.

807, 14.166, —4. 149, —15. 335, —6. 4602, 4. 126 3, —2.289 7, —19. 266,9. 108 1, —
9.4477, —16.583, 15.266, 8. 5729, 13. 006, —5. 041 4, 0.550 37, —10. 213, 8. 6009, 7.
5987,13.838,19.949, —8.3157,4.897, —2.959 7, —17. 544, 8.925 5, 18. 055, 12.

834, —11.305,11.016, —2. 7125, —8.54, —8.9649,9. 4929, —18.962, —1. 281 1, —8.
4148, 8.8612,0.203 96, —0.207 06, 11. 597, 11. 650, 17. 568, —11. 629, 10. 234, —

5.9228, —11.765,7.6933, —4. 1138, —14. 174, —0.678 18, —0.157 84, 18. 874, —
7.1877,—12.909, —12. 986, 19. 626, —17. 966, —12. 837, —13. 462, 0.621 96, 6. 053 8, —11.
947, —7.0537, —19. 434, 19. 372, —18.000, —12. 686, —17. 452, 19. 951, —10. 214, —
17.577,16. 625, —12. 357, 13. 624, —10. 408, 17. 249, —15. 932, 5. 793 5, —9. 054 4, —15.
845, —8.666 4, 16.920, —7.4396,6.2655, 0.861 99, —4.102 6, —19. 631, —6. 368 7,

19. 506, —14.127,1.616, —2. 328 8, 10. 913, 0.662 79, —13. 624, —2. 3207, 2. 938 3, 15.
849, —18.916, 13. 746, 9. 2925, —18. 963, —13.45, —11.211, —8.568 5, 7. 9248, 3.
4469,15.681,7.8934, —9.8257, —6.0128, —15.579, 16.907, 18. 151, —14. 216, 8.
674,16.341, —3.1149, —10. 613, 15.473,8.7245,7. 1300, —11. 354, —1. 2990, 12.

099, —18. 716, —16.997, 14. 060, 9. 440 9, —19. 812, 10. 222, 18. 982, —8. 3854, 1.

2287, —2.7996,—9.4196, —14. 119, 10. 275, —10. 204, —7. 39, —15. 144, —0.829 05,
11.155, —13.830, 17. 27, 16. 379, —8.239 5, 4. 546 7, —1. 015 6, 18. 127, 12. 399, —6.
7874, —8.6580,8.9165, 3. 268 7,4. 5096, —14. 447, 11. 541, —2. 7478, —9. 3719,
10.991, —18.968, 14. 534, 10. 391, 17. 841, —8. 1734, —3. 1550, —2. 7772, —8. 3629, —13.
559, —16.194, —9.6103,4.4134, —12.195, —5. 1393, 9. 398 7, —6.721 9, 5. 1200,
18.173,7.6836,3.7345,3.1179, —6. 7710, 13. 826, —14. 160, 2. 125, 12. 611, 2.

0015, —9.7218, —11.196, 5. 218 1, 10. 132, 17. 381, 11. 467, 12. 572, —0.187 07, 2.

843 5,10. 445, —7.097 3, 14.399,7. 0723, —6. 149 1, —15. 127, —11. 542, 15. 908, —5.

846 4, —13.608, 10. 250, 4.2351,7.1103, —11. 86, 17. 576, 4. 749 7, —15. 430, 12.

632, —5.9176, —10. 133, —13.796, —17. 887, 17. 279, —6. 944 4, 18. 493, 18. 601, 1.
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0231, —6.7331, —4.7529,13.611,5.5896,1.9722, 13. 251, 10. 301, —5. 927 4, —

15.916, —16. 762, 5. 866 7, —0.469 28, —17. 013, 17. 043, 5. 494, —3. 7149, —0.462 24, —0.613 54,
3.2933,—1.2533,3.9138,6.9832,11.675,1.0789, —19. 049, 5. 544, —13. 547, —3.
47,5.0611,17.598, 17. 142, 16. 555, —14. 351, —14. 036, 19. 171, 2. 208 7, —1. 564 6, 19.

770, 14. 431, —3.156 1, 0.405 68

Proiectul 3. O Companie de asigurari are asigurate 10000 de autotur-
isme, probabilitatea unei avarieri ce intra sub incidenta politei de asigurare,
fiind egala cu p=0.006. Fiecare proprietar de automobil asigurat plateste o
polita de asigurare anuala de 50 de euro, primind, in caz de avariere o suma
de 4000 de euro. Sa se calculeze probabilitatile urmatoarelor evenimente:
A={la sfarsit de an Compania fa fi in pierdere}, B,={la sfarsit de an Com-
pania va avea un profit decelputin m euro}, m=160000, 240000, 320000.

Deoarece raspunsurile pot fi aflate doar daca se stie valoarea adevarata
a parametrului p, firma a foloseste datele statistice inregistrate de Politia
Rutiera, vizavi de avarierile pe parcursul anului a autoturismelor aflate in
evidenta Registrului Auto, alegand prin sondaj 1000 de autoturisme.

1. Sa se faca o analiza exploratorie a acestor date.

2. Saseiain calitate de estimator punctual al parametrului p estimatorul
p obtinuti prin Metoda Verosimilitatii Maxime.

3. Construiti un interval de incredere pentru parametrul p cu probabili-
tatea de incredere 1 — v = 0.95 (pragul de semnificatie a = 0.05).

4. Verificati si validati ipoteza de baza Hy : p = p impotriva ipotezei
alternative Hy : p # p.

5. Rezolvati problema formulata, luind p = p.

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
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0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0
0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0,0,0

Problema 4. O banca, ce are printre serviciile sale gi emiterea de carduri
de credit, a diminuat dobanda anuala cu 1%. Datele inregistrate de banca
pana la micgsorarea dobanzii arata ca suma medie datorata de catre posesorii
de carduri era egald cu my=576$. Pentru a studia efectul diminuarii dobanzii
asupra parametrului m, banca a examinat, dupa scurgerea a 6 luni de aplicare
a dobanzii reduse, 36 de conturil de carduri alese la intAmplare.

Datele rezultate (xy, xo, ..., Z36), privind datoriile acumulate pe card de
catre posesori, find prezentate mai jos, se cere ca in baza lor sa se efectueze :

a) Analiza exploratorie a acestor date.

b) Considerand ca datoria acumulatd pe un card ales la intAmplare, dupa
6 luni de la reducerea dobanzii, este o v.a. X ~ N(m,o?), construiti un
interval de incredere pentru parametrul m, ludnd in calitate de dispersie
0?=5s2, adica dispersia de selectie corectata.
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c) Formulati ipotezele corespunzitoare, daca interes prezinta raspunsul
la intrebarea: a avut sau nu reducerea dobanzii, drept efect, cresterea mediei
datorate pe card?

d) Calculati p—valoarea Testului corespunzator de verificare a ipotezelor
si comentati rezultatul in functie de diverse valori ale pragului de semnificatie
a € (0,1).

632.13,665. 70, 556. 69, 598. 05, 565. 67, 696. 76, 812. 2,690. 75, 723. 89, 597.
60,504.9,741.73,766.83,583. 71, 767. 14, 588.93, 771. 50, 533. 16, 630. 16, 452.
67,820.03,713. 01, 620. 43, 557. 87, 544. 3,695. 3,474. 38, 532. 59, 986. 2, 796. 14,
631.27,657.08,711.89,425. 56, 508. 57, 672. 22

Proiectul 5. A fost adoptata o noud lege care sa ofere mai multe puteri
politienesti in ceea ce priveste retinerea criminalilor suspectati.

Pentru sapte cartiere, numarul de infractiuni raportate cu 1 an inainte si
1 an dupa noua lege este prezentat in tabelul urmator:

Cartierul nr. 1 2 3 4 5 6 7
Pana la noua lege 31 27 25 36 34 29 38
Dupa noua lege 19 30 10 20 28 29 19

Folosind un prag de semnificatie de o = 0.05 testati veridicitatea astep-
tarilor conform carora numarul de infractiuni raportate a scazut dupa apli-
carea noii legi.

a) Formulati ipotezele de baza si alternativa.

b) Care va fi statistica de referinta?

c¢) Descrieti multimea critica in functie de pragul de semnificatie.

d) Calculati p—valoarea Testului folosit si explicati semnificd ea in acest
context.

Proiectul 6. Compararea generatorului de numere aleatoare de la
adresa https://www.random.org/integers/ cu zecimalele
numarului 7 pe post de generator de numere aleatoare.

Cu ajutorul generatorilor de numere aleatoare de la adresa https://www.random.org/integer.
, generati 100 de valori ale unei v.a. X uniform distribuite pe multimea de
valori {0,1,2, ..., 9}. Pe de alta parte, luati in calitate de esantion de volum
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100, primele 100 de cifre zecimale dupa virgula a numarului 7, folosind datele
de la adresa hitps://www.piday.orq/million/

a) Pentru fiecare set de date, efectuati o comparatie priliminara folosind
analiza exploratorie a datelor pentru fiecare set de date in parte.

b) Pentru fiecare set de date in parte, verificati ipoteza despre caracterul
aleator a datelor cu pragul de semnificatie o = 0.05.

c¢) Pentru ficare set in parte, pentru care ipoteza despre caracterul aleator
a fost acceptata, sa se verifice ipoteza ca acesta corespunde sau nu distributiei
uniforme pe multimea de valori {0,1,2, ..., 9}, folosind pragul de semnificatie
a = 0.05.

c) Sa se calculeze p—valoarea.

Proiectul 7. Compararea a doua metodici de predare.

Un profesor universitar a decis sa compare noua sa metodica de predare
versus metodicei sale anterioare. Pentru aceasta el a divizat studentii in doua
grupe. Grupei 1 i s-a aplicat metodica veche, iar grupei 2-metodica noua.
La sfarsitul procesului de predare toti studentii au fost supusi unui examen
amplu.

Grupa 1 enumera 49 iar grupa 2 enumera 50 de studenti. Rezultatele
finale al unuia si acelasi examen pentru fiecare grupa in parte sunt date mai
jos. In baza lor, sa verifice daca asteptarile profesorului, conform carora
media notelor la examen va fi mai mare in cazul aplicarii metodicii noi,
sunt intemeiate din punct de vedere statistic. Sa se foloseasca un prag de
semnificatie egal cu 0.05.

a) Sa formuleze ipotezele adecvate.

b) Sa se aplice criteriul corespunzator de testare a ipotezelor.

c) Sa se calculeze p-valoarea.

d) Sa se comenteze rezultatul.

Rezultatele examenului in Grupa 1:

9.27, 7.79, 6.66, 8.94, 7.42, 7.78, 1.07, 10.00, 8.17, 6.73, 7.74, 4.40, 10.00,
7.01, 8.89, 7.91, 8.40, 6.44, 6.71, 7.11, 6.71, 8.23, 5.96, 5.85, 9.18, 8.70, 7.54,
8.88, 7.09, 8.94, 7.80, 7.65, 7.21, 8.88, 6.24, 4.75, 5.55, 7.60, 7.37, 8.79, 5.29,
7.51, 7.26, 6.62, 10.00, 8.63, 7.05 , 5.31, 7.37

Rezultatele examenului in Grupa 1:

9.28, 8.39, 8.35, 8.08, 4.66, 6.57, 9.18, 8.27, 8.90, 7.15, 6.65, 8.14, 8.34,
9.94, 7.76, 6.44, 8.56, 8.25, 7.60, 8.62, 8.88, 8.06, 9.99, 6.10, 10.00, 8.36, 9.12,
6.68, 7.33, 7.49, 9.28, 8.85, 8.66, 7.83, 5.98, 8.85, 10.00, 8.83, 8.78, 9.93, 6.51,
9.00, 6.97, 5.90, 8.29, 7.08, 9.11, 9.61, 9.03, 8.56
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x
-3.9
-3.8
-3.7
-3.6
-3.5
-3.4
-3.3
-3.2
-3.1
-3.0
-2.9
-2.8
-2.7
-2.6
-2.5
-24
-2.3
-2.2
-2.1
-2.0
-1.9
-1.8
-1.7
-1.6
-1.5
-1.4
-1.3
-1.2
-1.1
-1.0
-0.9
-0.8

.00
.00005
.00007
.00011
.00016
.00023
.00034
.00048
.00069
.00097
.00135
.00187
.00256
.00347
.00466
.00621
.00820
.01072
.01390
.01786
.02275
.02872
.03593
.04457
.05480
.06681
.08076
.09680
11507
13567
.15866
.18406
21186

.01
.00005
.00007
.00010
.00015
.00022
.00032
.00047
.00066
.00094
.00131
.00181
.00248
.00336
.00453
.00604
.00798
.01044
01355
01743
.02222
.02807
.03515
.04363
.05370
06552
07927
.09510
11314
13350
15625
18141
20897

.02

.00004
.00007
.00010
.00015
.00022
.00031
.00045
.00064
.00090
.00126
.00175
.00240
.00326
.00440
.00587
00776
.01017
.01321
.01700
.02169
02743
.03438
04272
.05262
.06426
07780
.09342
11123
13136
15386
17879
20611

®(z)
03

.00004
.00006
.00010
.00014
.00021
.00030
.00043
.00062
.00087
.00122
.00169
.00233
.00317
.00427
.00570
.00755
.00990
.01287
.01659
.02118
.02680
.03362
.04182
.05155
.06301
.07636
.09176
10935
12924
15151
17619
20327

ANEXA 1
Tabelul de valori a distributiei normale standard:

x
-
—00

.04
.00004
.00006
.00009
.00014
.00020
.00029
.00042
.00060
.00084
.00118
.00164
.00226
.00307
.00415
.00554
.00734
.00964
.01255
.01618
.02068
.02619
.03288
.04093
.05050
06178
.07493
.09012
10749
12714
14917
17361
.20045

.05

.00004
.00006
.00009
.00013
.00019
.00028
.00040
.00058
.00082
.00114
.00159
.00219
.00298
.00402
.00539
.00714
.00939
.01222
01578
.02018
.02559
.03216
.04006
.04947
.06057
07353
.08851
10565
12507
.14686
17106
19766

2
u
2 du

.06

.00004
.00006
.00008
.00013
.00019
.00027
.00039
.00056
.00079
.00111
.00154
.00212
.00289
.00391
.00523
.00695
.00914
.01191
.01539
.01970
.02500
.03144
.03920
.04846
.05938
07215
.08691
10383
12302
14457
16853
.19489

07

.00004
.00005
.00008
.00012
.00018
.00026
.00038
.00054
.00076
.00107
.00149
.00205
.00280
.00379
.00508
.00676
.00889
.01160
.01500
.01923
.02442
.03074
.03836
.04746
.05821
.07078
.08534
10204
12100
14231
.16602
19215

.08

.00003
.00005
.00008
.00012
.00017
.00025
.00036
.00052
.00074
.00104
.00144
.00199
.00272
.00368
.00494
.00657
.00866
.01130
.01463
.01876
02385
.03005
03754
.04648
05705
.06944
08379
10027
.11900
.14007
16354
18943
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.09

.00003
.00005
.00008
.00011
.00017
.00024
.00035
.00050
.00071
.00100
.00139
.00193
.00264
.00357
.00480
.00639
.00842
.01101
.01426
01831
.02330
.02938
03673
04551
05592
06811
.08226
.09853
11702
13786
16109
18673
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-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
-0.0
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

.24196
27425
30854
.34458
.38209
42074
46017
.50000
.50000 .
53983 .
57926 .
61791 .
65542 .
.69146 .
12575 .
75804 .
78814 .
81594 .
84134 .
86433 .
.88493 .
90320 .
91924 .
93319 .
94520 .
95543 .
96407 .
97128 .
97725 .
98214 .
98610 .
98928 .
99180 .
99379 .
99534 .
99653 .
99744 .
99813 .

23885
27093
.30503
.34090 .33724 .33360
37828 .37448 .37070
41683
45620 .45224 44828
49202 .48803
50798 .
54776 .
58706 .
.62552 .
66276 .
.69847 .
713237 .
76424 .
79389 .
82121 .
.84614 .
.86864 .
88877 .
90658 .
92220 .
93574 .
94738 .
95728 .
96562 .
97257 .
97831 .
.98300 .
98679 .
98983 .
99224 .
99413 .
.99560 .
99674 .
99760 .
99825 .

49601

50399
54380
58317
62172
65910
69497
72907
76115
79103
81859
84375
86650
88686
90490
92073
93448
94630
95637
96485
97193
97778
98257
98645
98956
99202
99396
99547
99664
99752
99819

.23576 .23270
26763 .26435
.30153 .29806

41294 .40905

51197
55172
59095
62930
66640
70194
73565
76730
79673
82381
84849
87076
89065
90824
92364
93699
94845
95818
96638
97320
97882
98341
98713
99010
99245
99430
99573
99683
99767
99831

.22965 .22663
26109 .25785
.29460 .29116
32997 .32636
36693 .36317
40517 .40129
44433 .44038
48405 .48006
51595 .
.55567 .
59483 .
63307 .
.67003 .
70540 .
73891 .
77035 .
79955 .
82639 .
.85083 .
87286 .
.89251 .
90988 .
92507 .
93822 .
.94950 .
95907 .
96712 .
97381 .
97932 .
98382 .
98745 .
99036 .
.99266 .
.99446 .
99585 .
99693 .
99774 .
99836 .

51994
95962
99871
63683
67364
70884
74215
77337
80234
82894
85314
87493
89435
91149
92647
93943
95053
95994
96784
97441
97982
98422
98778
99061
99286
99461
99598
99702
99781
99841

22363
.25463
28774
.32276
.35942
39743
43644
47608
52392
.56356
.60257
.64058
67724
71226
74537
77637
.80511
83147
.85543
87698
.89617
91309
92785
.94062
95154
96080
96856
97500
.98030
98461
98809
99086
99305
99477
99609 .
99711 .
99788 .
99846 .

.22065
25143
28434
31918
.35569
.39358
43251
47210
52790
56749
.60642
.64431
.68082
71566
74857
77935
80785
.83398
.85769
.87900
.89796
.91466
92922
94179
95254
96164
96926
97558
98077
98500
98840
99111
99324
99492

99621
99720
99795
99851

21770
24825
.28096
31561
35197
38974
42858
46812
53188
57142
.61026
.64803
.68439
71904
75175
78230
81057
.83646
.85993
.88100
.89973
91621
93056
94295
95352
.96246
96995
97615
98124
98537
98870
99134
99343
99506
99632
99728
99801
99856

.21476
.24510
27760
31207
.34827
38591
42465
46414
.53586
57535
.61409
65173
68793
.72240
75490
78524
81327
.83891
.86214
.88298
90147
91774
93189
.94408
.95449
96327
97062
97670
.98169
98574
98899
99158
99361
.99520
99643
99736
99807
99861



3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

99865
99903
99931
99952
99966
99977
99984
99989
99993
99995

99869
99906
99934
99953
99968
99978
99985
99990
99993
99995

99874
99910
99936
99955
99969
99978
99985
99990
99993
99996

99878
99913
99938
99957
99970
99979
.99986
99990
99994
99996

99882
99916
.99940
99958
99971
99980
99986
99991
99994
99996

99886
99918
99942
99960
99972
99981
99987
99991
99994
99996

99889
99921
99944
99961
99973
99981
99987
99992
99994
99996

99893
99924
.99946
99962
99974
99982
99988
99992
99995
.99996

99896
99926
.99948
99964
99975
99983
99988
99992
99995
99997
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99900
99929
99950
99965
99976
99983
99989
99992
99995
99997
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ANEXA 2
Tabelul de valori ale ¢;_,-cuantilelor pentru care v.a. T'(n) Student
distribuita cu n grade de libertate are probabilitatea
P(T(n) <t;_o) =1—a,a e (0,1).

n o9 to.95 to.975 t0.990 10.999
1 3.07T8 6.314 12.706 31.821 6G3.657T
2 1.886 2.920 4.303 6.965 09.925
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 1.533 2.132 2.7T7T6 3.747 4.604
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
[} 1.440 1.943 2 447 3.143 3.707
T 1.415 1.805 2.365 2.998 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.806 3.355
0 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 1.363 1.796 2.201 2.7T18 3.106
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.0565
13 1.350 1.771 2. 160 2.650 3.012
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.0921
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.808
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.87T8
19 1.328 1.729 2.003 2.539 2.861
20 1.325 1.725 2086 2.528 2845
21 1.323 1.721 2080 2518 2.831
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 1.318 1.711 2.064 2.402 2.797
25 1.316 1.708 2.060 2485 2. 787
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.TT9
27T 1.314 1.703 2.052 2.473 2771
28 1.313 1.701 2.048 2467 2.763
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
32 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738
34 1.307 1.601 2.032 2.441 2.728
36 1.306 1.688 2.028 2.434 2.719
38 1.304 1.686 2.024 2,420 2.712
o 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576
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Tabel pentru a—cuantilele uzuale Q(«), a € (0,1) ale v.a. x?(v) distribuite

Hi-patrat cu v grade de libertate:

P(x%*(v) < Q(a,v)) = «a, unde pentru v > 40 quantilele Q (o, v) ~ Q(«, 40)

v Q.005) O(.01) Q025 O(.05) Q1) Q9 Q(.95) O(.975) Q(.99) O(.995)

1 0000 0000 0.001 0004 0016 2706 3841 5024 6.635 7879

2 0010 0.020 0051 0.103 0211 4.605 5991 T378 9210 10597

3 0072 0115 0216 0352 0584 6251 7815 9348 11345 12838

4 0207 0297 0.484 0711 1.064 TIFT9 S 488 11.143 13277 14 860

5 0412 0554 0831 1.145 1610 9236 11 070 12833 15086 16.750

[ 0676 0872 1.237 1.635 2.204 10.645 12592 14 449 16812 18548

7 0989 1.239 1.620 2.167 2.833 12017 14 067 16013 18475 20278

2 1344 1.646 2.180 2733 3.490 13362 15507 17535 20090 21.955

=] 1.735 2088 2700 3325 4.168 14634 16919 19023 21 666 23 589
10 2156 2558 3247 3940 4.865 15987 18307 20483 23 209 25188
11 2603 3053 3816 4575 5578 17 275 19675 21920 24 725 26757
1z 3074 3571 4.404 5226 6304 18 549 21026 23337 26217 28 300
13 3565 4107 5.009 5892 71042 19812 22362 24 736 27 688 29 819
14 4075 4 660 5629 6571 7790 21064 23 685 26119 29141 31.319
15 4601 5229 6262 T261 8 547 22 307 24 996 27 488 30578 32801
16 5.142 53812 6908 To62 9312 23542 26296 28845 32.000 34267
17 5.697 6408 7564 3672 10.085 24 769 27 587 30191 33 409 35718
18 6265 7015 8231 9390 10.865 25989 28869 31526 34 805 37.156
19 6844 7633 8907 10.117 11.651 27.204 30.143 32852 36.191 38582
20 7434 8260 9591 10.851 12443 28412 31410 34170 37566 39997
21 28034 8.897 10283 11591 13.240 29615 32671 35479 38932 41 401
2z 8643 9542 10982 12338 14041 30813 33924 36781 40290 42796
23 9260 10196 11 689 13.091 14 848 32 .007 35172 38076 41 638 44181
24 9 886 10856 12401 13 848 15 659 33 196 36415 39 364 42 980 45 559
25 10520 11.524 13120 l4611 16473 34 382 37 653 40 .647 44 314 46 928
26 11.160 12.198 13844 15379 17.292 35563 38885 41923 45642 48290
27 11808 12.879 14573 16.151 18114 36 741 40113 43195 46 963 49 645
28 12461 13 565 15308 16928 18 939 37916 41 337 44 461 48 278 50994
29 13121 14 256 le.047 17.708 19.768 39.087 42 557 45722 49588 52336
30 13787 14 953 16.791 18.493 20.599 40256 43773 46979 50892 53672
31 14458 15655 17539 19281 21.434 41 422 44 985 48232 52192 55.003
32 15134 16362 18291 20072 22 271 42 585 46194 49 480 53 486 56328
33 15815 17074 19047 20 867 23110 43 745 47 A00 50725 54775 57 648
34 16501 17.789 19806 21l 664 23952 44903 48 602 51966 56061 58 964
35 17192 18 509 20569 22465 24 797 46059 49802 53204 57342 0275
36 17 887 19233 21336 23 269 25643 47 212 50998 54 437 58 619 61581
37 18586 19 960 22106 24075 26.492 48 364 52192 55668 59893 62 885
38 19289 20691 22878 248384 27.343 49513 53384 56.896 6l.163 64183
39 19996 21426 23 654 25695 28.196 50.660 54572 58120 62429 65477
40 20707 22164 24433 26509 29051 51.805 55759 59 342 63.691 66.767
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0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0, 1,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0





