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Prefata

Utilizarea modelelor si metodelor statistico-probabiliste la analiza si in-
terpretarea datelor a devenit o practica uzuala in toate domeniile stiintifice,
fie cd este vorba de prelucrarea datelor cu caracter economic sau datelor
experimentale in tehnica sau de analiza si interpretarea datelor legate de
elaborarea unor noi tehnologii informationale, etc.

Disciplina matematica Probabilitati si Statistica cuprinde elementele
de baza ale Teoriei Probabilitatilor, Statisticiii Descriptive si Matem-
atice, dar si exemple de Aplicatii ale lor. Teoria Probabilitatilor este
cea care:

1) Ofera notiunile care stau la baza modelelor ce descriu comportamen-
tul probabbilist al fenomenelor aleatoare (eveniment aleator, probabilitate,
variabila aleatoare (v.a.) si functia ei de distributie (f.d.), valoare medie,
dispersie si alte caracteristici numerice ale v.a., etc.);

2) Pune la dispozitie formule si rezultate teoretice fructificate in metodele
de calcul ale probabilitatilor (formulele adundrii, inmultirii, probabilitatii
totale, lui Bayes, dar si formulele de calcul bazate pe functia de distributie,
distributia sau densitatea de distributie a v.a.);

3) Serveste, gratie proprietatilor caracteristice f.d., drept sursa inepuiz-
abila de modele probabiliste, scotdnd in evidenta modelele probabiliste uzuale
sau clasice (distributiile Uniforma, Bernoulli, Binomiald, Geometrica, Hyper-
geometricd, Exponentiald, Normala, Hi-patrat, Student, etc.);

4) Aflandu-se la baza Teoriei Informatiei, permite aplicarea metodelor
cantitative aspura conceptelor legate de informatie, inclusiv in contextul
cercetarii sistemelor de prelucrare si transmitere a informatiei.

Statistica Matematica este cea care, prin prisma Teoriei Probabil-
itatilor, ofera un cadru riguros pentru analiza si interpretarea datelor sta-
tistice. Aceasta permite ca rezultatele prelucrarii primare a datelor realizate
cu ajutorul Statisticiii Descriptive sa fie aprofundate prin a cerceta calitatea,
exactitatea estimatorilor utilizati, dar si prin lansarea, verificarea si vali-
darea ipotezelor statistice privind legitatile probabiliste care guverneaza sau
genereaza datele statistice colectatele. Cu alte cuvinte, in baza unor obser-
vatii partiale ale unui fenomen aleator putem, fie si cu o anumita aproximare
si grad de incredere, anticipa comportamentul probabilist al acestuia.



1. Calculul Probabilitatilor

1.1. Obiectul de studiu al Teoriei Probabilitatilor si locul ei in
Statistica Matematica, probabilitate frecventiala, probabilitate
subiectiva

Notiunea de statistica se naste odata cu aparitia si dezvoltarea relati-
ilor economce, pana in secolul XIX aceasta fiind tratata ca stiinta politica.
Cuvantul in cauza provine de la latinescul status, care inseamna stare.

Incepand cu secolul XIX, statistica prinde conturul gtiintei care, actual-
mente, are drept obiect de studiu metodele, procedeele de colectare, organizare,
prelucrare, analiza st interpretare a datelor ce vizeaza rezultatele observarilor
facute asupra fenomenelor sau experimentelor aleatoare. Statistica moderna,
mai ales acea parte a ei care se numeste Statistica matematica , bazdndu-se
esential pe realizarile stiintelor matematice, foloseste din plin Teoria proba-
bilitatilor.

Aparitia Teoriei probabilitatilor ca ramura a matematicii ce studiaza
modele matematice ale fenomenelor aleatoare dateaza din secolul XVII si
este legatd de numele marilor matematicieni Blaise Pascal (1623-1662), Pierre
Fermat (1601-1665), Christian Huygens (1629-1695) si Jacob Bernoulli (1654-
1705).

Pentru a intelege mai bine ce studiaza Teoria probabilitatilor ca parte a
Statisticii matematice, avem nevoie de cateva explicatii suplimentare, tindnd
cont ca multitudinea de fenomene care se intalnesc in lumea inconjuratoare
se imparte in doua clase: fenomene deterministe si fenomene indeterministe
sau aleatoare.

Astfel, spunem ca fenomenul este determinist daca observatorul poate
anticipa cu certitudine evolutia sau derularea acestuia. In calitate de exemplu
putem lua fenomenul atractiei universale. Observatiile facute asupra acestui
fenomen i-au permis marelui matematician si fizician englez Isaac Newton
(1642-1727) sa formuleze legea atractiei universale:

mimes
5 -

F=k

-

Acesta este un exemplu tipic de model matematic a unui fenomen (in cazul
dat) determinist. Dealtfel, a modela matematic (spre a fi cercetat) un fenomen,
proces, experiment, eveniment sau obiect oarecare inseamna a-l descrie cu
ajutorul notiunilor i formulelor matematice, adica a-l descrie in limbajul



matematic. Unul si acelagi model matematic poate descrie doua fenomene
diferite in esenta. De exemplu, formula de mai sus poate servi in calitate de
model matematic si pentru fenomenul atractiei a doua particule elementare
(legea lui Coulomb).

Spunem despre un fenomen ca este indeterminist (aleator) , dacd ob-
servatorul fenomenului nu poate anticipa cu certitudine evolutia lui. Din
punct de vedere al observatorului, observatiile facute asupra unui fenomen
sau masuratorile corespunzatoare echivaleaza cu o experimentare legata de
fenomenul dat. Or, prin experiment vom intelege observarea unui fenomen
dat.

Acum putem spune ca Teoria probabilitatilor si Statistica matematica
studiaza modele matematice ale experimentelor (fenomenelor) aleatoare.

Aici se impun cateva precizari. Experimentele aleatoare (indeterministe)
se impart, la randul lor, in doud subclase: (a) experimente aleatoare care
poseda proprietatea reqularitatii (stabilitatii) statistice si (b) experimente
aleatoare care nu poseda proprietatea reqularitatic statistice.

Definitia 1. Vom spune ca un experiment aleator £ poseda proprietatea
reqularitatii (stabilitatii) statistice daca acesta verificd urmatoarele propri-
etati:

1) poate fi reprodus ori de cdate ori dorim practic in aceleagi conditii;

2) pentru orice eveniment A asociat lui € frecventa lui relativa in n
probe

numarul de probe in care s — a produs A n(A)

fn(A) =

numarul total de probe n

oscileazd in jurul unui numar notat cu P(A), P(A) € [0,1], f.(A) devenind,
odata cu cresterea lui n, "tot mai aproape i mai aproape de P(A)";

3) pentru doud serii diferite, respectiv de n gi m probe, atunci cind n i
m sunt foarte mari, avem ci f,(A) ~ fn(A) .

In concluzie, stabilitatea statistic a frecventelor relative confers verosimil-
itate ipotezei, conform céareia pentru orice eveniment A, posibil ca rezultat ob-
servabil al unui experiment aleator £, putem defini numarul P(A) cu ajutorul
cdruia masuram gradul (sansele) de realizare a lui A intr-un numér foarte
mare de probe. Astfel, in Teoria probabilitatilor devine postulat afirmatia,
conform cdreia pentru orice eveniment A asociat unui experiment aleator £
existd (obiectiv) un numéir P(A) numit probabilitate a lui A. Proprietatea



fireasca a acestui numar rezida in faptul ca odata cu cresterea numarului n
de probe (experimente) ”independente” frecventa relativa f,(A) se apropie
tot mai mult de P(A). Numérul P(A) se numeste probabilitate statistica (sau
frecventiala) a evenimentului A. Aceasta din urma afirmatie/proprietate este
conforma cu Legea Numerelor Mari, care in Teoria probabilitatilor reprezinta
suportul matematic al proprietatii regularitatii/stabilitatii statistice, ceea ce
inseamna ca aceasta teorie se pliaza perfect pe aplicatiile ei la rezolvarea prob-
lemelor ce apar in cadru studierii modelelor matematice ale experimentelor
aleatoare ce fac parte din subclasa (a).

Exemplul 1. Consideram in calitate de experiment aleator £ aruncarea
unei monede simetrice (cu centrul de greutate nedeplasat) sau, cum se mai
spune, "perfecte". Fie A evenimentul ce consta in aparitia stemei. Observam,
astfel, ca.

Jio00 (A) = = = P(A), fa00(A4) = - = P(A).

N | —
N —

Prin urmare, putem afirma ca probabilitatea (statistici) a aparitiei stemei
la aruncarea monedei o singura data este egald cu 1/2, ceea ce inseamna, ca
aruncadnd moneda de un numar suficient de mare de ori, stema va apare in
aproximativ 50% de cazuri .

Putem aduce si alte exemple de fenomene aleatoare: rezultatele aruncarii
unui zar, greutatea unui bob ge grau ales la intAmplare, numarul de bacterii
intr-o picatura de apa, durata vietii unui calculator produs de intreprinderea
data, numarul de apeluri telefonice inregistrate la o statie telefonica pe durata
unei zile, etc., etc. Enumerarea lor poate continua la nesfarsit, insa ele toate
vor avea acelagi caracter, fiind insotite de astfel de notiuni imprecise (deo-
camdatd) ca aruncare ”onestd”, moneda ”perfectd”, ”probe independente”,
etc.

Interesant este faptul ca frecventa relativa, prin urmare si probabilitatea
statistica (frecventiald), poseda proprietitile puse in anul 1934 la baza Teoriei
axiomatice a probabilitatilor, teorie lansata de catre ilustrul matematician
rus A. N. Kolmogorov (1903-1987). Iata aceste proprietiti care pot fi verifi-
cate cu usurinta pe cale experimentala in baza urmatorului exemplu.

Exemplul 2. Consideram experimentul aleator aleator £ ce consta in
efectuarea un sondaj printre potentialii sai clienti de catre o companie pro-
ducatoare de 3 tipuri de bauturi racoritoare A, B si C, pentru ca in functie



de rezultatele sondajului sa se faca ajustari, privind cotele de productie a
fiecarui tip de bautura. Exprimarea preferintei presupune alegerea unui sin-
gur raspuns: A, B sau C. Considerand cd in esantion au fost inclusi un
numar n, suficient de mare. de respondenti, atunci compania va putea iden-
tifica cotele de productie, acestea fiind direct proportional cu frecventele
relative f,,(A), fu(B) si fn(C). Se poate observa cu usurinta ca:

1. 0 < f,(A) <1 (rezultd din definitia frecventei relative);

2. fu(A sau B sau C) = 1 (deoarece raspunsurile A sau B sau C se
exclud mutual, doua cate doua , iar alte raspunsuri sunt excluse, cu alte
cuvinte inregistrarea ca raspuns A sau B sau C, privit ca eveniment aleator,
este eveniment sigur);

3. fn(A sau B) = fn(A) + fn(B)ﬂ fn(A sau C) = fn(A) + fn(c)7 fn(B
sau C) = fo(B) + fu(C).

Remarcal. Probabilitatea statistica nu poate fi aplicata intotdeauna,
deoarece nu orice experiment poate fi repetat in conditii identice ori de cate
ori dorim.

Drept exemplu putem lua rezultatul pe care-1 va obtine un student con-
cret la examenul de Probabilititi si Statisticd matematici. Intr-adevar, ob-
servam ca acest examen (experiment aleator), raportat la un student con-
cret, nu poate fi poate fi reprodus ori de cdte ori dorim practic in aceleasi
conditii. Daca, insa, vom modifica experimentul prin a ne referi in fiecare
proba (repetare de examen) la un student "ales la intAmplare", atunci acest
experiment va satisface rigorile 1-3 ale regularitatii statistice, apeland, de
exemplu, la istoricul rezultatelor de la acest examen din anii anteriori. Or,
experimentele aleatoare care poseda proprietatea regularitatii statistice tin de
fenomenele de masa. Pentru studiul experimentelor care nu poseda aceasta
proprietate, putem folosi notiunea de probabilitate subiectiva.

Definitia 2. Prin probabilitate subiectiva vom intelege acea regula P
conform careia o persoana data ii asociaza fiecarui eveniment A un numar
P(A) € [0,1], numit probabilitatea evenimentului A.

Astfel, orice student concret isi poate, bineinteles, evalua probabilitatea
subiectiva ca va promova din prima incercare examenul de Probabilitati si
Statistica Matematica, aceasta probabilitate variind in functie de student.

La fel, putem vorbi despre probabilitatea subiectiva, evaluata, sa zicem,
de un expert NASA, ca pana in anul 2025 va avea loc prima expeditie a
omului pe Marte.

Pentru studiul fenomenelor aleatoare indeterministe, in afara de probabil-
itate subiectiva si probabilitate frecventiala, exista si notiunile de probabili-



tate clasica, probabilitate geometrica, probabilitate discreta si probabilitate
definita in sens axiomatic. Toate aceste notiuni au ca scop definirea unei
modalitati de masurare a sanselor (gradelor) de realizare, gradelor de cer-
titudine in producerea evenimentelor aleatoare date, definitia axiomatica a
probabilitatii, fiind, intr-un anumit sens, acoperitoare pentru toate notiunile
de probabilitate enumerate mai sus.

Remarca 2. In ceea ce priveste fenomenele aleatoare intalnite in domeni-
ile stiintelor ingineresti acestea au, de reguld, un caracter de masi. Inss, dacs
ne vom referi la domeniile economic si al afacerilor, acestea fiind vulnerabile
la factorii subiectivi, trebuie sa fim foarte atenti daca fenomenele aleatoare
cu caracter economic, puse de noi in discutie, satisfac rigorilor impuse asupra
experimentelor aleatoare pentru ca acestea sa fie tratate/clasificate ca fiind
experimente ce poseda proprietatea regularitatii statistice sau nu.

Precizam, ca Teoria probabilitatilor si Statistica Matematica, expusa de
noi in continuare, vizeaza doar modele matematice ale experimentelor aleatoare
ce poseda proprietatea reqularitatii statistice. Cu alte cuvinte vom vorbi doar
despre probabilitati obiective.

Probleme propuse

1. La prima lectie practica, privind calculul probabilitatilor, studentilor
le-a fost propusa urmaétoarea intrebare: "Cu ce este egala probabilitatea ca,
iegind la plimbare pe bulevardul Stefan cel Mare din Chisinau, intAmplator,
va va iesi in cale un Dinozaur?" Unul din studenti, familiarizat cu definitia
clasica a probabilitatii inca din liceu, a raspuns ca probabilitatea in cauza
este egala cu 1/2, deoarece..."este posibil unul din dou& cazuri cu sanse egale
de realizare: ori vom intalni un Dinosaur, ori Nu". Raspunsul acesta, fiind
unul ridicol, se impune intrebarea: ce metoda de evaluare a probabilitatii se
potriveste in acest caz? Pe cale experimentala sau subiectiva? Cu ce este
egala probabilitatea respectiva? Argumentati.

2. Biblioteca Nationald "Vasile Alecsandri" din Chigindu a inregistrat pe
parcursul anului 2017 cititori nou veniti care, privind nivelul lor de studii,
s-au repartizat conform urmatorului tabel:
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Nivelul de studii Frecventa
Superioare 720
Studenti/superioare incomplete 1106
Medii (liceu, gcoala medie) 502
Medii incomplete 52
Fara studii 0
Total 2380

Evaluati probabilitatea ca un cititor luat la intdmplare din lista celor
inregistrati la Biblioteca Nationald "V. Alecsandri" va fi unul cu studii.

Evaluati probabilitatile respective pentru fiecare nivel de studii si aratati
ca suma lor este egala cu 1.

3. Multe institutii de invataman preuniversitar ofera elevilor acces la
internet. Astfel, conform Anuarului Statistic din SUA publicat in 1997, in
anul 1996 acces la internet aveau 21 733 din 51 745 gcoli primare, 7286 din
14 012 scoli gimnaziale si 10 682 din 17 229 licee.

Cu ce este egala probabilitatea ca:

a) Alegand la intAmplare pentru a vizita una din scolile primare, aceasta
va fi conectata la Internet;

b) Alegand la intamplare pentru a vizita una din scolile gimnaziale, aceasta
va fi conectata la Internet;

c) Alegénd la intamplare pentru a vizita unul din licee, acesta va fi conec-
tata la Internet;

d) Alegand la intamplare pentru a vizita una din institutiile de invatamant
mentionate mai sus, aceasta va fi conectata la Internet.

4. O companie producatoare de pasta de dinti a initiat un studiu privind
gradul de preferinta a cumparatorului in functie de unul din cele 5 tipuri de
ambalaje propuse de designeri. Drept rezultat, au fost inregistrate urma-
toarele rezultate: 5 cumparatori au preferat ambalajul nr. 1, 15- ambalajul
nr. 2,30- ambalajul nr. 3, 40- ambalajul nr.4 si 10- ambalajul nr. 5.

Sunt oare aceste date suficiente pentru a depista ambalajul cu sansele
cele mai mari de a fi preferat de catre cumparatori? Argumentati.

5. O companie specializata in construirea blocurilor de locuit, ce consta
din apartamente cu 1, 2 si 3 camere, a estimat ca probabilitatile subiective,
privind cererea din partea unui client, in functie de tipul apartamentului
solicitat, sunt urmatoarele: 0.30 pentru un apartament cu o camera, 0.40
pentru un apartament cu 2 camere si 0.25 pentru un apartament cu 3 camere.
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a) Sunt oare valide aceste estimari ale probabilitatilor mentionate mai
sus? De ce DA sau de ce NU?

b) Ce interventie asupra valorilor probabilitatilor trebuie aplicate ca aces-
tea sa devina valide?

6. Specificati care din exemplele descrise mai jos se refera la experi-
mentele aleatoare ce poseda proprietatea Regularitatii Statistice si care nu:

a) Rezultatul unui meci concret in cadrul campionatului mondial la fotbal;

b) Rezultatul jocului cu o singura varianta la Lotosport "6 din 49";

c¢) Esecul sau succesul unui businessman la sfarsitul primului an de activ-
itate in cadrul unei afaceri cu caracter economic;

d) Marimea incaltdmintei solicitate de un cumparator ales la intdmplare
dintre cei care au vizitat o sectie de incaltaminte a unui Mall;

e) Numadrul de apeluri telefonice inregistrate in 24 de ore la un centru de
urgenta medicala.

1.2. Notiuni si rezultate auxiliare din Combinatorica

Analiza Combinatorie sau Combinatorica este acea disciplind matematica
in care sunt studiate metodele de numarare a tuturor combinarilor ce pot fi
alcatuite din elementele unei multimi finite. Aceasta se bazeaza esential pe
doua principii: Principiul adunarii si Principiul inmultirit expuse mai jos.

Fie A si B sunt doud multimi finite, atunci distingem doua situatii, dupa
cum cele doua multimi pot fi disjuncte sau nu. Se verifica cu usurinta ca are
loc

Principiul adunarii (caz disjunct) Daca A si B sunt multimi finite si
disjuncte, adicd AN B =0, card(A) = n i card(B) = m, atunci

card(AU B) =n+ m.

Corolar. Daca Aj, As, ..., A, sunt multimi finite disjuncte doua cate
doua, atunci

card( U A;) anrd A;

Principiul adunarii (caz general). Daca A si B sunt multimi finite,
A, B CQ, card(A) = n, card(B) = m si card(AN B) = k, atunci card(A U
B)=n+m —k.

Demonstratie (optional). Folosind proprietdtile operatiilor asupra multimilor,deducem

ci oricare ar fi multimile A, B C €2 avem:
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A=(ANB)U(ANB),B= (AN
AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB).

Conform principiului adundrii in cazul disjunct obtinem:

cardA= card(AN B) + card(ANB),

card(B)= card(A N B) + card(ANB),

card(AU B) = card (AN B) + card (ANB) + card (ANB) + card (AN B)

—card(AN B) = card(A) + card(B) — card(AN B) =n+m — k.0

Remarca. Folosind inductia matematica putem deduce Principiul
adunarii pentu un numar arbitrar £ de multimi finite Ay, Ao, ..., Ay :

k
k
card 1'31 A, = anrd A; — Z card (A; N Aj) + ...
i—1 1<i<j<k
+(=1)"" . Z card (A;; N Ay, N LA ) + .

1<i1 <2< im <k

+H(=1D)F 1t card (AN Ay N LA

Exemplul 1. Consideram o grupa de studenti despre care gtim ca fiecare
student poseda cel putin una din limbi straine: 20 de studenti cunosc limba
engleza, 15 limba franceza, 10 limba germana, 5 limbile engleza si franceza, 5
limbile franceza gi germana,4 limbile engleza si germana si 1 student limbile
engleza, franceza si germana. Cati studenti sunt in grupa ?

Notand prin E, F' si G multimile de studenti care poseda, respectiv, limba
engleza, franceza, germana si tinind cont de datele problemei, deducem:
cardE = 20, cardF = 15, cardG = 10, card(E N F) =5, card(ENG) = 4,
card(FNG) =5, card(ENFNG) =1 si atunci

card(EU FUG) = card(E) + card(F) + card(G) — card(EN F)—
card(ENG) — card(FNG) 4+ card(ENFNG) = 32.
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Principiul inmultirii (?n limbajul produsului cartezian). Daca A
si B sunt doua multimi finite astfel incdt card(A) = n si card(B) = m,
atunct
card(A X B) =n-m.

Demonstratie (optional). Este evident ca dacd
A = {al, ag, ..., an} ,B = {bl, bz, PN bm} s

atunci multimile AX B si { (1, 7) }Z =1,n, j = 1,m} au acelasi numir de elemente.
Daca in sistemul cartezian de coordonate JJOy vom plasa valorile ¢ = 1,_n pe axa Ox iar
valorile j = 1,m pe axa Oy, atunci elementului (4, j) ii corespunde punctul (7, ;) din
planul 2Oy, avand, astfel, in planul £OYy o retea de n - m puncte. []

Pentru orice numar £ de multimi finite, aplicAind metoda inductiei matem-
atice, putem demonstra ca are loc formula:

card(A; X Ay x ... X A,) = f[lcardAi.

Demonstratia ei se bazeaza esential pe faptul ca are loc egalitatea A; x Ay X

oX A= (A X Ag x Lo X Ajy) XAy i =20k,

Principiul inmultirii in limbajul produsului cartezian poate fi reformulat
in limbajul actiunilor.

Principiul inmultirii (in limbajul actiunilor). Daca o actiune
poate fi realizata in k etape succesive astfel incdt etapa i poate fi realizata in
n; modalititi, i = 1, k, atunci aceastd actiune poate fi realizatd in ni-ng-. . .-ny
modalitati.

Exemplul 2. Presupunem ca un safeu poate fi deschis cunoscand un cod
de forma

i1 iy 13 l4 U5 g ,
unde i, = 0,9, k = 1,6. Cate coduri diferite de acest gen exista?

Multimea €2 a tuturor codurilor de acest gen coincide cu produsul cartezian

a multimii {0, 1,2,...,9} de 6 ori cu ea insisi, adica

Q= {(i1,i2,....76) |1 €{1,2,...,9}, k=1,6}.

Acesta are, conform Principiului inmultirii in limbajul produsului cartezian,10°
elemente (coduri).
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Daca avem informatia ca acest cod este format din cifre diferite atunci
vom observa ca Principiul inmultirii in limbajul actiunilor se aplica mai usor
decét Principiului inmultirii in limbajul produsului cartezian. Intr-adevir, a
forma un cod din 6 cifre diferite este echivalent cu a efectua o actiune in 6
etape succesive, astfel incat prima etapa poate fi realizata in 10 modalitati,
cea de a doua in 9 modalitati,etc., ultima (a sasea) in 10 — (6 — 1) = 5
modalitati. Conform Principiului tnmultiric in limbajul actiunilor, numarul
tuturor codurilor este egal cu 10-9-8-7-6-5 = Af,. Mai observam c&
raspunsul din exemplul nostru se exprima prin formula aranjamentelor.

Exemplul 3. Presupunem ca avem o multime €2 formata din n elemente.
Atunci numarul tuturor submultimilor pe care le putem forma din ea este
egal cu

card{A | ACQ}=2".

Intr-adevar, pentru a forma o submultime a lui Q e ca si cum ai realiza o ac-
tiune in n etape succesive: la etapa cunr. ¢ decidem ce facem cu elementul cu
il includem sau nu in multime, adica fiecare etapa, i = 1, n, poate fi realizata
in 2 modalitati. Apeland la Principiul inmultirii obtinem formula de mai sus.
Definitia 1. Fie A o multime formata din n elemente diferite, A = {ay,
as, -+, a,}, atunci vom numi aranjament din n elemente luate cdte k orice
multime ordonatd de forma (a;,, iy, ,a;, ) cu proprietatea cd i; # iy #
©F g, a; € A, iy = 1,n, j = 1,k. Evident, notiunea are sens pentru
k = 1,n. Multimea tuturor aranjamentelor de n elemente luate cate k se
noteazi cu AF | adica

Af = {(ai,, a5y, yay,) | in #dig # - Fin, a;; € Ajig=1,n, j =1k} .

Cardinalul acestei multimi se noteaza cu A” si este numsirul tuturor aran-
jamentelor din n elemente luate cate k.

Conform principiului inmultirii in limbajul actiunilor, a construi un aran-
jament din n elemente luate cite k este echivalent cu a realiza o actiune in k
etape succesive, astfel incat prima etapa poate fi realizata in n modalitati, cea
de a doua in n—1 modalitati, etc., ultima (etapanr. k) in n—(k—1) = n—k+1
modalitati. Or, numarul tuturor aranjamentelor din n elemente luate cate k
este egal cu

A= (n=1) (=2 =k 1) = o

nr.s,
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Prin definitie, atunci cand k = n, aranjamentul se numeste permutare de
n elemente. Deci multimea tutror permutarilor de n elemente notata prin
P, coincide cu A7, ceea ce inseamna ca numarul tutror permutarilor de n
elemente P, este egal cu A® adica P, = nl.

Definitia 2. Orice submultime de forma {a;,,a;,,- - ,a;.}, i1 # i2 #
v F g, a; € A, iy = 1,n, j = 1,k , se numeste combinare din n elemente
luate cate k. Evident notiunea are sens pentru k£ = 1,n. Multimea tuturor
combinarilor de n elemente luate cate k£ elemente o vom nota prin

Csz{{aipaiw”' 7aik} |Zl7£227£7é2k:7 aij GA,Z]:L_TL,j:17k3 }

Cardinalul acestei multimi il vom nota cu CF.

Observam ca dintr-o combinare din n elemente luate cdite k putem forma
k! aranjamente din n elemente luate cdte k. Or, a forma un aranjament din
n elemente luate cate k este echivalent cu a realiza o actiune in doua etape
succesive:

1. alegem o combinare din n elemente luate cate k, etapa pentru care
avem CF modalitéti de a o efectua;

2. din aceasta combinare, formam un aranjament din n elemente luate
cate k, etapa care se poate realiza in k! modalitati.

Rezultd ci AF = k! CF, adici

Ck—A—’Iz— n!
T kl(n — k)

Exemplul 3. Consideram ca avem o multime de n elemente astfel incat
ny; elemente sunt de tipul 1, ny elemente sunt de tipul 2, ---, n; elemente
sunt de tipul k£, ny + no + ... + np = n. Alegem la intAmplare, unul céte
unul, toate elementele multimii gi le aranjam in ordinea extragerii lor. Sa se
calculeze cardinalul multimii 2 a tuturor rezultatelor posibile ce corespunzd
acestui experiment.

Pentru a alcatui un rezultat posibil ca element a multimii 2 ce core-
spunzde acestui experiment este suficient sa realizam o actiune in k etape
succesive.

Etapa 1: din n locuri disponibile pentru a aranja elementele extrase,
alegem n; locuri pe care vom plasa elementele de tipull. Aceastad actiune o
putem realiza in C]'* modalitati;
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Etapa 2: din cele n—n, locuri, disponibile dupa etapa 1 , alegem ns locuri
pe care vom plasa elementele de tipul 2. Aceasta actiune o putem realiza in

C,? ,, modalitati, etc.,

Etapa k: din cele n —ny — ny — -+ — ng_1 = nyg locuri, disponibile dupa
etapa k, alegem n;, locuri pe care vom plasa elementele de tipul k. Aceasta
actiune o putem realiza in Cp*,,, . _.._, = Ci* modalitati.

Conform principiului inmultirii, avem :

|
card(2) =Cp*-Cr2, - .- Cl* = i

nem O n1!n2! LR nk' '
Formula obtinuta este, de fapt, formula de calcul pentru P(nq,ns, ..., ng),
numarul permutarilor a n elemente, din care n; elemente sunt de tipul 1, ns

elemente sunt de tipul 2, - - -, nj elemente sunt de tipul k, ny+no+...4+n, = n:

n!
P(ny,ng,...,ng) = L

Ultima mai poarta denumirea de formula permutarilor cu repetare .

Exemplul 4. Presupunem ca avem la dispozitie 10 cartonase marcate
cu litere astfel: M, M, A, A, A, T, T, I, E, C. Un copil se joaca, extagand
la intAmplare cate un cartonag si aranjandu-1 in ordinea extragerii. Care este
probabilitatea sa obtinem cuvantul MATEMATICA?

Intrucat considersm cartonagele marcate la fel ca fiind de acelasi tip,
rezulta ca avem 2 cartonase de tip M, 3 cartonase de tip A, 2 cartonase
de tip 7', 1 cartonag de tip I, 1 cartonas de tip E si 1 cartonag de tip
C. Folosind formula dedusa mai sus, cardinalul spatiului de evenimente
elementare asociat experimentului este

10!

card(€) = 3121111111

Rezulta ca probabilitatea obtinerii cuvantului MATEMATICA este egala cu

1 3l 1

= =3.3069 x 107°
card(Q) 10! 2.5.6-7-8-9-10 8

Exemplul 5. Presupunem ca dispunem de n cutii si r bile identice.
Plasam bilele, una céte una, la intdmplare, in una din cutii. Sa se calculeze
cardinalul multimii tuturor variantelor de plasare a bilelor in cutii.
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Solutie. In cele ce urmeazi vom reprezenta n cutii prin intermediul a
n + 1 bare verticale, iar r bilel prin intermediul a r asteriscuri. De exemplu,
situatia cand 5 bile identice, fiind plasate in 3 cutii astfel incat in prima
cutie nimeresc 0 bile, in cutia a doua 2 bile si in cutia a treia 3 bile poate fi
reprezentata astfel:

iar situatia cand toate bilele nimeresc in prima cutie poate fi reprezentata
astfel:

Or, pentru o astfel de reprezentare schematica avem nevoie de n 4+ 1 locuri
pentru bare (peretii cutiilor) gi 7 locuri pentru asteriscuri (bile). Din exem-
plele aduse vedem ca orice repartizare concreta a r bile identice in n cutii
este univoc determinata de pozitia a n — 1 bare (pereti) interioriare si a
asteriscuri (bile) pe cele r + n — 1 locuri interioare, cele doud bare (pereti)
exterioare ramanand de fiecare data fixe. Drept consecinta alegerea a n — 1
locuri pentru bare (sau r locuri pentru asteriscuri) din totalul de n 4+ r — 1
locuri, poate fi ficutd in C7,_; = C", +r—1 modalitati, C} ., find cunoscut
ca numarul combinarilor din n elemente luate cate r cu repetare.

Exemplul 6. Intr-o cafenea sunt expuse 7 tipuri de inghetata. O familie
formatd din 4 persoane (parintii cu doi copii) a comandat la intAmplare 4
inghetate. In cate modalititi poate fi realizatii aceastd comanda, care este
privita ca o multime neordonata formata din 4 inghetate?

Solutie. Observam ca problema noastra se reduce la problema calcularii
numarului de combinart din n = 7 elemente luate cite r = 4 cu repetare,
tipul inghetatei fiind considerat, conventional, cutie, iar cele 4 ingehtate-bile
identice. Prin urmare, comanda in cauzi poate fi realizatd in C7,,_; = 210
modalitati.

Probleme propuse.

1. Un om de afaceri are de ales unul din traseele turistice pe care le
propun 2 firme turistice. Cate variante de alegere are acesta daca:

a) Prima firma propune 10 trasee turistice iar cea de a doua 20 de
trasee, astfel incat in ofertele ambelor firme nu se regaseste niciun traseu
comun;

b) Prima firma propune 10 trasee turistice iar cea de a doua 20 de
trasee, astfel incat 5 trasee se regasesc in ofertele ambelor firme.
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2. Producatorul de autoturisme Dacia Pitesti produce mai multe versiuni
de model noul Dacia Sandero Stepway care depind de unul din 2 tipuri de
alimentare combustibil (benzind/motorind), 2 variante de volum de motor,
2 tipuri de transmisie (manuald sau automatd), 3 pachete dotari interioare
si 4 culori vopsea pentru exterior. Cate versiuni autoturism in total trebuie
sa solicite de la producator un dealer autorizat care vinde acest model de
autoturism?

3. Intr-un autoturism cu 5 locuri, inclusiv locul soferului, se ageazi, la
intdmplare, 5 persoane, din care numai 2 persoane poseda permis de conduc-
ere, fiecare persoana ocupand un singur loc. Cu ce este egal numarul total
de ocupare a celor 5 locuri? Céate variante de ocupare a locurilor favorizeaza
evnimentul ca la volanul autoturismului va nimeri o persoana care poseda
permis de conducere.

4. Dintr-o populatie statistica, reprezentata de toti studentii unei univer-
sitati, a fost efectuat un sondaj bazat pe un esantion de volum 500, ce vizeaza
atitudinea studentilor fata de fumat. Cate esantioane diferite de volum 500
sunt posibile in total daca numarul total al studentilor este egal cu 11000,
prin esantion intelegdnd orice submultime ordonata formata din 500 de stu-
denti alesi la intAmplare din aceasta populatie statistica? Cate submultimi
diferite de acest fel sunt posibile daca:

a) Esantionarea/selectia este facuta fara repetare, adica studentul, odata
fiind ales, este exclus din lista tuturor studentilor din care se face selectarea;

b) Esantionarea/selectia este facutd cu repetare, adicd studentul ales
poate apare in egantion in mod repetat, fiind lasat de fiecare data in lista.

Care este numarul total de esantioane diferite de volum 500, posibile in
acest sondaj daca in esantion sunt inclusi nu studentii alesi, ci raspunsurile
lor, DA sau NU, in functie de este sau nu fumator studentul chestionat?
In acest caz, depinde oare acest numir de tipul de esantionare (cu sau fara
repetare)? Dar de numarul N de studenti care studiaza la universitate, unde,
bineinteles, N > 500, in cazul selectiei fara repetare?

5. Registrul Auto Roman (RAR) a ales, in calitate de tip de numerotare
a autoturismelor, o secventa formata din acronimul judetului sau a mun. Bu-
curesti, functie de viza de regedinta sau adresa persoanei fizice sau juridice, ce
detine autoturismul, urmata de 2 cifre i 3 litere (fara diacritice) al alfabetu-
lui latin. Care este numarul maxim de autoturisme care pot fi numerotate
astfel intr-un judet sau mun Bucuresti? Dar numarul maxim de autoturisme
care pot fi numerotate astfel in Romania, stiind ca Roméania este impartita
in 41 de judete.



19

6. La pizzeria Andy’s au fost aduse pentru ziua curenta, n componente al-
imentare pentru producerea Pizzei, turtele pentru Pizza fiind produse aparte
la pizerie. Cate tipuri de Pizza pot fi produse daca fiecare tip admite, cel
putin, una din aceste componente sau, cel mult, toate componentele aduse.
Dar céte tipuri de Pizza pot fi produse pentru n = 6 daca numarul de com-
ponente folosite:

a) trebuie sa fie egal cu 3;

b) poate fi, cel putin, egal cu 1 si, cel mult, egal cu 5.

7. Un reprezentant pentru vanzari din SUA urmeaza sa intreprinda vizite
de lucru in oragele Omaha, Dallas, Wichita si Oklahoma Sity, intre care exista
legatura directa cu avionul. Presupunem ca ordinea vizitarii lor este aleasa
la intamplare. Cate rezultate posibile corespund acestui experiment aleator?

8. In conditiile problemei anterioare reprezentantul de vanzéri are sarcina,
sa aleaga la intAmplare si sa viziteze doar trei din oragele enumerate, nu
conteaza in ce ordine. Céate rezultate posibile corespund acestui experiment
aleator?

10. Un grup de 8 participantii la o Conferinta Internationald, printre
care Ionescu si Petrescu, au fost cazati si repartizati de catre organizatori, la
intdmplare, intr-un hotel particular ce are numai 4 camere: una cu 3 locuri,
doua cu 2 locuri si una cu un singur loc. Cate rezultate posibile sunt in acest
experiment aleator? Dar cate dintre aceste rezultate favorizeaza faptul ca
Ionescu si Petrescu vor nimeri in camera de 3 locuri?

11. Sectia Literatura Tehnica a Bibliotecii Nationale "Vasile Alecsandri"
din Chisinau are carti ce tin de domeniile Matematica, Fizica, Chimie, etc.,
in total 16 domenii ale Stiintei. Experimentul rezida in alegerea la intAmplare
a 4 comenzi de carte pentru a vedea cum se repartizeaza acestea pe domenii.
Cate rezultate posibile sunt in acest experiment aleator? Cate din aceste
rezultate favorizeaza faptul ca toate comenzile se refera la domenii de Stiinta
diferite? Dar cate din aceste rezultate favorizeaza faptul ca toate comenzile
se refera la unul si acelasi domeniu de Stiinta diferite?

1.3. Spatii de evenimente elementare, evenimente aleatoare si
operatii asupra lor, definitia axiomatica a probabilitatii

A modela matematic un experiment aleator inseamna, de fapt, a descrie
matematic (a) multimea de rezultate posibile in acest experiment, (b) eveni-
mentelor aleatoare asociate acestui experiment si (c) probabilitatea, adicd
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aplicatia sau regula conform careia fiecarui eveniment aleator ii punem in
corespondentad un numdr ce caracterizeaza sansele (gradul) lui de realizare.
Vom incepe cu dezideratul (a).

Spatii de evenimente elementare

Chiar daca intr-un experiment aleator nu putem anticipa cu certitudine
care rezultat anume se va produce, este firesc sa presupunem ca multimea
tuturor rezultatelor posibile poate fi descrisa cu exactitate. Aducem, drept
confirmare, citeva exemple.

Exemplul 1. Experimentul £ consta in aruncarea unei monede o singura
data. Multimea de rezultate posibile este data de

Q=1{9,B} ={0,1} = {wi,ws},

unde prin 5,0 sau w; se subintelege "stema" iar prin B,1 sau ws se sub-
intelege "banul".

Exemplul 2. Experimentul £ consta in aruncarea unei monede de trei
ori succesiv. Multimea de rezultate posibile este data de

Q= {SSS,SSB,SBS,SBB, BSS, BSB, BBS, BBBY}.

Exemplul 3.Experimentul £ consta in aruncarea zarului o singura data.
Multimea de rezultate posibile este data de

0 =1{1,2,3,4,56} = {i | i =1,6} = {w; | i = 1,6}

Exemplul 4. Experimentul £ consta in aruncarea unei monede pana la
prima aparitie a stemei. Multimea de rezultate posibile este data de

Q = {S,BS, BBS, BBBS,...,BB..BS, ...}
—

n—1 ori

care este o multime infinita numarabila, unde prin BB..BS se subintelege ca

n—1 ori
prima aparitie a "stemei" este precedata de aparitia "banului" de n — 1 ori

succesiv, n > 1.

Exemplul 5. Experimentul £ consta in alegerea unui punct la in-
tamplare pe segmentul [0,1]. Multimea de rezultate posibile este data de
multimea infinita nenumarabila

Q={z|xe€|0,1]},
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unde x este coordonata punctului ales.

Exemplul 6. Experimentul £ consta in inregistrarea greutatii unui stu-
dent ales la intdmplare de la una din universitati. Multimea de rezultate
posibile este data de

Q={x |z >0}

Remarca 1. Deoarece multimile finite sau infinite, cel mult, numarabile
se mai numesc multimi discrete, spunem ca exemplele 1-4 se refera la cazul
discret, in caz contrar, cum sunt exemplele 5-6, spunem ca se refera la cazul
continuu. Cu toate acestea exemplele invocate ne conduc la urmatoarea
definitie valabila in caz general.

Definitia 1. Vom numi spativ de evenimente elementare orice multime
nevida ) # (), ale cdrei elemente reprezinta (descriu) toate rezultatele posibile
intr-un experiment aleator. Fiecare element al multimii € (care corespunde
unui singur rezultat posibil) se numeste eveniment elementar.

Remarca 2. Definitia nu exclude situatia, cdnd unuia si aceluiasi ex-
periment aleator ii putem asocia, in dependenta de scopul urmarit, spatii
de evenimente elementare diferite. Astfel, in exemplul 2 daca ne intereseaza
numai numarul de steme aparute la aruncarea monedei de trei ori, atunci in
calitate de spatiu de evenimente elementare putem lua

Q={0,1,2,3}.

Acum suntem pregatiti sa raspundem dezideratului (b).

Evenimente aleatoare si operatii asupra lor

Pentru a introduce notiunea matematica cu ajutorul careia sa descriem
evenimentele aleatoare vom pleca de la exemplul legat de aruncarea zarului o
singura data pentru care spatiul corespunzator de evenimente elementare este
Q= {1,2,3,4,5,6}. Consideram urmétoarele evenimente aleatoare pe care
le vom nota, aici si in continuare, cu primele majuscule ale alfabetului latin:
A = {numarul de puncte va fi par}; B = {numarul de puncte va fi impar};
C' = {numarul de puncte va fi mai mic sau egal cu 4}; D = {numarul de
puncte va fi mai mic decat 13}; E = {numarul de puncte va fi mai mare
decit 13}; F' = {numarul de puncte va fi divizibil cu 3}. Observam ca
putem stabili urmatoarea corespondentd biunivoca: A «— {2.4,6}; B «—
{1,3,5}; C «— {1,2,3,4}; D «—— {1,2,3,4,5,6} = Q; E «— (; F «—
{3,6}.
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In concluzie, daci experimentului aleator ii corespunde un spatiu discret
de evenimente elementare {2, atunci evenimentele aleatoare pot fi descrise ca
fiind submultimi ale lui 2. Asadar, avand un spatiu de evenimente elementare
2, exemplul nostru arata ca putem, cel putin in caz discret, formula

Definitia 2. Vom numi eveniment aleator (in caz discret) orice sub-
multime A C Q. In particular, Q se va numi evenimentul sigur, iar () se
va numi eveniment imposibil. Spunem ca evenimentul elementar w € € fa-
vorizeaza aparitia evenimentului aleator A daca si numai daca w € A.

Astfel, in exemplul de mai sus, evenimentul D = 2 si se numeste eveni-
ment sigur, iar evenimentul E - eveniment imposibil.

Or, operatiile care pot fi aplicate asupra multimilor pot fi aplicate si
asupra evenimentelor aleatoare.

Definitia 3. Sumda (reuniune) a doud evenimente aleatoare A, B C
vom numi evenimentul

C=AUB={weQ|we A swu w e B},

adica C se produce daca sau se produce A, sau se produce B, sau se produc
A gi B concomitent . Cu alte cuvinte, suma evenimentelor A si B se pro-
duce atunci gi numai atunci cdnd se produce cel putin unul din aceste doua
evenimente.

In exemplul nostru: AUF = {2,3,4,6}, AUB = Q.

Definitia 4. Produs (intersectie) a doud evenimente aleatoare A, B C
vom numi evenimentul

C=ANB={weQ|weAgiwe B},

adica C' se produce daca se produce gi A gi B. Cu alte cuvinte evenimentul
produs al evenimentelor A si B are loc atunci si numai atunci cand aceste
doua evenimente se produc concomitent. Produsul a doua evenimente A si
B se mai noteaza A - B sau AB.

In exemplul nostru: AN F = {6}, ANB = 0.

Definitia 5. Pentru orice A C € vom numi eveniment "non-A" sau
eveniment opus evenimentului A complementara acestei submultimi in raport
cu 2, adicd evenimentul notat cu A sau A°, unde

A ={weQ|wd A}

Or, evenimentul A se produce atunci si numai atunci cand nu se produce
evenimentul A.
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In exemplul nostru: A=B, B=A,D=E, E=D.

Definitia 6. Daca avem doua evenimente aleatoare A, B C () spunem
ca evenimentul A implica evenimentul B daca si numai daca A C B. Altfel
spus, A implica B atunci si numai atunci cand din faptul ca s-a produs
evenimentul A rezultd ca s-a produs si evenimentul B. Daca A C B si
B C A, atunci spunem cd A = B (A este echivalent cu B).

Cum operatiile asupa evenimentelor aleatoare sunt, de fapt, operatii asupra
multimilor din 2 putem formula

Propozitia 1. Operatiile asupra evenimentelor aleatoare au urmatoarele
proprietati: AUA =A; AUQ=Q; ANA=A; AnQ=Q; AUD = A;
ANP=0; AN(BUC) = (ANB)U(ANC); AUB=ANB; ANB = AUB.

Remarca 3. Ultimele doua proprietati se numesc formulele de dualitate
ale lui De Morgan. Prin analogie, operatiile de suma si produs pot fi extinse
asupra evenimentelor A; C 0, 7 = 1,2,. .. ,adica putem opera cu evenimentele
U A, O A, O Ay, B Ay, unde k> 2.
n=1 n=1 n=1 n=1

Definitia 7. Dacd A, B C Q sunt astfel incat AN B = (), adicd A, B
nu se pot produce concomitent, atunci spunem ca A si B sunt evenimente
incompatibile (sau disjuncte).

Se verificd cu usurintd ca in caz discret familia F = {A | A este eveni-
ment aleator legat de experimentul aleator caruia i corespunde spatiul de
evenimente elementare Q} coincide cu familia tuturor submultimilor spatiu-
lui de evenimente elementare 2, adica cu F ={A | A C Q} si aceasta verificd
urmatoarele axiome (proprietati):

1. Daci A C F, atunci A € F;
9. Dack Ay, Ay, ..., A,, ... € F , atunci ,"_ﬁlAZ- eF.

Definitia 8. Familia F de submultimi ale lui 2 care verificd axiomele
de mai sus se numeste camp (borelian) de evenimente. Elementele lui F se
numesc evenimente aleatoare, iar spatiul de evenimente elementare {2 inzes-
trat cu un cAmp de evenimente F se numeste spatiu masurabil si se noteaza
prin (Q, F).

Aceasta din urma definitie a notiunii de eveniment aleator este acoper-
itoare pentru ambele cazuri, discret si continuu, adica este valabila in caz
general. Mai mult, are loc urmatoarea

Propozitie 2. Daca (2, F) este un spatiu masurabil atunci au loc ur-
matoarele proprietati:
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a) BEvenimentele sigur gi imposibil fac parte si ele din campul de eveni-
mente aleatoare, adica 2 € F, & € F;

b) Daca Ay, As, ..., Ay, ... € F , atunci gi 'F_WOIAi e F.

Cu alte cuvinte, daca familia F de submultimi ale lui 2 este un camp
(borelian) de evenimente, atunci garantat ci evenimente aleatoare vor fi
multimile 2 si @ cét si complementarele tuturor submultimilor din 2 care fac
parte din F, dar si intersectia (produsul) tuturor submultimilor Ay,A,,...,A,,...
din € ce fac parte din F, nu numai reuniunea (suma) lor. Lucrul acesta este
suficient pentru a modela matematic, toate situatiile care prezinta interes
din punct de vedere practic in legatura cu evenimentele aleatoare pentru
care dorim sa definim notiunea de probabilitate.

Acum, pentru a intregi modelarea matematica a experimentelor aleatoare,
avem la dispozitie toate datele pentru a defini notiunea generala de proba-
bilitate, raspunzand, astfel, la dezideratul (c).

Pentru a da o definitie cat mai generala, aga cum arata ilustrul matem-
atician rus A. N. Kolmogorov, parintele teoriei moderne a probabilitatilor,
se impune o abordare axiomatica. De notat ca abordarea axiomatica la con-
struirea unei teorii nu este straina, de exemplu, Mecanicii Teoretice sau chiar
si stiintelor economice. Astfel, Teoria Consumului se bazeaza pe un set de
supozitii comportamentale ale consumatorilor, supozitii considerate ca fiind
adeviruri axiomatice. In cazul nostru, deoarece Probabilitatea este privits ca
masura a gradului de realizare a oricarui eveniment aleator asociat unui ex-
periment aleator, este firesc sa o privim ca pe o functie(aplicatie) definitd pe
multimea/familia tuturor evenimentelor aleatore legate de acest experiment,
adica pe multimea F definita mai sus.

Agadar, fie (2, F) un spatiu masurabil, aunci putem formula

Definitia axiomatica a probabilitatii. Vom numi probabilitate orice
aplicatie (functie) P:F —R daci aceasta satisface

Axioma 1. Pentru orice eveniment A € F probabilitatea lui P(A) > 0;

Azioma 2. Probabilitaca evenimentului sigur P(Q2) = 1;

Axioma 3. Probabilitatea producerii a cel putin unuia din evenimentele
Ay, Ay, oy A,,... din F, incompatibile (disjuncte) doud cate doud, coincide
cu suma probabilitatilor acestor evenimente, adica P(A;UAoU ..U A,U...) =
P(Ay) + P(Ag)+...P(A,)+..., pentru V {A,} o, € F, AN A; = @, i # j,
i,j > 1. -

In concluzie, probabilitatea P fiind o aplicatie (functie) definita pe familia
F a tuturor evenimentelor aleatoare asociate experimentului dat, este firesc
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sa numim probabilitate a evenimentului A valoarea P(A) a acestei functii.

Remarca 4. Daca confruntam proprietatile frecventelor relative cu Definitia
Axiomatica a Probabilitatii, deducem ca aceasta din urma este acoperitoare,
de fapt, pentru proprietatile Probabilitatii Frecventiale (Statistice).

Definitia 9. Vom numi cdmp de probabilitate sau spatiu de probabilitate
orice triplet de forma (Q2,F,P), unde (£2,F) este un spatiu masurabil asociat
unui experiment aleator iar P este o probabilitate definita pe F.

Notiunea de cdmp de probabilitate poate servi in calitate de model matem-
atic (model probabilist) care descrie comportamentul probabilist al eveni-
mentelor aleatoare asociate experimentului aleator in cauza. Drept confir-
mare putem aduce urmatoarele exemple.

Exemplul 7. Consideram experimentul aleator £ ce consta in aruncarea
unui zar "perfect" o singura data. Atunci spatiul de evenimente elementare
corespunzitor 2 = {1,2, 3,4, 5,6} descrie toate rezultatele posibile iar familia
F ={A | A C Q} ale tuturor submultimilor din © descrie toate evenimentele
aleatoare asociate acestui experiment. Observam ca aplicatia P:F —R con-
form formulei

A 1
_ Card = EC’ard A,

P(A) = Card Q

este o probabilitate in sensul definitiei de mai sus. Prin urmare tripletul
(Q, F, P) este un camp de probabilitate ce descrie comportamentul prob-
abilist al oricarui eveniment aleator asociat experimentului £. De exem-
plu probabilitatea evenimentului A = {la aruncarea unui zar ”per fect” o
singura data va apare un numar par de puncte} este egala cu P(A) = %C’ard
{2,4,6} =2 =1.

Remarca 5. Finalmente, verificarea faptului ca modelul probabilist (2,
F, P) descrie adecvat experimentul aleator £ se poate face pe cale experimen-
tald. Conform proprietatii regularitatii statistice, daca , odata cu cresterea
lui n, pentru orice A € F, frecventile relative f,,(A) ~ P(A), atunci ipoteza
ca modelul in cauza este adecvat experimentului £ devine credibila, dar val-
idarea modelului presupune aplicarea unor metode avansate ce tin de Statis-
tica Matematica.

Exemplul 8. Consideram urmatorul joc de noroc: Ion si Petru arunca
pe rand o moneda "perfecta", jocul terminandu-se deindata ce unul din
jucatori va inregistra aparitia stemei. Primul arunca moneda Ion. Ne in-
tereseaza, de exemplu, cine are sanse mai mari de a céstiga jocul. Con-
form Exemplului 3, spatiul de evenimente elementare 2 = {S, BS, BBS,
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BBBS,...,BB..BS,...} = {w1, wa,...,wn,...}. Se observa cu ugurinta ca orice
_— =

n—1 ori
eveniment aleator asociat acestui joc este submultime a lui €2. Prin urmare
F ={A]| A C Q}. De exemplu evenimentele {jocul va fi castigat de Ion} =
{wi,ws, ...y Wakt1, -}, {jocul va ficastigat de Petru} = {wa, wy, ..., wag, .. }-
In continuare, asociem fieciirui eveniment elementar probabilitatea P{ w, } =
2%, n =1, 2,... iar fiecarui eveniment A € F - probabilitatea calculata dupa

formula P(A) = >  P{ w,}. Evident, P(A) > 0. Axioma 1 a probabil-

n:wp€A
itatii este, astfel, indeplinita. Este indeplinita si Axioma 2 deoarece
1 1 1 1 1 1 1
P)=Y —=-(14+=4+=+..+—+.)==" =1.
(@) ;2” 2(—i_2+22+ +2"+) 2 1—%
Cum pentru V {A,.},-, € F, AiN A; = @, i # j avem ca
P(AJUAU..UA,U..) = > P(w,) =

niwn€A1UA2U...UA,U...

> Plwa)+ > Plwn)+..=P(A)+ P(A) + ...

niwp €A niwp €Az

rezulta ca si Axioma 3 este valabila. Prin urmare functia P:F —R definita
mai sus este o probabilitate, iar (£2,F,P) un model de probabilitate pentru
jocul de noroc descris anterior. Astfel,

P{jocul va fi castigat de ITon} = P{wi,ws, ..., woks1,...} =

1
9 93 T T g 1L T g

N

In mod similar aflim c& P{jocul va fi castigat de Petru} = 3. Cu alte
cuvinte, Ion are de 2 ori mai multe sanse de a castiga jocul decat Petru.
Exemplul 9. Consideram experimentul aleator ce consta in fixarea du-
ratei x de viata, masurata in ore, a memoriei hard a unui laptop marca
HP. Evident, spatiul de evenimente elementare corespunzator este multimea
Q = {z|2z>0} Ludm in calitate de F orice familie de submultimi ale
lui 2 daca aceasta este un camp borelian de evenimente, adica F contine
toate intervalele din 2 de forma (a, bl, [a,b), (a,b), reuniunile, intersectiile si

complementarele unor astfel de intervale. Aceasta ne permite sa afirmam ca
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aplicatia P:F —R dupa formula P(A) = [ 1075 719"**dz, priviti ca functie
A
de multimi din F, este o probabilitate. Intr-adevar, P(A) > 0, deoarece

pentru orice x € A C () functia de sub integrala este nenegativa, iar

+oo
P(Q) = / 10010 "y = / 1070710 "2y = (1 — 710770 [F°=1,
Q 0

si din proprietatile integralei rezulta ca

P(AJUAU...UA,U..) = / 10 5107 2y —

AjUAQU...UALU...

/ 107610 2 g 1 / 1076 10y 4 . 1 / 107610 qg 4 . =
Al A2 n

P(Ay)+ P(Ag) + ..P(A,) + ...,

pentru V{A,} ., € F, A NA; =,i # j,i,j > 1. Aceasta inseamnd ca P
verifica Axiomele 1-3 din definiia probabilitatii. Or, (€2,F,P) poate fi privit ca
un model matematic ce descrie comportamentul probabilist al duratei vietii
memoriei hard a unui laptop marca HP. Astfel, probabilitattea ca acesta va
avea o durata de viata mai mare decat 1" este egala cu

S

+0o0
/ 10 6107 70 — /10—66—10%6593 =(1- 6—10*%) |¥oo: e—107°T

(T,+00) T

Astfel, pentru T' = 43800 ore, adica aproximativ 5 ani, aceasta probabilitate
este egala cu e 107°x43800 — (95715 ceea ce denotd o fiabilitate sporitd
pentru memoria hard a unui calculator marca HP. In ce mésurd modelul
matematic descris mai sus corespunde realitatii aceasta esta o problema ce
tine de Statistica Matematica.

Probleme propuse.

1.Pentru fiecare dintre experimentele aleatoare de mai jos descrieti spatiul
de evenimente elementare corespunzator.

a. La incheerea activitatii zilnice, contabilitatea centrului comercial
UNIC duce evidenta numarului de tranzactii in numerar ai primilor 100 de
clienti.
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b. Biroul National de meteorologie inregistreaza zilnic datele temper-
aturii pentru fiecare localitate. Interes prezinta, de exemplu, perechea de
date ce consta din temperatura minima si temperatura maxima exprimata
Celsius.

c. Compania Rompetrol asigura toate statiile sale de alimentare cu com-
bustibil inclusiv cu benzina fara plumb. Interes prezinta cantitatea totala de
benzina fara plumb solicitata de toate statiile de alimentare Rompetrol din
Republica Moldova.

d. Managerul de birou al unei companii specializate in servicii de copiere
contorizeaza numarul de copii pe care le produce o magina de copiat inainte
de a suferi un blocaj de hartie. Interes prezinta anume acest numar de copii.

2. Pentru fiecare din exemplele aduse in problema anterioara sa se
specifice tipul de multime a rezultatelor posibile (multime finitd, infinita
numarabild-caz discret, infinitd nenumarabild-caz continuu). Argumentati
raspunsurile.

3. Pentru fiecare din exemplele a-d, aduse in problema 1, sa se descrie
multimea (famiia) F de evenimente aleatoare (cAmpul borelian de eveni-
mente) pe care-1 putem asocia (in mod firesc) experimentului corespunzator.

4. O firma din Chiginau specializata in vanzarea autoturismelor noi
japoneze are urmatoarea echipa de comercianti:

Prenume EXpeAr 1enta Varsta  Studiile Casatorit
de vanzare

Ion 4 34 liceale Da
Doina 12 31 liceale Nu
Mihai 21 56 superioare Da
Gheorghe 9 42 liceale Da
Elena 3 24 superioare Nu
Mircea 7 29 liceale Nu
Raluca 12 44 superioare Da
Nicolae 2 25 liceale Nu

Un client venit sa discute procurarea unui autoturism nou alege la intam-
plare un comerciant. Alegand metoda potrivita de asociere a probabilitatilor,
calculati probabilitatile urmatoarelor evenimente:

a. Va fi aleasa o persoana de sex feminin; b. Va fi ales un barbat cu
varsta sub 40 de ani; c. Va fi aleasa o persoana cu o vechime de activitate
in domeniul vanzarilor de cel putin 10 ani; d. Va fi aleasid o persoana cu



29

studii superioare si casatorita; e. Va fi aleasa o persoana de sex feminin ,
cu studii liceale gi cu experienta de activitate in domeniul vanzarilor de cel
putin 5 ani; f. Va fi aleasa o persoana cu o vechime de activitate in domeniul
vanzarilor de cel putin 2 ani si varsta de cel putin 21 de ani; g. Va fi aleasa
o persoana cu varsta sub 60 de ani; h. Va fi aleasa o persoana cu varsta su
24 de ani.

5. Pentru fiecare din urmatoarele exemple de triplete de forma (€2, F, P)
determinati daca acesta reprezintd un model probabilist (cAmp de probabil-
itate).

a) Spatiul de evenimente elementare @ = {1,2,3,4,5,6,7,8}, campul
de evenimente aleatoare F = {A : A C Q}, aplicatia (functia) P definitd
pe F este datd de formula P(A) = Z VA € F; b) Q = [0, +00),

36
keQ:keA
F = {A: A este un subinterval a lui © sau submultime a lui €2 ca reuniune,

intersectie sau complementara unor astfel de intervale}, P(A) = / e *dx,

A
VA€ Fie)Q={L2 .,n .}, F={A: ACQ}, PA) = Y
ker:keA
P YA e F; d) Q= (0,1), F = {A: A este un subinterval a lui { sau

1057
submultime a lui €2 ca reuniune, intersectie sau complementara unor astfel

de intervale}, P(A) = / 122(1 — 2)*dz, VA € F.
A

1.4. Proprietatile probabilitatii drept consecinta din definitia
axiomatica a probabilitatii

Fie (2,F,P) un spatiu de probabilitate. Din definitia axiomatica a
probabilitdtii P, privitd ca functie de submultimi (evenimente) ale spati-
ului de evenimente elementare, rezulta un set de proprietati generale ale
probabilitatii ce simplifica procesul de calcul ale unor probabilitati ale unor
evenimente aleatoare ce se exprima prin alte evenimente aleatoare ale caror
probailitati sunt cunoscute sau se identificaA mai usor. Le vom centraliza in
urmatoarea

Propozitie (Proprietatile probabilitatii). Orice probabilitate P definita
pe campul de eveneminte aleatoare F poseda urmatoarele proprietati:
a) 0 < P(A) <1 pentru orice eveniment A din F;
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b) P(A) =1 — P(A) sau in forma echivalentd, P(A) = 1 — P(A), pentru
orice eveniment A din F;

¢) Probabilitatea evenimentului imposibil este egala cu zero, cu alte cu-
vinte P(&) = 0;

d) (Formula adunarii probabilitatilor). Dacd A si B sunt doud
evenimente aleatoare legate de unul si acelagi cdmp de evenimente F, atunci

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

sau, in caz general, daca Ay, As, ..., A, sunt n evenimente aleatoare legate de
unul si acelagi camp de evenimente F', atunci

P(iQIAi) = Y PA) - 3 P(ANA)+..
i=1 1<i<j<n
+(=1)mL. > P (A NA,N AL+

1<11 <2< ..tm<n

+(=1)" 1P (A NAyN..A,)

e) Daca A i B sunt evenimente din F gi A implica B, adica A C B,
atunci P(A) < P(B) si P(B~\ A) = P(B) — P(A);
d) Daca A si B sunt evenimente din F, atunci

P(AB) < P(A) < P(AUB) < P(A) + P(B),

P(AB) < P(B) < P(AU B) < P(A) + P(B).

Urmatoarea teorema vine sa confirme faptul notiunea de Probabili-
tate Clasica studiata la nivel de liceu este un caz particular al notiunii de
Probabilitate Axiomatica.

Teorema (Probabilitate Clasicd). Daca spatiul de evenimente ele-
mentare §2 corespunzator unui experiment aleator £ consta din n rezultate
posibile ce au aceleagi sanse de realizare (adica sunt echiprobabile) iar A este
un eveniment aleator ce contine k elemente, atunci probabilitatea evenimen-
tului dat ce se calculeaza dupa formula probabilitatii clasice

card A B k

P(A) =

card Q  n
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este o probabilitate gi in sens axiomatic.

Demonstratie. Conform conditiilor teoremei, spatiul corespunzator de
probabilitate poate fi descris ca fiind tripletul (2, F, P), unde Q = {wy,
W, ... ,Wp , campul de evenimente fiiind F ={A | A C Q}. Atunci
putem arita ca aplicatia P : F —R, unde P(A) se calculeaza dupa formula
clasicd a probabilititii satisface axiomelor 1-3 ale probabilititii. Intr-adevir,
valabilitatea Axiomei 1 este evidenta. Deoarece evenimente elementare sunt
echiprobabile, adicd P{w;} = ... = P{w,} = 1/n, rezulta ca

P(Q)=1= P(igl{wi}) = P(w;1) + P(ws) + ...P(w,) =n - % =1,
ceea ce confirma valabilitatea Axiomei 2.

Pentru a arata ca este valabila Axioma 3, deoarece card F = 2", ne vom
referi la orice multime finita de evenimente A, A, ..., A; din F, disjuncte
doua cate doua. Cum

@114]‘ = {w EQ

k k
w e }UAj}: U {weQ jwe A},
J=1 J=1

AlﬂAJ - (Z), \ #],Z,] = 1,]{7
k
conform Principiului Adunérii (caz disjunct), avem egaliatatea Card( U A;) =

k
Y CardA;. Prin urmare

J=1

Card( LkJ Aj) ZCQTCZA k
P(U A = = E:P 0
=17 Card Q Card)

Remarca. Teorema de mai sus aratd ca definitia Axiomatica a Proba-
bilitatii este acoperitoare pentru Definitia Clasica a Probabilitatii. Echiprob-
abilitatea evenimentelor elementare poate fi postulata, prin urmare aceasta
din urma poate fi utilizatd atunci cadnd intr-o problema de calcul a prob-
abilitatilor avem de a face cu experimente de genul aruncarii unei monede
"perfecte"sau unui zar "perfect", de alegere "la intadmplare" a unui element
dintr-o multime finitd de elemente, etc. Validarea acestor presupuneri se
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poate verifica doar pe cale experimentala, comparand rezultatele obtinute pe
cale teoretica cu cele obtinute pe cale experimentala.

Exemplul 1. Consideram aruncarea unui zar perfect de n ori. Cu ce
este egala probabilitatea ca fata 6 va apare cel putin o data?

Solutie. Spatiul de evenimente elementare poate fi descris ca fiind multi-
mea de seturi ordonate Q = {(i1,ia,....,7,)} | 4; = 1,6, j = 1,n}. Observim
cd multimea €2 coincide cu produsul cartezian al multimii {1,2,3,4,5,6} cu
ea insasi de n ori. Prin urmare Card €2 = 6", iar din faptul ca zarul e perfect
conchidem toate evenimentele elementare sunt echiprobabile, avand probabil-
itatea 6%. Pentru a calcula probabilitatea evenimentului A = {la aruncarea
unui zar perfect de n ori fata 6 va pare cel putin o datd} observdm ca este
mai ugor sa aplicim proprietaea b) a probabilitatii. Intr-adevar, evenimentul
opus A poate fi descris ca find A = {(iy,49,....,3,)} | i; = 1,5, 7 = 1,n},
prin urmare Clard (A) = 5". Folosind definitia clasicd a probabilititii, gasim
cd P(A) =3 = (3)". Deci P(A)=1-P(A)=1- (&)

Exemplul 2. La examenul de "Probabilitati, Statistica Matematica"
sunt propuse 24 de bilete de examinare din care 20 de bilete "norocoase"
si 4—"nenorocoase". La examen s-au prezentat 24 de studenti, fiecare ex-
tragand la intAmplare, fara repetare, cate un bilet. Care student are, in
ordinea extragerii, probabilitatea mai mare de a extrage un bilet "norocos",
primul, al doilea,..., sau ultimul?

Solutie. Presupunem ca biletele "norocoase" sunt numerotate de la 1
pana la 20 iar cele "nenorocoase " de la 21 pana la 24. Atunci spatiul de
evenimente elementare ) si evenimentele Ay = {studentul cu numarul de
ordine k va extrage un bilet "norocos"} se descriu, respectiv, ca fiind

Q - {(il,ig, ...,i24)} ’ 7;1 7é ig 7£ 7£ i24, Z] - 1,24,] = 1,24},

Ak = {(il,ig, ...,ik, ...,i24)} cN ’ 1 = 1,20, },/{Z = 1,_n

Observam ca {2 contine toate permutarile posibile ale numerelor de la 1
la 24, prin urmare Card 2 = 24!. La fel, Ay contine toate permutarile din §2,
dar care au pe locul k, k = 1,24 un numar "norocos" de bilet de examinare.
cu alte cuvinte ne putem imagina cd evenimentele elementare din {2 care
favorizeaza evenimentiul aleator Aj pot fi obtinute drept rezultat al unei
actiuni realizate in 2 etape succesive, astfel incat la prima etapa alegem si
fixdm pe locul £ un numar de bilet de la 1 pana la 20, iar la etapa a doua
punem pe locurile ramase orice rezultat a unei permutari din celelalte 23
numere de bilete ramase. Prima etapa poate fi realizata in 20 de modalitati,
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iar cea de a doua in 23! modalititi. In concluzie, din Principiul Inmultirii,
deducem ca numarul de evenimente elementare care favorizeaza extragerea
unui bilet "norocos" pentru studentul nr. k, k = 1,24, este egal cu Card
(Ax) = 20 x 23l. Or, indiferent de numarul &,

P(Ak):20><23!:@:§.
24! 24 6
Morala: nu conteaza in ce ordine te prezinti la examen, conteaza...bagajul
de cunostinte.

Exemplul 3. Selectie aleatoare. In statistica, atunci cand cercetarea
vizeaza o populatie statistica, privita ca o multime de elemente omogene in
raport cu o anumita caracteristici/proprietate, studiul se bazeaza, de fapt,
pe cercetarea unei submultimi (ordonate) de n elemente a populatiei sta-
tistice, numite esanion de volum n. Pentru ca rezultatele cercetarii facute
asupra esantionului sa redea, cu aproximarea dorita, fidel, proprietatile ace-
leasi caracteristici in intreaga populatie, se cere ca esantionul in cauza sa fie
reprezentativ. Aceasta inseamna, de fapt, ca selectia este aleatoare , adica
fiecare element inclus in populatia statistica este ales la intAmplare, cu alte
cuvinte, are aceleasi sanse de a fi selectat si fiecare esantion, adica orice
submultime de elemente ordonate in ordinea selectarii lor, are aceeasi proba-
bilitate de a fi extrasi din populatia statistici. In presupunerea ca populatia
statistica €2 consta din N elemente diferite vom arata ca fiecare esantion de
volum n are aceeasi probabilitate de a fi selectat indiferent de tipul selectiei
fara repetare sau cu repetare. Intr-adevir:

Cazul selectiei aleatoare fara repetare. Aceasta inseamna ca elementul
este extras la intdmplare gi nu este returnat in populatia Q = {wy, ws, ...,
wy }, fiecare esantion reprezentand o submultime de forma (w;,, wiy, ..., w;,)
D Wiy F Wiy FeF Wiy, wi, € Q, i,=1,N, k =1,n, n < N. Este aplicabila
definitia clasica a probabilitatii pentru care spatiul de evenimente elementare
coincide cu multimea A% = {(wiy, Wiyy «ovy Wiy, ) © Wiy 7 Wiy FonF Wiy, Wiy, € €,
ir=1,N, k =1,n}. Cum

CardAy =Ay =N-(N—-1)-...- (N —n+1),

rezulta ca fiecare rezultat posibil in cadrul unei atare esantionari are aceeasi
probabilitate egala cu 1/A% . Dealtfel, se poate arata, folosind metodele
analizei combinatorii, ca pentru acest tip de selectie aleatoare orice element
al populatiei poate nimeri in egantion cu una si aceeagi probabilitate egala
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cu n/N (Demonstrati!), ceea ce corespunde criteriului de reprezentativitate
a esantionului.

Cazul selectiei aleatoare cu repetare. Aceasta inseamna ca elementul este
extras la intAmplare si dupa ce este inregistrat, acesta este returnat in pop-
ulatia Q = {wy, ws, ..., wy}, fiecare esantion reprezentand o submultime de
forma (Wi, Wiy, «y Wiy) @ wi, € Q, ix=1,N, k = T,n. n > 1 Spatiul de
evenimente elementare coincide cu multimea Q x Q x ... x Q=Q"={(w;,, wi,,
ey wi)) t wi, €Q, =1, N, k=1,n}. Conform Principiului Inmultirii Card
Q"=N" prin urmare fiecare rezultat posibil in cadrul unei atare esantionari
are aceeagi probabilitate egala cu 1/N™ . Cat priveste probabilitatea de a
nimeri in esantion pentru orice element al populatiei, reesind din caracterul
selectiei, aceasta este egala cu 1/n (Demonstrati!).

Exemplul 4. Presupunem ca o familie poseda doua autoturisme, starea
lor fiind de asa natura incat probabilitatea ca primul autoturism va fi functional,
este egala cu 0.8, iar pentru al doilea, aceeasi probabilitate, este egala cu
0.4. In plus, probabilitatea ci ambele autoturisme vor fi, concomitent,
functionale, este egala cu 0.3.

a) Descrieti evenimentele aleatoare despre care este vorba in problema si
asociati-le probabilitatile corespunzatoare;

b) Cu ce este egald probabilitatea ca va fi functional cel putin un auto-
turism?

c¢) Dar probabilitaca ca niciun autoturism nu va fi functional?

Solutie. a) Conform conditiilor descrise in problem& putem introduce
evenimentele A = {pimul autoturism va fi functional}, A={al doilea auto-
turism va fi functional}. Atunci evenimentul A N B = {ambele autotur-
isme vor fi, concomitent, functionale}. Probabilitatile corespunzatoare vor
fi: P(A)=0.8, P(B) =04, P(ANB) =0.3;

b) Aici ne intereseaza probabilitatea evenimentului A U B = {cel putin
unul din autoturisme va fi functional}. Aplicand Formula Adunirii Proba-
blitatilor gasim ca

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0.8+ 0.4 — 0.3 = 0.9;

¢) Observam ca evenimentul A U B = { niciun autoturism nu va functiona},
prin urmare probabilitatea lui

P(AUB)=1-P(AUB)=1-0.9=0.1.

Exemplul 5. Un studiu privind gradul de angajare in cAmpul muncii
are la baza un sondaj aleator bazat pe un esantion in care au fost incluse
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1309 de persoane. Rezultatele au fost centralizate in urmatorul tablou:

]\iecmga]azjz o ;Ang ajakt in .. Total pe linie
cdmpul muncii cdmpul muncii
Barbati 206 412 618
Femer 386 305 691
Total pe coloana 592 717 1309

Folosind aceste date, aflati probabilitatea ca, alegind la intdmplare o
persoana inclusa in esantion, aceasta va fi sau o femeie sau o persoana nean-
gajata in cAmpul muncii?

Solutie. Spatiul de evenimente elementare consta din 1309 evenimente
elementare. Introducem urméatoarele evenimente aleatoare: A = { persoana
aleasa la intamplare din esantion va fi o femeie} si B = { persoana aleasa
la intamplare din esantion va fi una neangajata in cimpul muncii}. Atunci,
deoarece alegerea este la intaAmplare, conform definitiei clasice, probabilitatea
evenimentului ciutat coincide cu P(AU B). Dar P(4) = 2L P(B) = 22

1309° 1300
iar P(ANB) = 2% Prin urmare P(AUB)=P(A)+ P(B)— PANB)=125+

02 586 89T () 685 26.

1309 1309 1309

Probleme propuse.

Tema: Proprietatile probabilitatii, probabilitate clasica.

1. Intr-o grupa de studenti, din care face parte si studentul Pacala, fiecare
student este sau de sex feminin sau are parul blond sau indrageste disciplina
Matematica. In grupa sunt 20 de studente din care 12 au parul blond si doar
una din studentele cu parul blond au indragit Matematica. Numarul total de
studenti/studente cu parul blond este egal cu 24, din care doar 12 indragesc
Matematica. Numarul total de studenti/studente care indriagesc Matematica
este egal cu 17, din care 6 sunt studente. Cu ce este egala probabilitatea ca,
alegdnd la intamplare un student din aceasta grupa, acesta va chiar Pacala?

2. Intr-un microbuz cu 17 locuri, inclusiv locul soferului, au urcat 17
persoane, din care 4 persoane poseda permis de conducere al unui vehucul
de acest tip. Cu ce este egala probabilitatea ca microbuzul va putea pleca,
daca stim ca fiecare persoana ocupa, la intamplare, unul din aceste 17 locuri?

3. O grupa de studenti enumara 35 de studenti. Dintr-acestea, 20 de
studenti s-au inscris in clubul sportiv al universitatii, 10 studenti s-au inscris
in cercul de dansatori al universitatii, iar 10 studenti nu s-au inscris la nicio
activitate. Din aceasta grupa este ales la intamplare un student. Calculati
probabilitatea ca:
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a) acesta va fi unul inscris la ambele activitati;
b) acesta va fi unul inscris numai in clubul sportiv ;
¢) acesta va fi unul inscris numai la cercul de dans.

4. Dintr-o suta de studenti, 28 de studenti cunosc limba engleza, 30-
germana, 42-franceza, 8-engleza si germana, 10-engleza si franceza, 5-germana
si franceza, 2-toate trei limbi. Este ales la intamplare un student. Cu ce este
egala probabilitatea ca acesta nu cunoaste nicuna din aceste trei limbi.

5. Presupunem ca un zar "perfect" este aruncat o singura data. Calculati
probabilitatile urmatoarelor evenimente: A = {numarul de puncte aparute
va fi egal cu 6}; B = {numarul de puncte aparute va fi multiplu lui 3};C =
{numarul de puncte va fi par si ,totodata, mai mare decat 2}.

6. Consideram aruncarea unui zar "perfect" de doua ori succesiv. Cal-
culati probabilitatile urmatoarelor evenimente: A = {la ambele aruncari
va apare acelasi numar de puncte}; B = {numarul de puncte aparute la
prima aruncare va fi mai mare decat numarul de puncte aparute la arun-
carea a doua}: C = {suma punctelor aparute la ambele aruncari va fi pari};
D = {produsul punctelor aparute la ambele aruncari va fi egald cu 6}.

7.Se alege la intamplare un numar natural format din 5 cifre. Calculati
probabilititile urmatoarelor evenimente: A = {numarul citit de la stanga
la dreapta sau invers, va ramdne neschimbat, ca de exemplu 13531} B =
{numarul va fi multiplu lui 5}; C = {numarul va fi format numai din cifre
pare}.

8. Consideram o multime formata din primele 10 litere ale alfabetului
latin. Cate alfabete formate din 3 litere putem alcatui din aceasta multime
de litere. Cu ce este egala probabilitatea ca un alfabet de acest fel ales la
intAmplare va contine litera A?

9. Dintr-un lot de 10 calculatoare, din care 3 calculatoare sunt cu defecte,
sunt alese la intamplare 3. Calculati probabilitatile urmatoarelor evenimente:
A = {dintre cele 3 calculatoare alese, cel putin unul, va avea defecte} B =
{toate calculatoarele alese vor avea defecte}; C' = {dintre cele 3 calculatoare
alese exact 2 vor avea defecte}.

10. Un cub, ale carui fete sunt vopsite, a fost taiat intr-o mie de cubulete
de aceeasi dimensiune. Cu ce este egala probabilitatea ca un cubulet extras
la intamplare va avea exact doua fete vopsite?

11. Un grup de 8 persoane ocupa fiecare, la intAmplare, unul din cele 8
scaune agezate in jurul unei mese rotunde. Cu ce este probabilitatea ca 2
persoane anume vor numeri alaturi.

12. Un grup de 8 persoane ocupa fiecare, la intamplare, unul din cele



37

8 scaune agezate intr-un rand de 8 locuri. Cu ce este probabilitatea ca 2
persoane anume vor numeri alaturi.

13. Pe 5 cartonage sunt scrise cifrele de la 1 pana la 5. Se aleg la
intamplare, fara intoarcere, unul dupa altul, 3 cartoanase, acestea fiind puse
alaturi de la stanga la dreapta in ordinea extragerii. Calculati probabilitatile
urmatoarelor evenimente: A = {va apare numarul 123}, B = {nu va apare
cifra 3}, C' = {va apare un numar par}.

14. Numerele 1,2, ...,9 sunt scrise in ordine aleatoare. Calculati prob-
abilitatile urmatoarelor evenimente: A = {numerele vor apare in ordinea
lor crescatoare} B = {numerele 1 gi 2 vor nimeri alaturi in ordine cresca-
toare}; C' = {pe locuri pare vor nimeri numere pare}.

15. Consideram un alfabet format din literele a,b,c,d, m. Alegem la
intamplare, succesiv, cu intoarcere, 4 litere, scriindu-le in ordinea extragerii
lor. Cu ce este egald probabilitatea ca vom obtine cuvantul mama?

16. Consideram aruncarea unui zar "perfect" de 10 ori succesiv. Calculati
probabilitatile urmatoarelor evenimente: A = {la nici o aruncare nu va apare
fata 6 } B = {la cel putin o aruncare va apare fata 6 };C = {ezact la 3
aruncari va apare fata 6}.

17. Intr-un lift al unei case cu 7 nivele, la nivelul de jos, au urcat 6
pasageri. Stiind ca fiecare pasager poate iesi, la intamplare, la oricare din
cele 6 nivele, calculati probabilitatile urmatoarelor evenimente: A = {toti
pasagerii vor iesi la nivele diferite} B = {toti pasagerii vor iesi la acelagi
niwvel}; C' = {la nivelele 4,5 si 6 vor iegi cdte 2 pasageri}.

18. Un copil se joaca cu 11 cartonage pe care sunt imprimate literele
I, N, F, O, R, M, A, T, I, C, A, aranjandu-le la intamplare unul langa
altul. Cu ce este egala probabilitatea ca acesta va obtine, astfel, cuvantul
INFORMATICA.

19. Consideram aruncarea unui zar "perfect" de 6 ori succesiv. Calculati
probabilitatile urmatoarelor evenimente: A = {de trei ori va apare fata 1, de
doua ori fata 3 si o data fata 6}; B = {vor apare fete diferite}; C = {de 3
ori va apare aceeagi fatd}.

20. Care este probabilitatea ca, jucdnd cu o singura varianta la LOTO-
SPORT "5 din 35", nu vom fi in pierdere, adica vom castiga ceva?

21. Intr-un tren cu 3 vagoane se urca la intdmplare 7 persoane. Care
este probabilitatea ca in primul vagon vor urca 4 persoane?

22. Problema cavalerului DeMere: De céte ori trebuie sa aruncam un zar
"perfect" pentru ca probabilitatea aparitiei fetei 6, cel putin o data, sa fie
mai mare decat 1/27
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23. O grupa este formata din 23 de studenti. Calculati probabilitatile ur-
matoarelor evenimente: A = {toti studentii vor avea zile de nagtere diferite};
B = {se vor gasi, cel putin doi studenti care au aceeasi zi de nagtere}.Nota.
Excludem cazul cand in grupa sunt studenti gemeni.

24. Sa se arate ca probabilitatea de a obtine in urma aruncarii a 4 zaruri,
cel putin o singura data fata 1, este mai mare decat probabilitatea de a obtine
dupa 24 de aruncari a unei perechi de zaruri cel putin o singura data doua
fete 1. (Raspunsul explicd paradoxul cavalerului de Mere, care considera
aceste probabilititi egale, fapt ce nu corespunde observérilor empirice).

25. 2n echipe de fotbal, printre care echipele Dacia si Zimbru, au fost
impartite, prin tragere la sorti, in 2 subgrupe a cate n echipe. Deduceti
formulele de calcul pentru probabilititile urmatoarelor evenimente: A =
{Dacia si Zimbru vor nimeri in grupe diferite}, B = {Dacia si Zimbru vor
nimeri in aceeasgi grupa}. Calculati aceste probabilitati pentru n = 20.

26. O urna contine m bile albe si n bile negre. Din aceasta urna facandu-
se extractii cu intoarcere, sa se determine formula de calcul pentru:

(a) Probabilitatea ca primele k bile extrase si fie negre.

(b) Probabilitatea ca prima bild albad sa apara la a k-a extractie.

(c) Probabilitatea ca printre primele k bile extrase vor fi i bile albe.

Calculati aceste probabilitati pentru m = 5, n = 4.

27. Primul rand al unei sali de Cinema are 2n locuri. n barbati si n
femei ocupa la intamplare, fiecare, cate un loc. Deduceti formulele de calcul
pentru probabilitdtile urmatoarelor evenimente: A = {niciun barbat nu va
nimeri aldturi de barbat}, B = {toti barbatii vor nimeri aldturi}.Calculati
aceste probabilitati pentru n = 10.

28. La un turneu de tenis s-au inscris 40 de sportivi. Prin tragere la
sorti acestia au fost impartiti in 4 subgrupe a cate 10 sportivi. Cu ce este
egala probabilitatea ca 4 din cei mai puternici tenismeni vor nimeri in grupe
diferite.

29. O firma producatoare de calculatoare accepta achizitionarea proce-
soarelor pentru calculatoare de la o alta firma numai daca in urma verificarii a
5% din procesoare alese la intAmplare dintr-un lot propus spre a fi cumparat,
niciunul nu va avea defecte. Presupunem ca intr-un lot de 1000 de proce-
soare, propuse spre achizitie, se afla cinci procesoare defecte. Cu ce este egala
probabilitatea ca in urma controlului, lotul va fi acceptat spre a fi cumparat?

1.5. Probabilitati clasice, discrete si geometrice drept cazuri
particulare ale definitiei axiomatice a probabilitatii
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Dupa cum am vazut, din Teorema demonstrata in paragraful anterior,
probabilitatea clasica devine un caz particular al Definitiei Axiomatice. Folosind
limbajul acesteia din urma putem formula o definitie matematica mai stricta
pentru prima si anume

Definitia probabilitatii clasice. Vom spune ca avem de a face cu un
camp de probabilitate clasica (Q, F, P) dacad

a) Spatiul de evenimente elementare Q contine un numar finit de eveni-
mente elementare;

b) Familia de evenimente aleatoare F este reprezentata de toate submul-
timile posibile ale lui €);

c¢) probabilitatea este o aplicatie P definita pe F cu valori in multimea
numerelor reale calculate conform formulei:

card A
P(A) = ———
(4) card Q'

Remarca 1. Definitia formulata astfel atrage dupa sine, in mod automat,
faptul ca toate evenimentele elementare sunt echiprobabile. Intr-adevar, pen-
tru orice eveniment elementar w € ) gasim ca

VA € F.

card {w} 1
P = = )
{w} card 2 card )

Insg aplicabilitatea probabilititii clasice este limitatii de conditia a), dar si
de faptul ca, chiar daca aceasta conditie este valabila, nu toate evenimentele
elementare sunt echiprobablie. Urmatoarele exemple confirma aceasta afir-
matie.

Exemplul 1. (Spatiul de evenimente elementare este finit, dar eveni-
mentele elementare nu sunt echiprobabile). Consideram aruncarea unui zar
cu centrul de greutate deformat astfel incit probabilitatile aparitiei fetelor
lui se raporteaza ca 1:2:3:4:5:6. Definitia clasica nu este aplicabila,
fapt ce se poate verifica experimental cu orice zar imperfect.

Exemplul 2. (Spatiul de evenimente elementare este infinit, dar numara-
bil). Consideram jocul de noroc descris in Exemplul 8 din p.1.3, cu singura
precizare ca moneda aruncatd are probabilitatea aparitiei stemei egala cu
p,0 < p < 1. Chiar daca moneda era perfectd (vezi exemplul invocat), prob-
abilitatea clasica nu este aplicabild din cauza neindeplinirii conditiei a) din
definitie.

Exemplul 3. (Evenimentele elementare sunt echiprobabile, dar spatiul de
evenimente elementare este infinit nenumarabil). Consideram experimentul
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imaginar ce constd in aruncarea la intAmplare a unui punct pe segmentul [0.1].
Sintagma "la intdmplare" ne sugereaza ca toate evenimentele elementare din
spatiului de evenimente elementare (2 = [0.1] sunt echiprobabile, dar prob-
abilitatea clasica nu poate fi aplicata din acelag motiv ca si in exemplul
anterior.

Totusi, cum arata campul de probabilitate in fiecare din aceste exemple?
Deoarece spatiile de evenimente elementare din exemplele 1 si 2 sunt multimi
finite sau cel mult numarabile la ele se poate aplica

Definitia probabilitatii discrete. Vom spune ca avem de a face cu o
probabilitate discreta P daca

a) Spatiul de evenimente elementare 2 reprezinta o multime finitid sau
infinita, cel mult, numerabila, adica Q={w1, wa, ..., w,} sau Q={wy, w,,
ooy Wy e} g

b) Campul de evenimente aleatoare F este reprezentat de toate submultim-
ile posibile ale lui €);

¢) P este o aplicatie definita pe F cu valori in multimea numerelor reale
calculate conform formulei:

P(A)=suma probabilitatilor pentru fiecare eveniment elementar ce fa-
vorizeaza evenimentul A= > P{ w,} , unde P verifica urmatoarele 2

nwp€A
ariome:
Al. P{w;} >0, pentru orice i > 1;
A2. P(Q) =1,

P(A), reprezentand un numar, se numeste probabilitatea evenimentului
A, iar tripletul (Q,F, P) - cadmp de probabilitate discreta.

Remarca 2. Se poate arata ca orice cdmp de probabilitate axiomatica
aplicat la cazul discret este, de fapt un cdmp de probabilitate discreta si
viceversa, probabilitatea discreta fiind, intucitva, mai usor de manipulat in
calcule.

Exemplul 1 (Continuare). Spatiul de evenimente elementare fiind Q =
{1,2,...,6}, campul de evenimente F este reprezentat de toate submultimile
posibile ale lui Q. Aceasta inseamna valabilitatea conditiilor a) si b). Pe
deoparte, din faptul ca P{1} : P{2} : ... P{6}=1:2:3:4:5:6
rezulta ca P{2} = 2P{1}, P{3} = 3P{1}, ..., P{6} = 6P{1}. Pe de alta
parte 1 = P(Q) = P({1} U {2} U...U{6}) = P{1}+P{2}+ ... +P{6}.
Prin urmare P{1}+P{2}+ ... +P{6} = P{1}+2P{1}+ ... +6P{1} =
21P{1} = 1, adica P{1} = 5, P{2} = 2, ... ,P{6} = 2. Axiomele
1,2 ale probabilitatii discrete fiind intrunite, rezultd, de exemplu ca P(A) =
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P{la o singurd aruncare a zarului va apare fata para}=P{2,4, 6}:2L“1+6:Q.

Vedem c#, spre deosebire de cazul zarului simetric, P(A) > 1. i .

Exemplul 2 (Continuare). Deoarece experimentul constd in aruncarea
unei monede pana la prima aparitie a stemei, putem considera rezultat el-
ementar numarul total de aruncari efectuate, adica Q = {1, 2, ..., n, ...}.
Atunci campul de evenimente F va fi reprezentat de toate submultimile posi-
bile ale lui 2. Nu prezinta greutate sa se verifice experimental cu orice
moneda ca probabilitdtile P{k}=P{pina la prima aparitie a stemei vor fi
efectuate k aruncariy=p(1 — p)*~1, k =1, 2, ... , deindati ce probabilitatea
aparitiei stemei la o singura aruncarea monedei se stie ca este egala cu p,
0<p<1 Cum P{k} > 0,iar P(Q) = P{1, 2, ..., n, ...}=P{1}+P{2}+

P{n}+...=p+p(1 — p)*+...4p(1 — p)" 4..=p - ﬁ = 1, rezultd ca
putem aplica Definitia probabilitatii discrete. Astfel, daca in jocul de noroc
descris in exemplul 8, p.1.3, moneda nu este perfecta, adica are probabilitatea
aparitiei stemei egald cup, 0 < p <1, p # %, atunci, sa zicem, probabilitatea
P(A)=P{jocul va fi castigat de Ton} = P{1}+P{3}+ ...+ P{2k—1}+...=
=p+p(1—p)*+...4p(1—p)*2+..=p- ﬁ. De exemplu, pentru p = 1/3,
avem ca P(A) = % . ﬁ = %, adica probabilitatea P(A) e mai mica decat
atunci cdnd moneda era gimetricz‘i, dar oricum mai mare decat probabilitatea
ca jocul va fi castigat de catre rivalulul lui Ton, Petru.

Cat priveste experimentele aleatoare similare celui din Exemplul 3, aces-
tea pot fi modelate matematic apeland la

Definitia probablitatii geometrice. Vom spune ca avem de a face cu
o probabilitate geometrica P daca

a) Spatiul de evenimente elementare ) reprezinta o multime infinita nenumara-
bila din R™ pentru care mesQ) < +oo, unde mes reprezinta lungimea in R,
aria in R? sau volumul in R™ pentru n > 3;

b) Campul de evenimente aleatoare F este reprezentat de toate submultim-
ile masurabile A ale lui €0, adica pentru care mesA poate fi definita;

¢) P este o aplicatie definita pe F cu valori in multimea numerelor reale
calculate conform formulei:

P(A) = mesA

mes§)’

Tripletul (2, F, P) poartd denumirea, in acest caz, de spatiu de probabil-
itate geometrica.

Astfel, in exemplul invocat, aplicind definitia probabilitatii geometrice
aflim c& probabilitatea ca un punct aruncat la intamplare pe [0, 1] va nimeri
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in punctul x este egald cu P{z} = mes{z}/mes([0,1]) = 0/1 = 0, pentru
orice x din [0, 1]. Daca ne intereseaza, de exemplu, probabilitatea ca un punct
aruncat la intamplare pe [0, 1] va nimeri in prima jum#tate a acestui interval
este egald cu P([0,0.5]) = mes([0,0.5])/mes(]0,1]) = 0.5/1 = 0.5. Dealtfel,
observam ca P([0,0.5] = P([0,0.5)) = P([0.5,1]). In genere, probabilitatea
ca un punct aruncat la intamplare pe [0, 1] va nimeri intr-un interval (a, b)
din [0, 1] coincide cu lungimea acestui interval.

Remarca 3. Exemplul analizat aratd ca proprietatea ¢) a probabilitaii
(vezi Proprietatile Probabilitatii din p.1.4.), conform careia, daci evenimen-
tul A =@, P(A) = 0, arata ca reciproca acestei proprietati nu are loc, adica
existd exemple de evenimente aleatoare A # &, dar care au P(A) = 0. Cu
alte cuvinte, afirmatia ca probabilitatea unui eveniment este egala cu zero
nu atrage dupa sine afirmatia ca acest eveniment este imposibil. Un alt ex-
emplu, probabilitatea ca un fir de cablu electric, situat intre doi stalpi, se va
rupe, in timpul unei furtuni, exact la mijloc este egala cu 0, dar evenimentul
in cauza nu este imposibil. Aceste exemple fac deosebirea dintre notiunea
teoreticd (ideald) a probabilitatii si cea empiricd, cum ar fi probabilitatea
frecventiala.

Probleme propuse.

Tema: Probabilitati discrete.

1. Consideram aruncarea o singura data a unui tetraedru regulat, ale
carui fete sunt numerotate cu numerele de la 1 pana la 4, iar centrul siau
de greutate este deplasat astfel incat probabilitatile aparitiei fiecarei fete se
raporteaza ca P{1}:P{2}: ... :P{4} = 1:2: ... :4. Calculati probabilitatile
urmitoarelor evenimente: A, = {va apare fata k}, k = 1,4 ; B =va apare o
fata para}; C' = {va apare o fatd numerotatd cu un numar prim} .

2. Consideram aruncarea o singura data a unui zar al carui centru de
greutate este deplasat astfel incat, probabilitatile aparitiei fiecarei dintre
fetele k = 1,5 coincid intre ele, iar probabilitatea aparitiei fetei 6 coincide
cu suma probabilitatilor anterioare. Aflati probabilitatile aparitiei pentru
fiecare fata in parte, dar si probabilitatile evenimentelor B = {va apare un
numdar par de puncte}; C' = {va apare un numar prim de puncte}.

3. Consideram aruncarea o singura data a unui tetraedru regulat, ale
carui fete sunt numerotate cu numerele de la 1 pana la 4, iar centrul sau de
greutate este deplasat astfel incat probabilitatile P{k} ale aparitiei fiecirei
fete k, k = 1,4 , sunt legate intre ele astfel: P{1}: P{2}: P{3} =1:2:3,
iar P{4} = P{1}+ P{2} + P{3} . Calculati probabilititile P{k}, k =1,4 ,
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dar si probabilitatile urmatoarelor evenimente: B = {va apare o fatd pard};
C' = {wva apare o fata numerotati cu un numdar prim} .

4. Presupunem ca alegem la intAmplare céte o litera din cuvintele mama
si vama.Descrieti spatiul de evenimente elementare si calculati probabilitatea
ca literele extrase vor fi aceleasi.

5. Doi jucatori, lon si Petru, practica urmatorul joc de noroc: primul
arunca moneda Ion; daca apare "stema'", acesta este declarat castigator; daca
nu, arunca Petru; daca apare "stema'" , acesta este declarat castigator; daca
nu, din nou arunca moneda Jon; etc., etc., jocul se termina atunci cand unul
din jucatori inregistreaza , primul, aparitia stemei. Pentru fiecare jucator
aparte, aflati probabilitatea ca acesta va castiga jocul, stiind ca moneda este
deformata astfel, incat "stema" apare cu probabilitatea p,0 < p < 1 7 Exista
oare vre-o valoare a lui p,0 < p < 1 astfel incat Ion si Petru sa aiba sanse
egale de castigare a jocului?

Indicatie: Sa se considere ca probabilitatea ca jocul se va termina la
aruncarea k, k = 1, 2, ..., este egala cu p(1 — p)*~L.

6. Trei jucatori, Ion, Petru si Mihai, practica urmatorul joc de noroc:
primul arunca moneda lon; dacd apare "stema', acesta este declarat cas-
tigator; daca nu, arunca Petru; daca apare "stema" , acesta este declarat
castigator; daca nu, arunca moneda Mihai; dacd apare "stema'" , acesta
este declarat castigator; daca nu, atunci din nou arunca moneda Ion; etc.,
etc., jocul se termina atunci, cand unul din jucatori inregistreaza , primul,
aparitia stemei. Pentru fiecare jucator aparte, aflati probabilitatea ca acesta
va cagtiga jocul, , stiind ca moneda este deformata astfel, incat "stema'" apare
cu probabilitatea p,0 <p < 1.

Indicatie: Sa se considere ca probabilitatea ca jocul se va termina la
aruncarea k, k = 1, 2, ..., este egala cu p(1 — p)*~L.

Tema: Probabilitate geometrica.

7. Problema intdlnirii. Doua persoane si-au fixat o intalnire intre orele
12.00 si 13.00 cu conditia ca primul sosit la locul intalnirii il agteapta pe
al doilea cel mult 15 minute si daca acesta din urma nu soseste intre timp,
primul paraseste locul intalnirii . Considerand ca fiecare dintre persoane
soseste la locul intalnirii in mod intdmplator, sa se calculeze probabilitatea
ca intalnirea nu va avea loc.

8. Presupunem ca autobusele de ruta data circula la intervale fixe de 30
de minute. Un potential pasager soseste la una din statiile acestei rute intr-
un moment intamplator. Cu ce este egala probabilitatea ca acesta va astepta,
cel mult, 5 minute pana la sosirea urmatorului autobus? Dar probabilitatea
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ca acesta nu va fi nevoit sa astepte deloc?

9. Un baston de lungimea L este rupt la intAmplare in trei segmente. Cu
ce este egala probabilitatea ca din aceste segmente de bason se poate construi
un triunghi.

1.6. Probabilitate conditionata. Formula inmultirii
probabilitatilor

Fie A si B doua evenimente aleatoare legate de acelasi cAmp de probabili-
tate (2, F, P), unde P(B) > 0. Presupunem ca acest spatiu de probabilitate
modeleaza comportamentul probabilist al unui experiment aleator £. Pre-
supunerea ca P(B) > 0 inseamnd c& intr-un numdr n suficient de mare de
repetari a acestui experiment frecventa relativa a evenimentului B este mai
mare ca zero, adici f,(B) > 0. Intrebarea fireascd este, in ce masura faptul
(informatia) c& s-a produs evenimentul B influienteazd probabilitatea eveni-
mentului A 7 Atunci putem vorbi despre probabilitatea evenimentului A
conditionatd de evenimentul B notatd P(A/B) sau despre frecventa relativa
fn(B)(A) a evenimentului A in n(B) probe £ in care s-a produs evenimentul
B, unde, conform Principiului Regularitatii Statistice, f,p)(A) ~ P(A/B)
pentru n(B) suficient de mare. Dar, din acelasi Principiu avem ca,

(AnB) "8 pAnB)
n(B) =B —  P(B)

P(A/B) = fup(A) ="

Aceasta justifica urmatoarea
Definitie. Se numeste probabilitate a evenimentului A conditionata de
evenimentul B, P(B) > 0, marimea notatd cu P(A/B) si calculata dupa
formula
P(ANB)
P(B)

Exemplul 1. O companie specializata in comercializarea calculatoarelor,
in urma unei cercetari statistice, ca 67% din toti clientii lor cumpéra calcula-
toare, iar 45% prefera tablete. a) Cu ce este egald probabilitatea cd un client
ales la intdmplare va fi unul care va cumpara si un calculator si o tableta?
b) Dar probabilitatea ca acest client va cumpéra apa o tabletd, daca stim ca
acesta este unul care a cumparat un calculator?

Solutie. Deoarece, procentual vorbind, din numarul total de 100% cumpaéra-
tori, 67% din ei cumpara calculatoare, iar 45% - apa tablete, rezulta ca tot

P(A/B) =
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ce excede 100% din suma 67%+45%, adicd 12% din ei, vor fi cei care prefera
s& cumpere ambele tipuri de apd minerald (vezi Principiul Adunarii in caz
general). Introducem evenimentele A = {un cumparator ales la intémplare
va fi unul care va cumpara un calculator}, B = {un cumparator ales la in-
tamplare va fi unul care va cumpara o tabletd}. Atunci, folosind formula
probabilitatii clasice, gasim :

a) P{un client ales la intémplare va fi unul care va cumpara si calculator
gi tableta} = P(AN B) =12/100 = 0.12.

b) P(B) = 0.45; P(A/B) =557 = 842 = 0.266 67.

Din definitie, mai exact din formula de calcul a probabilitatii conditionate,
rezulta formula inmultiric probabilitatilor pentru doua evenimente aleatoare:

P(AB) = P(A)P(B/A), daci P(A) > 0

sau P(AB) = P(B)P(A/B), daca P(B) > 0.

Exemplul 2. Se stie ca orice intreprindere producatoare, spre exemplu,
de calculatoare, supune produsele sale controlului calitdtii inainte de a fi
comercializate. Presupunem ca, prin metode statistico-matematice specifice
controlului calitatii se stie ca ponderea calculatoarelor cu defecte ascunse
este de 2%, iar atinci cand un calculator defect este supus controlului acesta
poate fi admis (din greseald) spre comercializare cu probabilitatea 0.05. Cu
ce este egala probabilitatea ca un calculator ales la intamplare va fi unul cu
defecte si admis, totodata, spre comercializare.

Solutie. Introducem evenimentele D = {un calculator ales la intamplare
va fi unul cu defecte} si C' = {un calculator ales la intdmplare va fi admis spre
comercializare}. Conform conditiilor din problema P(D) = 0.02, P(C/D) =
0.05. Deoarece P(D) > 0, din formula tnmultirii probabilitatilor avem ca
probabilitatea ca un calculator ales la intdmplare va fi unul cu defecte si
admis, totodata, spre comercializare coincide cu

P(CD) = P(D)P(C/D) = 0.02 x 0.05 = 0.001.

Formula inmultirii probabilitatilor pentru doua evenimente aleatoare este
doar un caz particular a unei formule mai generale. Are loc urmatoarea
Teorema (Formula inmultirii probabilitatilor in caz general). Daca
(Q, F, P) este un camp de probabilitate i A; , Ay , ... , A, sunt eveni-
mente aleatoare legate de acest camp de evenimente cu proprietatea P(A1A,
. An_1) >0, atunci
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P(A Ay Ay) = P(A)P(Ay | A)P(As | AiAs)...P(Ay | AiAg. Ay ).

Exemplul 3. Cu ce este egala probabilitatea ca, jucand Poker si efec-
tuand patru extrageri succesive (fara repetare) dintr-un butuc de cérti bine
amestecate, vom extrage patru asi?

Solutie. Consideram evenimentele Ay = {la extragerea cu numarul de
ordine k va apare un as}, k = 1,4. Aplicand Teorema anterioar#, gasim ci
probabilitatea in cauza este egala cu

P (z@iA’“) — P(A3 A5 Ay) =

— P(A)P(As | A)P(As | AA)P(Ay | AyAs.. Ay) =

_ (2 3 2 Ly_ 1 =3.6938 x 107
S \52/\51/\50)\49) 270725 '

Probleme propuse.

1. Studiul statistic al vanzarilor zilnice ale unui magazin specializat
in vAnzarea produselor electronice audio arata ca fiecare din urmatoarele
evenimente A = { wun client va cumpara cel putin un CD-player}, B = {
un client va cumpara cel putin un set de casti audio} si C = { un client
va cumpara cel putin un CD- player si un set de casti audio} sunt egale,
respectiv, cu P(A) = 0.6, P(B) = 0.75 ¢i P(C) = 0.5. Aflati valorile
urmitoarelor probabilititi P(AUB), P(A/B), P(B/A), P(ANB), P(AUB),
P(A/B), P(B/A).

2. In legiturs cu aruncarea unui zar "perfect" de trei ori succesiv consid-
eram evenimentele A = { de fiecare data va apare o fata diferita}, B = { cel
putin o data va apare fata 6}. Calculati probabilitatile P(A/B), P(B/A).

3. Consideram aruncarea unei monede "perfecte" sau pana cand apare
"stema" sau pana cand "banul " apare de 3 ori succesiv. Cu ce este egala
probabilitaea ca "banul" va apare de 3 ori succesiv daca se stie ca la prima
aruncare a aparut "banul".

4. Considerdam campul de probabilitate (2, F, P) si evenimentul aleator
B € F cu P(B) > 0. Aratati ca tripletul (B, BN JF, Ppg) reprezinta un nou
camp de probabilitate (un nou model probabilist), unde Pg(A) = P(A/B) =

L g‘é;? ) pentru orice eveniment A € BN F.
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Tema: Formula inmultiric probabilitatilor.

5. Presupunem ca un PC consta din N blocuri, calculatorul iegind din
functiune deindata ce iese din functiune unul din blocuri, iegirea simultana
din functiune a doua sau mai multe blocuri fiind exclusa. Depanatorul de
calculatoare verifica, luand la intAmplare, unul dupa altul cdte un bloc, pana
cand va depista blocul defectat. Cu ce este egala probabilitatea ca depana-
torul va depista blocul defectat la incercarea cu numarul de ordine k, k = 1,
2, ..., N.

6. Un lot de 100 de calculatoare este supus controlului calitatii, selectand
la intdmplare 5 calculatoare. Daca se depisteaza ca , cel putin, unul din
aceste calculatoare este defect, atunci intreg lotul este respins. Cu ce este
egala probabilitaea ca lotul de calculatoare supus controlului va fi respins,
daca se stie ca 5% de calculatoare din lot sunt cu defecte?

1.7. Independenta evenimentelor aleatoare, formula lui Poisson

In situatia cand dous evenimente aleatoare A si B, legate de acelasi cAmp
de probabilitate (2, F, P), unde P(B) > 0, au proprietatea cd P(A/B) =
P(A) este firesc sa spunem cé evenimentul A nu depinde de B sau pe scurt A
si B sunt independente. Vom arata ca definitia de mai jos este acoperitoare
si pentru toate situatiile de acest tip.

Defintia independentei (cazul a doud evenimente). Vom spune cid
doua evenimente aleatoare A si B, legate de acelagi cAmp de probabilitate
(Q, F, P), sunt independente daci P(AB) = P(A)P(B). In caz contrar vom
spune ca evenimentele A si B sunt dependente.

Intr-adevir, de aici rezulty imediat cii dacd A si B sunt independente,
unde P(B) > 0, atunci P(A / B) = Pg(‘;?) = P(ﬁzggB) = P(A), ceea ce
confirma asteptarile noastre.

Remarca 1. Definitia independentei a doua evenimente aleatoare, cuprinde
chiar si cazurile cand, cel putin, unul din evenimentele A si B are probabil-
itatea egala cu zero. De exemplu, fie P(B) = 0. Atunci, din Axioma 1 a
probabilitétii si din proprietatea P(AB) < P(B) = 0, rezulta ca P(AB) = 0.
Dar aceasta inseamna ci P(AB) = P(A)P(B), adicd A gi B sunt indepen-
dente.

Mai mult, are loc urmatoarea

Propozitia 1. Daca evenimente aleatoare A si B, legate de acelasi cAmp
de probabilitate (€2, F, P) sunt independente, atunci independente vor fi si
fiecare din perechile de evenimente: (A, B), (4, B), (A, B).
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Exemplul 1. Angajatii Corporatiei Excelsior sunt distribuiti in functie
de gen si tipul angajarii lor in felul urmator:

Tipul de angajare
Sexul Vanzari Conducere Productie Total
Masculin 825 675 750 2250
Feminin 1675 825 250 2750
Total 2500 1500 1000 5000

Pentru a stimula loialitatea fatd de companie, compania alege la intam-
plare un angajat, asigurandu-i lunar o scurta vacanta plus cheltuielile afer-
ente.

a) Este oare evenimentul F' = {va fi aleasd o femeie} independent de
evenimentul C' = {va fi ales o persoana din conducerea corporatiei}?

b) Dar acelasi eveniment F|, este oare independent de evenimentul D =
{wa fi ales o persoana din sectorul de Productie}?

Solutie. Din tabel deducem ca

2750 1500 1000
P(F)=——=055P(C)=—==03,P(D)=——=0.2
(F) 2000 - PO) 2000 PD) 2000 ’
825 250
P(FNC)=—==0.165,P(FND) = —— = 0.05.
( ) 5000 P ) 2000

a) Cum P(FNC)=0.165=P(F)P(C)=0.55 x 0.3 rezultd cd evenimentele
F si C sunt independente;

b) Dar P(F N D)=0.05 # P(F)P(C)=0.55 x 0.02=0.11. In concluzie,
evenimentele F' si D sunt dependente.

Exemplul 2. La ora de Statistica Matematica s-au prezentat 20 de
studenti din care 8 sunt fumatori, 12 poarta ochelari iar 6 din cei care poarta
ochelari sunt si fumatori. Este scos la tabla la intAmplare unul din student;i.
Aflati dacd evenimentele A = {studentul scos la tabla este unul fumator}
si B = {studentul scos la tabla este unul ochelarist} sunt independente sau
dependente.

Solutie. Din conditiile problemei, folosind definitia probabilitatii clasice,
aflaim ci P(AB) = & # P(A)P(B) = & - 22, de unde deducem c& eveni-
mentele A si B sunt dependente. Aceasta concluzie, trebuie, insa, tratata
cu prudenta, aceasta fiind valabila doar pentru acest exemplu concret, dar
in care esantionul nu este reprezentativ, deoarece numarul de 20 de studenti
nu este suficient de mare pentru a lansa o cercetare statistica mai ampla.
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Aceasta in pofida faptului ca pare a fi plauzibila ipoteza, conform céreia
fumatul ar influienta negativ acuitatea vederii. O atare cercetare, pentru
un numar n de studenti (persoane) suficient de mare, daci ar da diferente
considerabile intre frecventa relativd f,(B) si frecventa relativa conditionata
fa(B/A)=f.(ANB)/ f.(A), atunci ipoteza in cauza ar fi confirmata statistic.

Notiunea de independenta a evenimentelor aleatoare poate fi extinsa
(generalizatd) asupra mai mult de doud evenimente.

Definitia independentei evenimentelor (in totalitate).Vom spune
ca evenimentele aleatoare A; , A, , ... , A,, legate de acelasi cAmp de prob-
abilitate (2, F, P), sunt independente (in totalitate) daca P(A; A;,...A; ) =
P(A;,)P(A;,)P(A;,)...P(A;, ) pentru orice set de indici diferiti {41, is ,...,ix}
din multimea de indici {1,2, ....,n}, k =2, 3, ..., n.

Exercitiu. Folosind definitia de mai sus, prin negarea ei, formulati,
desfagurat, Definitia dependentei evenimentelor (in totalitate).

Remarca 2. Atunci cind evenimentele A; , Ay , ... , A, sunt indepen-
dente (in totalitate) Formula Inmultirii Probabilititilor se simplifici si are
forma

P(AyAs... Ay) = P(A)P(As)P(A3)...P(A, ).

Remarca 3. Independenta evenimentelor A; , Ay , ... , A, doud cdte
doud, mai exact, faptul c& P(A; A;,) = P(A;)P(A;,) pentru orice set de
indici diferiti {1, 42} din multimea de indici {1,2, ...,n} nu garanteaza in-
dependenta lor in totalitate. Contraexemplul de mai jos confirma aceasta
afirmatie.

Contraexemplu (Trei evenimente independente doud cdte doud,
dar nu gi independente in totalitate). Consideram aruncarea o sin-
gura data a unui tetraedru regulat, cu centru de greutate simetric, fetele
caruia sunt colorate astfel: fata l-albastru, fata 2-galben, fata 3-rosu, fata
4-albastru, galben, rosu.

Ardtdm ca evenimentele A={va apare culoarea albastra}, G={va apare
culoarea galbena}, R={va apare culoarea rogie} sunt independente 2 cate 2,
dar nu si in totalitate. Intr-adevir,
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P(AGR) = i £ P(A)P(G)P(R) = = . +. 1 .0

Propozitia 2. (Formula lui Poisson). Daca evenimentele A; sunt
independente (in totalitate) si probabilitatile P(Ay)= pr , k=1,2,...,n sunt
cunoscute, atunci probabilitatea

P{se va produce cel putin unul din evenimenteleAy} = P (ktilek> =

1=[(1=P(A))(1 = P(A2))...(1 = P(An)] = 1= [(1 =p1)(1 = p2) ... (1 = pn)]-

Exemplul 3. Un aparat consta din trei elemente care in timpul functionarii
lui se pot deteriora, independent unul de altul. Notdm prin A; = {elementul
i se va deteriora}, i = 1,2,3. Sa se calculeze probabilitatea evenimentului
A = {se va deteriora un singur element}, B = {se va deteriora , cel putin,
un element}, daca se gtiu probabilitatile: py = P(A;) = 0.13, po = P(As) =
0.06, p3 = P(A3) = 0.12.

Solutie. Vom exprima evenimentul aleator A prin intermediul eveni-
mentelor A, A; si A3. Evenimentul A se va produce, atunci si numai atunci
cand, se va deteriora primul element iar al doilea — nu si al treilea — nu, sau
se va deteriora al doilea element, iar primul - nu si al treilea — nu, sau se va
deteriora al treilea element, iar primul — nu si al doilea — nu. Prin urmare,
conform definitiilor operatiior asupra evenimentelor aleatoare, avem:

P(A)=P (A, Ay AU AL - Ay A3 U A, - A - Ay).

Calculam probabilitatea evenimentului A folosind succesiv: formula de
adunare a probabilitatilor pentru evenimente incompatibile (disjuncte) doua
cate doud, formula inmultirii probabilitdtilor evenimentelor independente (in
totalitate) si formula de calcul al probabilitatii evenimentului opus.

P(A)=0.13x (1-0.06) x (1 —0.12)+(1 —=0.13) x 0.06 x (1 —0.12)+(1 —
0.13) x (1 —0.06) x 0.12=0.25161.

La calcularea valorii P(B) = P <ké1Ak) se aplica Formula lui Poisson.
Deci, P(B)=1 — (1 —0.13) x (1 —0.06) x (1 —0.12)=0.28034. O

Probleme propuse.

Tema: Independenta evenimentelor aleatoare.

1. Cum ati explica pe intelesul unei persoane inteligente, dar care nu

cunoaste Teoria probabilitatilor, care este deosebirea dintre independenta a
doud evenimente aleatoare i proprietatea lor de a fi incompatibile/disjuncte?
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Pot fi oare independente si incompatibile concomitent doua evenimente aleatoare
A i B, legate de acelagi camp de probabilitate (Q, F, P) 7

2. Sunt oare independente doua evenimente aleatoare A si B, legate de
acelasi camp de probabilitate (2, F, P) dacd P(A) > 0, P(B) > 0,AB = @
o

3. Aritati ca daca un eveniment aleator A nu depinde de el insusi, atunci
probabilitatea acestuia este egala cu 0 sau cu 1.

4. Juriul unui concurs consta din 3 persoane care iau decizie corecta
independent unul de altul. Prima si a doua persoana iau decizie corecta cu
una si aceeasi probabilitate p,0 < p < 1, iar cea de a treia, pentru a lua
decizie, arunca o moneda "perfecta". Decizia finala se ia cu majoritate de
voturi. Cu ce este egala probabilitatea ca Juriul va lua o decizie corecta.

5. Presupunem ca un PC marca DELL produs in China este de caliate
superioara cu probabilitatea 0.7, iar acelasi calculator produs in Honkong
este de calitate superioara cu probabilitatea 0.8. Sunt luate la intamplare 3
PC-uri produse in China si 4 PC-uri produse in Honkong. Cu ce este egala
probabilitatea ca toate calculatoare vor fi de calitate superioara.

6. Contraexemplu (Trei evenimente pentru care probabilitatea
produsuluz lor coincide cu produsul probabilitatilor lor, dar care nu
sunt independente in totalitate). Considerdm aruncarea unui zar "per-
fect" de doua ori succesiv. Aratati cd evenimentele A = {numarul punctelor
aparute la prima aruncare nu va intrece 3}, B = {numarul punctelor aparute
la prima aruncare nu va fi mai mic de 3 §i, totodatd, nu mai mare de 5}
si C = {suma punctelor aparute va fi egald cu 9}. Aratati ca P(ABC) =
P(A)P(B)P(C), dar A, B si C nu sunt independente doud cate doud, cu alte
cuvinte, nu sunt independente in totalitate.

Tema: Formula lui Poisson.

7. Presupunemm cd 3% din productia de procesoare pentru telefoanele
mobile iPhone 6s, produse de firma asociata, au defecte. Controlului sunt
supuse 20 de procesoare luate la intamplare. Cu ce este egala probabilitaea
ca printre ele se va depista, cel putin, un procesor cu defecte?

8. Care este numarul minim de numere aleatoare din multimea de nu-
mere {1,2,...,9}, care te trebuie generate pe calculator, pentru a fi siguri cu
probabilitatea nu mai mica decat 0.9, ca printre ele se va intalni, cel putin
un numar par?

9. Presupunem cunoscut faptul ca intr-un experiment aleator £ proba-
bilitatea aparitiei, cel putin o data, a evenimentului A in patru probe inde-
pendente & este egald cu 1/2. Cu ce este egald probabilitatea evenimentului
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A daca aceasta este aceeagsi in fiecare proba £.

1.8. Formulele probabilitatii totale si a lui Bayes

Notiunile introduse permit calcularea probabilitatilor unor evenimente
mai complicate, cunoscdnd unele probabilitati, inclusiv conditionate, mai
usor de identificat. Este vorba de urmatoarea

Teorema (Formulele probabilitdtii totale si a lui Bayes). Daca
A gi Hy, Ho, ..., H,,... sunt evenimente aleatoare legate de acelasi camp de
probabilitate (0, F, P) si satisfac conditiile :

a) evenimentul A implica producerea a cel putin unuia din eveni-
mentele Hy, Hs, ..., H,,..., adica A C Hy U Hy U ... ;

b) evenimentele Hy, Ho, ..., H,, ... sunt incompatibile doua cdte doua,
adica HiNH; =0, Vi # 7,1, > 1;

c) P(H;) > 0, atunci au loc

formula probabilitatii totale (FPT)

P(A)=)  P(A/H)P(H,)

k>1
gt formula lui Bayes
P(H;)P(A/H;)

P(H;/A) = ce i > 1.
( J/ ) Z P(A/Hk)P(Hk)’ pentru orice j >
k>1

Remarca. Probabilitatea P(A) se numeste probabilitate apriori deoarece
aceasta este calculata inainte de a se efectua experimentul aleator corespun-
zator; gratie conditiei a) evenimentele Hy, Hs, ..., H,, ... se mai numesc
ipoteze, iar probabilitatile P(H;/A), j > 1 se numesc probabilitati aposteri-
ort deoarece acestea sunt probabilitati ale ipotezelor, probabilitati recalculate
in conditia ca, drept rezultat, in urma experimentului s-a produs evenimentul
A.

Exemplul 1 (Problema ,,Monty-Hall”). Aceasta problemd a fost popu-
larizata in Statele Unite de o emisiune de divertisment a canalului CBS din
1963.

Concurentul este pus in fata a trei usi. In spatele a doui usi este cate
o capra iar in spatele unei usi este un autoturism. Scopul jocului este de-
sigur cistigarea maginii. Jucatorul va castiga ce se afla in spatele usii alese.
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Participantul trebuie sa aleaga o uga. Apoi, prezentatorul ii deschide o alta
usa, din celelalte doua ramase, in spatele careia este o capra. Apoi il intre-
aba daca vrea sau nu sa isi schimbe alegerea initiala in favoarea usii a treia.
Aceasta intrebare genereaza, de fapt, problema calcularii a doua probabilitati
corespunzatoare respectarii a doua strategii de joc.

Strategia 1: Participantul nu-si schimba alegerea initiala.

Strategia 2: Participantul igi schimba alegerea initiala.

Care dintre strategii conduce la o probabilitate mai mare de a castiga
magina?

Solutie. Deoarece participantul alege, la inceput, la intAmplare una din
cele trei usi, rezulta ca nu conteaza in spatele carei usi se afla autoturismul.
Asa ca presupunerea ca magina se afla in spatele usii numarul 1 nu afecteaza
rezolvarea problemei. Considerdm evenimentul A = {participantul va castiga
autoturismul}. Observam ca acest eveniment implica valabilitatea a cel putin
uneia din ipoteze H;={participantul va alege initial usa cu numarul i}, i =1,
2, 3.

In aceste notatii, evenimentele A, H;, verifica conditiile aplicirii FPT.
Deci, P(A)=P(A/H,)P(H,)+P(A/Hy)P(Hs)+P(A/Hs)P(Hs), unde P(H;)
1/3, i = 1, 2, 3, indiferent de strategia folosita. In cazul folosirii Strate-
giei 1 avem: P(A/H,) = 1, iar P(A/H;)=P(A/H3) = 0, prin urmare
P(A)=1-1+0-1+40- 1. In cazul folosirii Strategiei 2 avem: P(A/H;) = 0,
iar P(A/Hy)=P(A/H;3) = 1, prin urmare P(A)=0-3+1-141-1 =2 1In
concluzie, aplicarea Strategiei 2 este mai eficienta deoarece maregte sansele
castigarii autoturismului de doua ori fata de cazul aplicarii Strategiei 1.

Exemplul 2 (Problema lui Lewis Carrol). Intr-o cutie se afli o bili,
despre culoarea careia se stie ca este alba sau neagra cu una si aceeagi prob-
abilitate. Introducem in aceasti cutie o bild alb#, dup# care extragem la
intdmplare o bila.

a) Cu ce este egala probabilitatea ca bila extrasa va fi de culoare alba.

b) Cu ce este egala probabilitatea ca bila initiala este de culoare alba,
daca bila extrasa este alba.

Solutie. Introducem evenimentul A={bila extrasi va fi alba} si ipotezele
Hy={bila initial aflata in cutie va fi alba}, Ho={bila initial aflata in cutie va
fi neagra}. Din conditiile problemei deducem ca: a) A C H; U Hy; b) Hi N
Hy=2; ¢) P(Hy)=P(H,)=%, ceea ce inseamnd ci sunt valabile conditiile in
care putem aplica formulele probabilitatii totale si a lui Bayes. Prin urmare,
deoarece P(A/H,) =1, P(A/H,) = 3,



o4

1_3.
27 4’

a) P(A)=P(A/H,)P(H;) + P(A/Hy)P(Hy)=1-1+ 1.

1
b) P(Hy/A)="ELTEI) 202,

In concluzie, introducerea artificiala a unei bile suplimentare de culoare
albd mareste probablitatea evenimentului A de la 1/2 la 2/3.

Probleme propuse

1. Sa se rezolve Problema ,,Monty-Hall” din exemplul 1 anterior in pre-
supunerea ca alegerea Strategiei 1 sau 2 este una randomizata cu probabili-
tatea p, 0 < p < 1. Mai exact, dupa ce participantul a facut alegerea initiala,
acesta arunca o moneda deformata, astfel incat Stema apare cu probabili-
tatea p iar Banul cu probabilitatea 1 — p. Daca apare Stema, atunci partic-
ipantul opteaza pentru Strategia 1, in caz contrar opteaza pentru Strategia
2. Sa se arate ca in cazul alegerii randomizate a strategiei probabilitatea
P(A) = (4 —p)/6 , prin urmare sansele maxime de castigare a autoturismu-
lui corespund valorii p = 0, ceeea ce corespunde folosirii, numai si numai, a
Strategiei 2.

2. Un lot de PC-uri, din care 10% sunt cu defecte, este supus controlului
calitatii. Schema controlului este de aga natura, incat defectul (daca acesta
exista) este depistat cu probabilitatea 0.95, iar probabilitatea ca un calcu-
lator fara defecte va fi declarat defect este egala cu 0.03. Cu ce este egala
probabilitatea ca un calculator ales la intamplare din lot va fi declarat de-
fect? Cu ce este egala probabilitatea ca PC-ul ales la intamplare intr-adevar
este defect daca se stie ca acest PC a fost, in urma controlului, declarat a fi
defect?

3. Consideram ca la un magazin de calculatoare au fost aduse un lot
de PC-uri marca HP, din care 30% sunt produse in China, 20%-in Singa-
pore si 50%-in Honkong. Cu ce este egala probabilitatea ca un PC cumparat
la intamplare are defecte ascunse daca astfel de defecte au 20% de calcula-
toare produse in China, 10%-cele produse in Singapore si 5%-cele produse
in Honkong? Cu ce este egala probabilitatea ca PC-ul cumparat la intam-
plare este produs in China , daca se stie ca acesta s-a dovedit a avea defecte
ascunse?

4. Intr-o cutie sunt 20 de mingi de tenis, din care 15 sunt noi noute, iar
5 sunt folosite la joc. Pentru primul joc sunt alese la intamplare doua mingi,
dupa care sunt puse la loc in cutie. Pentru jocul urmator sunt alese, la fel,
doua mingi. Cu ce este egala probabilitatea ca ambele mingi alese pentru cel
de al doilea joc vor fi noi noute? Cu ce este egala probabilitatea ca pentru
primul joc au fost extrase 2 mingi noi noute daca se stie ca mingiile extrase
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pentru cel de al doilea joc s-au dovedit a fi noi noute?

5. Avem doua cutii, astfel incat in prima cutie se afla 6 bile albe si 4 bile
negre, iar intr-a doua cutie se afla 3 bile albe si 2 bile negre. Din prima cutie
este extrasa la intamplare o bila si pusa intr-a doua cutie. dupa care dintr-a
doua cutie este extrasa la intamplare o bila. Cu ce este egala probabilitatea
ca aceasta va fi de culoare alba? Cu ce este egala probabilitatea ca din prima
cutia a fost extrasa o bila alba daca se stie ca din cutia a doua a fost extrasa
o bila alba?

6. Presupunem exact una din 10 000 000 de monede perfecte are impri-
mata Stema pe ambele parti ale ei. Cu ce este egala probabilitatea ca a fost
aleasa la intdmplare moneda cu ambele fete marcate cu Stema daca se stie
ca in urma aruncarii ei de 10 ori succesiv a aparut Stema?

7. Se stie ca mesajele scurte (SMS-urile) transmise prin intermediul tele-
foniei mobile sunt codificate cu ajutorul cifrelor/semnalelor 0 sau 1. Pre-
supunem ca transmiterea semnalelor este supusa bruiajelor, astfel incat sunt
deformate 2/5 semnale 0 si 1/3 semnale 1. Presupunem ca ponderea sem-
nalului 0 in mesajul transmis este egala cu 5/8 iar ponderea semnalului 1
este egala cu 3/8. Cu ce este egala probabilitatea receptionarii corecte a
primului semnal din mesaj daca se stie ca a fost receptionat: a) semnalul 0;
b) semnalul 1.

8. Presupunem ca avem un lot de 5 PC-uri despre care se stie, doar, ca
este echiprobabila orice ipoteza Hj despre numarul £ de PC-uri defecte in
acest lot, £ = 0,1,2,...,5. Care ipoteza are probabilitatea cea mai mare daca
se stie ca, alegand la intamplare un PC, acesta s-a dovedit a fi cu defecte?

9. Sa se determine probabilitatea ca intr-un lot de 1000 de calculatoare
nu exista niciunul cu defecte, daca se stie ca 100 de calculatoare din acest
lot, supuse controlului, s-au dovedit a fi fara defecte, presupunand ca sunt
valabile, cu una si aceeasi probabilitate, oricare din ipotezele Hy = {numarul
de calculatoare defecte, printre cele 1000 de calculatoare din lot, este egal cu
k}, k=0,1,2,3,4,5.

10. Intr-o cutie sunt 7 bile albe si 3 bile negre. Sunt extrase la intam-
plare, fara intoarcere, doua bile, din care, cel putin, una s-a dovedit a fi de
culoare neagra. Cu ce este egala probabilitatea ca cealalta bila extrasa este
alba.

11. O reprezentanta pentru vanzari de automobile cunoaste, din expe-
rienta anterioard cd 10% din cei care viziteaza showroom-ul si discutd cu
un vanzator vor cumpara in cele din urma o magina. Pentru a mari sansele
de succes, reprezentanta ofera o cina gratuitd cu un agent de vanzari pentru
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toti oamenii care sunt de acord sa asculte o prezentare completa a vanzarilor.
Aceasta stiind ca unii vor face totul pentru o cina gratuita, chiar daca nu
intentioneaza sa cumpere o masina, iar unii ar prefera sa nu petreaca o cina
cu un vanzator de magini. Pentru a testa eficacitatea acestui stimulent de
promovare a vanzarilor proiectul este derulat pentru 6 luni, constatdnd ca
40% dintre persoanele care au cumparat magini au avut o cind gratuita. In
plus, 10% din persoanele care nu au cumparat magini au avut o cind gratuita.
Conducerea este interesata in a afla daca:

a) Oamenii care accepta cina au o probabilitate mai mare de a cumpara
0 magina noua?

b) Care este probabilitatea ca o persoana care nu acceptd o cind gratuita
sa achizitioneze o magina?

12. Pe baza unei examinari a inregistrarilor anterioare ale soldurilor con-
turilor unei societati, un auditor constatd ca 15% au continut erori. Din
aceste solduri in eroare, 60% au fost considerate ca fiind valori neobignuite
bazate pe istoricul activitatii societatii. Din totalul tuturor soldurilor con-
tului, 20% prezentau valori neobignuite. Dacé cifra pentru un anumit sold
pare neobisnuita pe aceasta baza, cu ce este egala probabilitatea ca acesta
contine erori?

13. Datele statistice arata ca 5% din persoanele de sex masculin sufera
de daltonism pe cand doar 0.025% din persoanele de sex feminin suferd de
aceasta tulburare de vedere cromatica. Dintr-o societate formata din acelasi
numar de barbati si de femei a fost aleasa la intdmplare o persoana. Cu ce
ste egala probabilitatea ca aceasta persoana este una de sex masculin daca
aceasta s-a dovedit a fi una afectata de daltonism.

2. Variabile aleatoare

2.1. Introducere

In legiturd cu modelarea matematica a experimentelor aleatoare (ce
posedd proprietatea regularitétii statistice) trebuie sa tinem cont ci, in re-
alitate interes prezintd, deseori, nu rezultatele posibile (evenimentele ele-
mentare) ca atare ci nigte marimi numerice ce depind de acestea. De exem-
plu, intr-un sondaj ce vizeaza cercetarea veniturilor salariale ale angajatilor,
sa zicem, din sfera bugetara, interes prezinta venitul salarial al unui angajat
inclus in egantion, nu persoana in cauza. Cu alte cuvinte vom avea de a aface
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cu o marime (variabild) ce depinde de evenimentele elementare, doar salariul
variaza de la angajat la angajat. Notiunea matematica corespunzatoare este
cea de variabila aleatoare care in Statistica mai este cunoscuta si sub den-
umirea de caracteristica sau variabila statistica. Dar in legatura cu fiecare
eveniment elementar putem asocia una, doua sau mai multe caracteristici
statistice. Astfel, in exemplul nostru, fiecarui angajat din sfera bugetara ii
putem asocia astfel de caracteristici ca marimea salariului, nivelul de studii,
varsta, etc. Drept consecinta, se impune introducerea notiunilor de variabile
aleatoare unidimensionale, bidimensionale (multidimensionale).

2.2. Variabild aleatoare (unidimensionald), functia ei de
distributie (repartitie)

Pentru inceput vom introduce notiunea de variabila aleatoare unidimen-
sionala.

Definitia 1. Fie (2, F, P) un camp de probabilitate, atunci vom numi
variabild aleatoare (v.a.) definita pe acest camp orice aplicatie (regula, functie)
X : 0 — R care verifica conditia

{weQ: X(w) <z} €F pentru orice x € R. (1)

Remarca 1. Daca suntem in cazul discret, adica, in cazul cand spatiul
de evenimente elementare ) este o multime finita sau, cel mult, numarabila,
atunci campul (familia) de evenimente aleatoare F coincide cu familia tu-
turor submultimilor din €2. Prin urmare, in acest caz, putem numi variabila
aleatoare orice aplicatie X : 2 — R, deoarece in caz discret conditia ca
{w e N: X(w) < x} € F este valabild automat pentru orice = € R.

Evenimentul care figureazi in conditia (1) se noteaza, pe scurt, astfel:
{w: X(w) < z},sau{X < z}. Marimea X (w) se numeste valoare a variabilei
aleatoare X. Din conditia (1) rezulta ca pentru orice x € R putem determina
probabilitatea evenimentului aleator {X < z}.

In calitate de exemple de v.a. intalnite in practicd putem lua: suma de
puncte aparute la aruncarea unui zar de doua ori, durata functionarii unui
dispozitiv electronic, numarul de particule alfa emise de o substanta radioac-
tiva intr-o unitate de timp, cantitatea anuala de precipitatii atmosferice intr-o
anumita regiune, numarul de apeluri telefonice inregistrate pe parcursul a 24
de ore la o statie de ajutor medical, numarul de accidente auto inregistrate pe
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parcursul unui anumit interval de timp, numarul despagubirilor sau valoarea
totala a despagubirilor platite de o Companie de Asigurari, etc., etc.

Este important sa facem deosebire dintre v.a. X gi multimea ei de valori
posibile X'. De exemplu, daca X reprezinta multimea de puncte aparute la
aruncarea unui zar o singura datd, atunci X € X ={1, 2, ..., 6} C R.

Definitia matematica a notiunii de v.a. este suficient de flexibila. Aceasta
se vede din

Proprietatile variabilei aleatoare. a) Daci X este o variabila aleatoare,
atunci pentru orice a, b € R, a < b sunt evenimente aleatoare §i prin urmare
sunt definite probabilitatile lor pentru {X > a}{X > a}{X = a}, {a
< X <b}, {a < X < b}, ete;

b) Fie (2,F, P) un camp de probabilitate, a € R, iar X : @ — R
$iY : Q — R sunt variabile aleatoare. Atunci sunt variabile aleatoare si
functiile: 1) aX; 2) Xk k=1,2,..:8) X -Y;4) X+Y;5) X -Y;6)1/Y
dacd Y(w) #0,Vw € Q; 7) X /Y daca Y (w) # 0, Vw € Q; 8) X £+ a.

c) In genere, daca avem un sir finit de v.a. definite pe unul si acelasi
camp de probabilitate, atunci v.a. va fi si orice functie de aceste variabile,
i caz ca aceasta este functie continua. Astfel suma de v.a., diferenta lor,
produsul lor, minimumul sau maximumul de aceste variabile, etc., vor fi v.a.

Drept alternativa la notiunile de v.a. X si de caAmp de probabilitate
(Q, F, P) pe care este definita aceasta, privite, in ansamblu, ca model matem-
atic ce descrie comportamentul probabilist al v.a. X, se foloseste pe larg, in-
clusiv in Statistica Matematica, notiunea de functie de distributie (repartitie)
av.a. X.

Definitia 2. Fie (2, F, P) un camp de probabilitate si X : @ — R o
variabila aleatoare definita pe el. Atunci functia F' : R — R definita prin
relatia

F(z) = P(X < z), pentru orice x € R, (2)

se numeste functie de distributie (f.d.) sau de repartitie a v.a. X, numita
si functie cumulativa de distributie (f.c.d.).

Remarca 2. Functia cumulativa de distributie este, de fapt, imag-
inea teoretica a functiei empirice din Statistica Descriptiva, mai exact a
frecventelor relative cumulate crescator.

Exemplul 1. In legaturs directs cu aruncarea unei monede "perfecte" o
singura data vom descrie f.d. a numarului X de "steme" aparute si vom trasa
graficul ei. Observam ca valorile posibile ale lui X sunt valori din &' € {0, 1},
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unde P(X € X) = 1. Atunci f.d. av.a. X

P(2), pentru orice = < 0,
F(X)=P(X <z)=< P{stema nu va apare}, pentru orice 0 < z < 1,
P{Q}, pentru orice 1 < z,

0, pentru orice x < 0,
%, pentru orice 0 <z < 1,
1,  pentru orice 1 < x.

Folosind functia indicator

| 1, pentru x € A,
Ta) = { 0, pentru x ¢ A,

observam ca functia de distributie F'(z) poate fi scrisa intr-o form& mai com-
pacta: F(2)=31j0,1)(2) 11, +00)(2)-
Graficul acestei functii este urmatorul

Teorema. (Proprietatile caracteristice ale f.d.). Daca F(x) este o
f-d. a unet v.a., atunci au loc urmatoarele proprietati:

1%, F(z) este monoton nedescrescitoare, adica, F(x1) < F(z3) deindata
ce ry < T3 ;

2. F(z) este continud la dreapta pentru orice v € R, adica, pentru orice
sir monoton descrescator de valort x,, care tinde la x, atunci cind n tinde
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la +00, girul corespunzator de valori F(x,) are drept limita valoarea F(x),
fapt ce se noteaza, pe scurt, F(x + 0) = F(x);

3% F(—00) =0 §i F(+00) = 1.

Remarca 3. Importanta Teoremei anterioare rezida in faptul ca pro-
prietatile 1°-3° sunt caracteristice numai i numai functiilor de distributie
in sensul ca, are loc si reciproca acestei teoreme, conform careia: pentru
orice functie F' : R — R, ce poseda aceste proprietati, putem construi
(neunivoc) un camp de probabilitate (2, F, P) si o v.a. X definitd pe el,
astfel incat functia ei de distributie va coincide cu F. In concluzie, orice
functie F'(x) poate fi privita ca un model matematic ce descrie o Legitate
(distributie, repartitie) ce guverneaza comportamentul probabilist al unei
v.a., deindata ce a aceasta functie posedad proprietatile 1°-3°. Mai mult, in
posturd de model probabilist, cunoscand f.d. F(z), putem calcula probabil-
itatile cele mai importante din punct de vedere practic, probabilitati legate
de v.a. corespunzalegate X. Aceasta se vede din urméatoarea

Propozitie (Formule de calcul ale probabilitatilor pe baza f.d.)

Fie X o v.a. cu f.d. F(x). Atunci pentru orice a < b, a,b € R, au loc
urmatoarele formule de calcul ale probabilitatilor:

a) Pla< X <b)=F(b) — F(a);

b) P(X >a)=1— F(a);

c¢) P(X =a) = F(a) — F(a —0), prin F(a — 0) fiind notata limita la
stanga a functiei F' in punctul a;

d) Pla <X <b)=F(b)— F(a—0);

e) Pla< X <b)=F(—-0)— F(a);

f)Pla< X <b)=F(0b-0)—F(a—0).

Remarca 4. Din formula ¢) rezultd ca, atunci cand f.r. este continua,
P(X = a) =0, deorece in acest caz si F'(a —0) = F(a).

Remarca 5. In continuare vom spune ci graficele care au forma celui
din exemplul anterior sunt grafice de forma scarata. Acestea ne permit sa
restabilim cu usirinta repartitia v.a., mai exact, multimea de valori posibile
ale v.a. corespunzatoare, ca fiind punctele de salt ale graficului, iar proba-
bilitatile corespunzatoare coincid cu inaltimile treptelor in cauza.

Exemplul 2. Olaf Motors, Inc. este un dealer auto intr-un mic oras sudic
din SUA. Pe baza unei analize a acestuia istoriei vanzarilor sale , managerii
stiu ca in fiecare zi numarul de magini Toyota Prius vAndute poate varia de
la 0 la 5. Cum poate functia de distributie F'(x) a numarului X de magini
vandute intr-o zi sa fie utilizata pentru planificarea stocului zilnic daca se
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stie ca

0.951[475) (JI) + 1[57+OO) (l’)

Solutie. Variabila aleatoare X € X ={0,1,2,3,4,5}. Deoarece P(X <
4) = F(4) = 0.95, rezultd ca dacd Olaf Motors va tine zilnic in stoc 4
autoturisme Prius, atunci clientii vor fi pe deplin satisfacuti in 95% de
cazuri, pe cand daca acest dealer va tine zilnic in stoc 2 autoturisme, atunci
in 35% de cazuri vor exista clienti cu solicitdri de cumparare nesatisfacute,
deoarece P(X >2)=1—F(2)=1-0.65 = 0.35.

Exemplul 3. Considersm functia F(z) = (1 — ¢™2*) - Ij o) (z). Ob-
servam cd F(x) are toate proprietitile caracteristice f.d., ceea ce se vede si
din graficul ei de mai jos ca este o functie monoton crescatoare, continua si
pentru care F'(—oo) = 0, F'(+00) = 1. Aceasta se vede si din graficul ei dat
mai jos

Prin urmare putem considera ca F(x) descrie comportamentul proba-
bilist al unei v.a. X, valorile cdreia sunt concentrate pe intervalul [0, +00),
deoarece:

PX<0)=F0)=1—-e?=1-1=0
iar
PX>0)=1-F0)=1-(1-¢?%)=1-0=1.

Probleme propuse.
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1. Considerand functia de distributie F'(z) din exemplul anterior ca
fiind functia de distributie a duratei vietii X (mésuratd in ani) a unui corp
de iluminat pe bazi de neon, aflati valorile urmatoarelor probabilitati: a)
P(X <1);b) P(X >1);¢c) P(X =1);d) P(X >0). Aratati cd in acest caz
Pla < X <b)=P(a < X <b)=P(a < X < b)=F(b) — F(a)=e 2 — 2
pentru orice a < b, a, b € R.

2. Care din urmatoarele exemple reprezinta functii de distributie, adica
sunt modele probabiliste ale unor variabile aleatoare?

2) F(2) = (1~ p)o.y(@) + I oy (2).p € (0, 1);

b) F(x) = {1on(2) + §11.2)(2) + L2400 (7);

) F (2)=4110,1) () +511,2) () 12, 100) (7);
d) F(z)=aljp1)(2)+ (1,400 (2); €) F(2)=231101)(2)+](1,400)(7);
f) Trasati graficul fiecarei functii.

)

@)

2.3. Variabile aleatoare de tip discret, distributii (repartitii)

In Teoria Probabilitdtilor sunt studiate 3 tipuri de v.a.: discrete, (absolut)
continue si singulare, interesante din punct de vedere ale aplicatiilor fiind doar
primele doud. Vom incepe cu variabilele aleatoare discrete (v.a.d.).

Fie X o v.a. definita pe campul probabilist (2, F, P).

Definitia 1. Variabila X se numeste variabila aleatoare de tip discret
daca multimea valorilor posibile ale acesteia este finita sau infinita, cel mult
numerabild, mai exact, dacd putem identifica o multime de forma X'={z,z,,
ey Tp} sau X={z1,x2, ..., Tpn,...} cu proprietatea P(X € X) = 1, unde
T<To< ... < Tp<... .

Drept exemple de v.a. de tip discret putem lua numarul de steme aparute
la aruncarea unei monede de n ori, numarul de puncte aparute la aruncarea
unui zar o singura data, numarul de apeluri telefonice inregistrate la Urgenta
Medicala pe parcursul a 24 de ore, numarul de erori descoperite in urma
compilarii unui soft, numarul de cumparatori, dintr-un numar total de n
cumparatori, care au cumparat un anume produs comercial, etc.,etc.

In paragraful anterior am vazut ci orice v.a. X definitd pe cAmpul proba-
bilist (2, F, P) poate fi modelatd matematic intr-o maniera echivalenta, cu
ajutorul funtiei ei de distributie F/(X) =P(X < X). Dupa cum vom vedea
in cazul v.a. de tip discret, mai existad inca o alternativa, echivalenta cu f.d.

Definitia 2. Vom numi distributie (repartitie) probabilista (simplu, dis-
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tributie) a v.a. X setul de perechi ordonate (x;,p;);>1 sau tabloul de forma

rT T2 ... Tp ... .
X ,unde p; = P(X =x;) > 0,1 > 1, i = 1.
(Pl b2 o Pn . ) b ( ) ;p

Urmatoarea afirmatie arata ca, in caz discret, f.d. si distributia v.a. X
sunt doud forme echivalente de modelare matematica (probabilistd) a ei.

Propozitie. F.d. s distributia unei v.a. X de tip discret sunt legate
intre ele conform urmatoarelor formule:

a) F(z) = 3 p;

1z <

b) multimea de valori posibile ale v.a. X coincide cu multimea X={x,
Ty ey Tpy .. y={z € R: F(z) — F(z — 0) > 0} iar probabiltatile

Remarca. Din aceasta propozitie rezulta ca f.d. si distributia unei v.a.
de tip discret sunt doua forme echivalente de modelare probabilista ce descriu
legea care guverneaza comportamentul probabilist al v.a.. Mai mult, o v.a.
de tip discret este definita, daca se cunoaste legea ei de repartitie: sau sub
forma de functie de repartitie, sau sub forma de repartitie. Mai observam ca
formula de legatura dintre distributia gi f.d. a v.a X (vezi p.a) din propozidia
de mai sus) mai poate fi scrisd i in forma

F(z) = Zpil[xi,-i-OO) ().

i>1

Exemplul 1. Revista The American Almanac of Jobs and Salaries, a
comunicat, in urma unui studiu statistic pe anii 1994 — 95, ca din numarul
total de absolvent licenciati la specializarea Contabilitate care si-au gasit
un loc de muncd 25% s-au angajat in sectorul public. Cu ce este egald
probabilitatea ca alegand la intamplare 15 astfel de absolventi vom descoperi
ca cel putin 3 dintre ei vor fi angajati din sectorul public.

Solutie. Spatiul de evenimente elementare poate fi descris ca fiind
O={(as, as, ..., ar5) : ai € {0,1}, k = 1,15}, unde

o — 1, daca absolventul nr. k va fi unul angajat din sectorul public,
B 0, in caz contrar.

Campul de evenimente aleatoare F={A : A C Q }, iar pentru fiecare
eveniment elementar { (a1, as, ..., ai5)}, stiind ca evenimentele aleatoare {ay }
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sunt independente si probabilitatile lor sunt egale cu
P{a} = (0.25)%(1 — 0.25)' % = (0.25)*(0.75)* ™, k = 1,15 ,

putem determina probabilitatea lui

15
P{(a1,az,...;a15)} = P{ai} P{as}...P{a1} = H (0.25)*(0.75)' " =
k=1
15 u 15— 15 u
— (0.25)5" (0.75) T &™)

Deci pentru orice eveniment A € F putem calcula probabilitatea lui dupa
formula:

P(A)= > P{(a1,az,...,a15)}.

(a1,a2,...,a15)€Q : (a1,a2,...,a15)EA

Notam prin X numarul absolventilor angajati in sectorul public din cei
15 absolventi angajati in cAmpul muncii. Observam ca X poate fi privita ca
fiind v.a definita pe cAmpul de probabilitate (2, F, P) mai sus, unde X € {0,
1, ..., 15} cu probabilitatea 1, {X=k}={(a1, as, ..., a15) € 2 : X(a1, ag, ...,
ais) = ky={(a1, az, ..., a15) € Q : a1+ ag+ ...+ a;5 = k}, k = 1,15 . Prin
urmare putem spune ca

P{X:k}: Z P{(al,ag,...,al5)} =

(a1,a2,..,015)€Q : (a1,a2,...,a15)€{X =k}

— Z P{(al,ag,...,a15)} -

(a1,a2,...,a15)€Q : a1+az+...+a15=k

15 15
> ak 15— > ag

> (025)=(0.75) ==

(a1,a2,...,a15)€Q : a1+az+...+ais=k

(0.25)(0.75)15* : Y1 =

(a1,a2,...,a15)EQ : a1+az+...+ai5=k
card({(a1,ag, ..., a15) € Q: a1 +ag + ... + ay5 = k}) - (0.25)5(0.75)*F=
= CF(0.25)%(0.75)5 % k =T1,15.
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V.a. X are distributia dat& de formula P{X = k}=CF(0.25)%(0.75)* k =
1,15. Atunci evenimentul A={ cel putin 3 din 15 absolventi vor fi angajati

din sectorul public}= {X > 3}, iar P(A) =1— P(A) =1— P(X < 3). Dar,
P(X <3)=PH{X=0U{X=1}U{X =2}) =

P{X =0}U{X =1}U{X =2})=

3
P{X =0} + P{X =1} + P{X =2} = » _ C£(0.25)"(0.75)"*~* = 0.236088.
k=0

Or, P(X <3)=1-10.236088 = 0.76391.
Modelul (distributia) probabilistd datd de formula

P{X =k} =CF(0.25)5(0.75)5 % k =T1,1
reprezinta un caz particular al distributiei numita binomsiala.

Probleme propuse.

1. O unitate medicala specializata trateaza 10 pacienti afectati de o
infectie bacteriala letala. Acestora li se aplica un antibiotic eficienta caruia
este confirmatd experimental, ca fiind egala cu 95% din cazuri favorabile
raportat la numarul total de cazuri. Daca tratamentul nu este eficient, atunci
pacientul decedeaza.

a) Identificati v.a. ce descrie numarul de pacienti care au supravietuit
infectiei in urma aplicarii antibioticului. Descrieti multimea de valori posibile
a acestei variabile. Ce reprezinta cAmpul de evenimente aleator corespunzator
acestei v.a.

b) Prin analogie cu Exemplul 1 din p.2.3., asociati repartitia (modelul)
ce descrie comportamentul probabilist a v.a. introduse.

c¢) Calculati probabilitatea ca vor supravietui toti cei 10 pacienti supusi
tratamentului.

d) Dar cu ce este egald probabilitatea ca vor deceda, cel mult, 2 pacienti.

e) In cazul decedarii, s& zicem, a 5 pacienti, Ministerul Ocrotirii Sanstatii
declangeaza o investigatie privind corectitudinea practicilor unitatii medicale.
Ce argumente de ordin probabilist pot fi aduse in favoarea acestei investigatii
guvernamentale.

f) Aflati f.d. a v.a. cercetate gi trasati graficul ei.
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2. Magazinul "Torrent Computers" specializat in vanzarea calculatoarelor
a stabilit, in baza activitii sale de lunga durata, ca numarul X de calculatoare
vandute zilnic este guvernata de distributia

v [ 0 1 2 3 4 5 ¢
1005 01 02 02 02 015 0.1 )

Calculati urmatoarele probabilitati: a) P(3 < X < 6); b) P(X > 3); ¢)
P(X <4);d) P(2< X <5).

3. V.a. X reprezinta suma punctelor aparute la aruncarea unui zar
"perfect" de doua ori succesiv. Aflati distributia probabilista a v.a. X si
calculati probabilitatea ca X va lua valori din intervalul [—1,4).

4. V.a. X reprezinta produsul punctelor aparute la aruncarea unui zar
"perfect" de doua ori succesiv. Aflati distributia probabilista a v.a. X si
calculati probabilitatea ca X va lua valori din intervalul [—1, 0).

5. V.a. X reprezinta numarul minim din cele doua numere de puncte
aparute la aruncarea unui zar "perfect" de doua ori succesiv.Aflati distributia
probabilista a v.a. X si calculati probabilitatea ca X va lua valori din inter-
valul [—1,5).

6. V.a. X reprezinta numarul maxim din cele doua numere de puncte
aparute la aruncarea unui zar "perfect" de doua ori succesiv. Aflati dis-
tributia probabilista a v.a. X si calculati probabilitatea ca X va lua valori
din intervalul [—1,5).

7. Monetaria statului utilizeaza o masina de stantat monede. La fiecare
stantare se produc 10 monede. Numarul de ordine a stantarii de la care
magina se defecteaza si incepe sa produca monede rebutate poate fi privit
ca o v.a. X a carei distributie probabilista are forma P(X = k)=q(1 —
p)* ' 2s,.y(k), unde p € (0,1).

a) Exista vre-o restrictie la alegerea constantei q? Daca da, precizati
care anume? b) Este oare v.a. X de tip discret sau de tip (absolut) con-
tinuu? De ce? c¢) Daca se stie ca probabilitatea defectarii maginii chiar de
la prima stantare este este egala cu 0.5, concretizati cum arata ditributia
probabbilista. Calculati probabilitatea ca masina se va defecta la stantarea
a 10-a. d) Deduceti formula de calcul pentru valorile f.d. F(z)=P(X < x)
si calculati cu ajutorul ei probabilitatea cad magina va efectua fara defecte
cel putin 10 stantari. e) Calculati probablitatea cd magina va efectua fara
defecte cel putin 20 gtantari daca se stie ca aceasta a efectuat fara defecte
cel putin 10 stantari.
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2.4. Variabile aleatoare de tip (absolut) continue, densitéti de
distributie (repartitie)

Pentru inceput vom relua Exemplul 3 din p.1.5 in care experimentul
aleator considerat rezidd in aruncarea /alegerea la intamplare a unui punct
din intervalul [0,1] . Din punct de vedere matematic acest experiment se
descrie, cum am vazut, de campul de probabilitate geometrica (2, F, P),

unde
Q=[0,1], F = {A C Q : existd mesA} iar P(A) = 24 Daca vom

mesQ’
nota prin X coordonata unui punct aruncat la intAmplare pe intervalul [0, 1],
atunci X devine v.a. definitd pe cAmpul de probabilitate (2, F, P), unde
X(w) = w, pentru orice w € 2. Mai mult ca atat, dat fiind specificul

campului de probabilitatye geometrica functia ei de distributie

0, daca x <0,
x, daca x € [0, 1],
1, daca x > 1.

mes(2N (—o0,x))
mes§2 B

F(z)=P(X <) =

Observam ca f.d. F'(x) este nu numai continua, dar si derivabila aproape
pentru orice z € R, mai exact, cu exceptia punctelor = € {0,1} si derivata ei

dF(z) 0, daca = ¢ [0,1],

f(z) = — = { 1 dacii 3 € [0.1]. > 0, pentru orice x € R.

In plus,
Flz) = / F(u)du.

Faptul ca v.a. X din exemplul nostru ia valori dintr-o multime infinita
nenumarabila (de putere continuum) cu f.d. continud gi pentru care exista
o functie nenegativa f : R — [0, 400) cu proprietatea de mai sus face ca
toate v.a. cu proprietati similare sa scoata in evidenta un tip aparte de v.a.
marcat de urmatoarea

Definitie. Vom spune ca v.a. X este o v.a. de tip (absolut) continud
dacd pentru functia ei de distributie F(x) = P(X < z) exsta o functie
f(z) >0, Vo € R, astfel incat

F(z) = / f(u)du.
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Functia f(x) cu aceste doud proprietdti se numeste densitate de distributie
(repartitie) a probabilitatilor, pe scurt, (d.d).

Remarca 1. F.d., dar si d.d. analizate in exemplul de mai sus poarta den-
umirea de distributie uniforma pe [0,1], iar experimentul (imaginar) descris
mai sus poate fi simulat (imitat) pe calculator, folosind orice limbaj de pro-
gramare evoluat (C++, Java, etc.) in baza functiei program random float,
accesarea careia conduce la generarea unei valori a unei v.a. X uniform
distribuite pe acest interval. Dealtfel aceasta functie program, impreuna cu
varianta ei discretd stau la baza algoritmilor de simulare (generare) a valorilor
v.a. X cu distributia probabilista arbitrara. Cu alte cuvinte, cu ajutorul cal-
culatorului putem simula orice fenomen aleator, deindata ce este cunoscuta
legitatea probabilista sub forma ei de f.d., distributie sau d.d..

Drept alte exemple de v.a. de tip (absolut) continue putem lua durata
vietii unui dispozitiv electronic, durata dintre doua apeluri telefonice succe-
sive inregistrate la un post telefonic, durata dintre doua despagubiri succesive
acordate de o companie de asigurari, eroarea de masurare cu ajutorul unui
indstrument de masurare, indltimea unui barbat (femeie) ales (aleasa) la in-
tamplare dintr-o populatie a unei tari anume, etc., toate acestea fiind exem-
ple de v.a. ale caror valori posibile formeaza o multime infinita nenumarabila.

Remarca 2. Cuvantul "absolut” din Definitie nu este luat intamplator
in paranteze, deoarece in Teoria probabiltatilor se regasesc exemple de v.a.
ale caror f.d. este continud, dar care nu satisfac conditiilor suplimentare
impuse asupra f.d. pentru ca v.a. corespunzitoare si fie v.a. de tip (absolut)
continua. FEste vorba de v.a. de tip singular care in acest curs nu vor fi
abordate, datorita faptului ca aceste nu au o aplicatie practica evidenta.
Folosirea cuvantului "densitate” , la fel, nu apare intAmplator in denumirea
de densitate de repartitie a probabilitatilor, deoarece acesta ne aminteste de
sensul fizic al densitatii. Intr-adevar, pentru orice v.a. X de tip absolut
continud cu f.d. F(x), are d.d. f(x) ce poseda proprietatea cd pentru o
valoare Ax > 0, oricat de mica ar fi ea,

z+Ax T

Plz< X <z+Ax)=F(x+ Az)— F(z) = /f(u)du—/f(u)du:

r+Ax

/ Flu)du ~ f(z)Az.
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In plus, toate v.a. X de tip (absolut) continuu, dat fiind faptul ca acestea
au functii de distributie continue, au proprietatea ca pentru orice numar real
a

P(X =a)=F(a)— F(a—0)=F(a) — F(a) = 0.

Din acelasi motiv au loc urmatoarele formule de calcul ale probabilitatilor in
baza f.d. sau a d.d.

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)=
b

— F () - F(o) = [ f(un
iar
+oo
me>@:fmxz@:1—me:/fwmw

Similar cu cazul discret, si in cazul (absolut) continuu d.d. f(z) este
o alternativd la f.d. F(z) a v.a. privita ca model matematic ce descrie
comportamentul probabilist al v.a. X. Concluzia aceasta se poate trage din
urmatoarea

Propozitie (Legatura dintre d.d. si f.d., proprietatile d.d). Daca
X este o v.a. de tip (absolut) continud , atunci f.d. F(z) = P(X < x) gi
d.d. corespunzatoare f(x) au proprietatile

1°. Cunoscand f.d. F(z) = P(X < z) a v.a. X putem restabili d.d.
corspunzatoare F'(x), conform relatiei

dx

2°. Cunoscand d.d. f(z) a v.a. X putem restabili f.d. corspunzitoare
F(z), conform relatiei

F(r) = 7f(U)dU;

3°.0Orice functie f(x) nenegativa, integrabild Riemann pe R gi pentru care

o0
/f@ﬂle
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reprezintd o d.d. probabilistd a unei v.a. X de tip (absolut) continua.

Remarca 3. Multimea XY={zx ¢ R: d.d. f(x) a v.a. X are proprietatea
ci f(x) > 0} aratd ca valorile posibile ale v.a. X sunt concentrate pe X.
Intr-adevar:

1_/f da:—/f dx—l—/f )dx /f da:—l—/()d:c—/f

R\X R\X

Exemplul 1. Multe modele legate de cercetarea unor fenomene aleatoare
ce apar in domeniile tehnicii, asigurarilor, demografiei, finantelor, etc., vizeaza
v.a. de tip absolut continuu ale caror comportament probabilist este descris
prin intermediul densitatii de distributie de forma

0, daca x < 0, g
f(x) B { )\G_Ax 7daCd T Z 0. = Ae A ][07+00)(x)

unde parametrul A > 0.

Cum f(z) > 0si

0

7Of<x)dx _ /de + 70)\6_’\”“"6155 (e R (1= 0) = (1—1) = 1.

0

din proprietatea 3° formulatd in propozitia anterioara, conchidem ca f(x)
reprezintd un model matematic a unei v.a. Echivalentul acestui model este
f.d. corespunzatoare d.d. f(x), adica

| 0, daca x < 0, z
B /f(u)du - { 1—e ™ dacix>0. (I—e A )‘[[O,+<>O)(5C)-

Acest model poartd denumirea de distributie probabilista exponentiald cu
parametrul A > 0 (a se vedea exemplele 9, din p.1.3 si 3, din p.2.2.).

Probleme propuse.
1. Care din urmatoarele functii pot fi considerate ca fiind d.d. (modele
probabiliste) ale unor v.a.:

a) f(x) = e "I 400 (x); b) f(@) = 0.25e " Ip 4o0) () €) f() =
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pentru orice x € R;

d) f(x)=2x1jp1(z). In acele cazuri in care f(z) este d.d. trasati graficul
ei, determinatii f.d. corespunzatoare si trasati graficul ei.

2. Pentru fiecare din urmétoarele exemple sa se determine valoarea con-
stantei k astfel incat functia f(x) sa fie o d.d., dupa care determinati f.d.
F(z) corespunzatoare d.d. f(x) si trasati graficele lor:

a) fla)=k(e — V(@) b) fl@)=kelpg (@) ¢ J(e)=keoz(e); d)
f(z)=k(sinz)lox/9(x); €) f(x)=k(cosx)]|_r/2x/2(x); £) f(x)=k/xIj04 ().

3. Pentru fiecare din urmatoarele exemple de f.d. F(z) sa se deter-
mine d.d. f(x) corespunzitoare: a) F(z)=[1 — e (1 + 2)]Ip+00)(2); b)

F(z)=4% [ e 7dt; ¢) F(a)="121_5(2).

4

4. Pentru estimarea cantitatii zilnice () de combustibil, solicitate unei
firme de aprovizionare cu combustibil auto, firma in cauza foloseste formula
Q=100 — 10p + E, unde p € [0,8]. FE reprezdntand eroarea de estimare,
aceasta este o v.a. datd de d.d. f(x) = I[_20,20)(x).Cantitatea @ solicitata se
masoara in mii de galoane, iar pretul p este exprimat in dolari per galon.

a) Cu ce este egald probabilitatea ca va fi solicitata o cantitate de com-
bustibil mai mare decat 70000 de galoane, daca pretul este egal cu 3% galonul?
Dar pentru pretul de 4§ per galon? b) Daca stim costul mediu variabil de
furnizare a benzinei fira plumb, ci este dat de formula C(Q)=+/Q/2, ce v.a.
poate fi utilizata pentru a reprezenta profitul zilnic in functie de pretul vari-
abil p 7 ¢) Cu ce este egald probabilitatea ca profitul zilnic va fi unul pozitiv
daca prettul de vanzare este stabilit sa fie 43 per galon/ Dar daca pretul este
egal cu 537 Dar 3$ ?

2.5. Variabile aleatoare mixate discrete-continue

Multitudinea de modele probabiliste ale v.a. des intalnite in cercetarea
fenomenelor aleatore din lumea inconjuratoare cuprinde, inafara de v.a. de
tip discret si de tip (absolut) continue, v.a. distributiile probabiliste ale
carora intrunesc proprietati ale ambelor tipuri de v.a. Este vorba de vari-
abilele aleatoare mixate discrete-continue.

Exemplu. Consideram v.a. X ce reprezinta durata vietii, masurata in
mii de ore, a memoriei hard a unui laptop marca HP. In Exemplul 9 din
p.1.3. distributia probabilista propusa corespundea unei v.a. aleatoare de
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tip (absolut) continue cu f.d. F(z)=(1 — e 1 **)I 4 .o)(z). Prin urmare
probabilitatea evenimentului A ={unui laptop nou nout % va pica memoria
hard chiar la prima lui pornire} = {X = 0} este egald cu zero (a se vedea
Remarca 2 din paragraful anterior). In realitate, insa, aceasta probabilitate
chiar daca este mica este, totusi, nenula. Urmatorul exemplu de f.d. a
duratei vietii memoriei hard a unui laptop marca HP ia in calcul o astfel de
posibilitate. Sa zicem, ca

—6

F(z) =0.05 Ijp1o0)(z) +0.95- (1 — e ") (g 4o0)(2).
Proprietétile caracteristice f.d. fiind respectate, rezulta ca functia F'(x) poate
fi luata in calitate de model matematic ce descrie mai adecvat comportamen-
tul probabilist al v.a. X in cazul ca serviciul cu controlul calitatii constata
ca in 5% din astfel de calculatoare hardul a picat chiar de la prima pornire.
Intr-adeviir, P(X = 0) = 0.05, iar probabilitattea ci memoria hard va avea
o duratd de viatd mai mare decat T" este egala cu P(X >7T) =1— P(X <
T) = 1—[0.05Tjgsooy(2) +0.95- (1—e10"°%) [ 4 o) (t)]. Astfel, pentru T = 0,
P(X >0)=1-0.05=0.95, iar pentru 7" = 43800 ore, adica aproximativ 5
ani, P(X > 43800) =1 — P(X < 43800). Dar

P(X < 43800) = P(X = 0)+P(0 < X < 43800) = 0.05+(F(43800)—F(0)) =

0.05 4 [0.05 + 0.95(1 — 10743800y _ 0 05] =
0.05+0.95 - (1 — 10 "43890) — 9 0712 x 1072,

Prin urmare, P(X > 43800) =1 —9.0712 x 1072 = 0.909 29.

Comparand probabilitatea P(X > 43800) = 0.95715, cd durata vietii
memoriei hardului va fi mai mare de 5 ani, in cazul in care nu este luat in
calcul faptul c& serviciul cu controlul calitatii constatd cd in 5% din astfel de
calculatoare hardul a picat chiar de la prima pornire, cu aceeasi probabilitate
in caz ca informatia in cauza este surprinsa in model, probabilitate care este
egala cu 0.909 29, deducem ca in ultimul caz sansele de supravietuire a unui
astfel de calculator mai mult de 5 ani s-au diminuat cu peste 4%. O

Functia de distributie anlizata in exemplul de mai sus se incadreaza in
urmatoarea

Definitie. Vom numi v.a. mixata discreta-continua orice v.a. X daca
functia ei de distributie F(z) are forma

F(z) = pFy(z) + (1 — p)Fae(x),
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unde 0 < p < 1, Fy(x) reprezintand o f.d. de tip discret iar F,.(x) o f.d. de
tip (absolut) continua.
Astfel, in exemplul de mai sus avem ca p = 0.05,

0, daca = <0,
Fd(x) - [[O-i-oo)(x) - { 1, dacd x> 0’

iar

1075 B 0, daca x < 0,
Fae(z) = (1 —e M(0400) () = { (1—e 207 dacii > 0.

Remarca. Apeland la forma specifica de scriere a f.d. in cazurele discret
si absolut continuu, deducem ca

Fy(z) = Zpij[$i§+00} (z),
i>1
si corespunde unei v.a. discrete X; date de distributia

r1 T2 ... Tp ... .
X ,unde p; = P(X =x;) > 0,1 > 1, i = 1,
' <p1 b2 .. Pn .. ) b ( ) ;p

Foe(z) = 7f (u)du

si corespunde unei v.a. (absolut) continue X, cu d.d. f(z). In acest sens,
v.a. X data de f.d.

i>1 O,
prezintd un amestec (mixaj) de proprietdti ale v.a. discrete, dar i a v.a.
(absolut) continue.

Probleme propuse.

1. Daca presupunem ca autobusul de ruta data circula la intervale de
timp egale cu Ty, Ty > 0, atunci in calitate de model matematic ce descrie
timpul de agteptare X a unui pasager sosirea in statie a acestui autobus,
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putem lua v.a. X de tip (absolut) continue cu d.d. f(z) = %OI[O,To] (x). Cu
alte cuvinte f.d. a timpului X de asteptare este data de

!
1=t 221 | hiantt

adica v.a. T este uniform distribuitd pe intervalul inchis [0,7p]. Conform
acestui model, avem c& probabilititile P(X = 0)=P(X = Tp)=0. In real-
itate, insd, se poate intdmpla (cei drept cu o probabilitate foarte micd) ca
pasagerul sa prinda autobusul chiar odata cu sosirea sa in statie atunci du-
rata lui de asteptare X=0 sau, dimpotriva, ca pasagerul sa soseasca chiar in
momentul cand autobusul a inchis usile si pleaca, atunci acesta va trebui sa
astepte autobusul o durata de timp X=T,. Sa zicem ca aceste probabilitati
sunt egale, respectiv cu P(X = 0)=P(X = Ty)=0.025, in rest comportamen-
tul probabilist al v.a. X, fiind descris de modelul descris mai sus.

a) Arati cd, in realitate, tumpul de asteptare este o v.a. X* datd de f.d.

1
F*(:L‘) = 0.025[[[07_,_00) (x) + [[T07+oo)<$)] 4+ 0.95 - /TOI[O’TO](t)dt;

b) Trasati grafic, functiile F'(z) si F*(z);
c) Calculati si comparati perechile de probabilitati P(0 < X < Tp),
P0< X*<Tp)si P(0< X <Tp/2), P(0< X* < Tp/2).

2.6. Variabila aleatoare multidimensionala (vectoriald), functia
ei de distributie, functii de distributie marginale

In paragrafele anterioare din acest capitol am introdus conceptul de vari-
abila aleatoare, ca fiind o singura aplicatie “functie cu valori numerice
definita pe multimea evenimentelor elementare ce pot fi observate intr-un
experiment aleator, dar problemele practice vizeaza si cazuri cdnd interes
prezinta comportamentul probabilistic a doua sau chiar mai multe astfel de
(v.a.) aplicatii“functii legate de unul si acelagi experiment aleator (caAmp de
probabilitate). De exemplu, din punctul de vedere al unei cercetéri statis-
tice, interes prezinta comportamentul probabilistic a unei perechi de variabile
aleatoare (X7, X3), unde X; reprezinta nivelul de studii iar X5 venitul anual
al unui IT-ist, angajat in campul muncii, ales la intdAmplare din Republica
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Moldova. Dealtfel, orice cercetare bazata pe un sondaj statistic, ce implica
un egantion (xy, xg, ..., T,) de observatii ficute asupra unei v.a. X, pentru a
aplica Statistica Matematica, se admite punctul de vedere al matematicianu-
lui, conform caruia (1, 3, ..., ,) pot fi privite ca fiind n v.a. independente,
identic distribuite ca si v.a. X si aceasta, spre deosebire de punctul de vedere
al statisticianului, care a inregistrat (colectat) niste valori numerice concrete
x1, T, ..., Ty. loate aceste exemple conduc la notiunea de v.a. multidimen-
sionale sau vectoriale.

Definitia 1. Vom numi variabild aleatoare n—dimensionala (vectoriala)
orice vector X=(X;, Xo, ..., X,,), unde X7, X, ..., X, sunt v.a. definite pe
unul si acelagi camp de probabilitate (2, F, P).

Urmatoarea Teorema ne arata ca putem formula o definitie echivalenta a
notinii de v.a. multidimensionala.

Teorema 1. Vectorul X = (X1, Xa, ..., X,,) este o v.a. n-dimensionala
definita pe campul de probabilitate (2, F, P) daca §i numai daca multimea

{we: Xj(w) <z, Xo(w) <9y, Xp(w) < 2} € F, V(21, 29, ..., 1) € R™.

Remarca 1. Aceasta teorema garanteaza, de fapt, ca pentru orice v.a.
X = (Xy, Xy, ..., X,,) multimile invocate sunt evenimente aleatoare si prin
urmare putem calcula probabilitatile lor, care pe scurt pot fi scrise ca fiind

P(X <z)=P(X; <11,X5 <x9,...., X, <1,), unde z = (x1,9,...,x,) € R".

Mai mult, drept consecinta, se poate arata ca evenimente aleatoare sunt si
multimile, de exemplu, de forma

(Gl < X1 < bl,ag < XQ < bg, vy < Xn < bn),

(a1 < Xl,ag < X2, vy A < Xn)>

pentru orice (ay, az, ..., a,),(by, b, ..., b,) € R* a; < b;, i = 1,n, etc. Dar
anume astfel de multimi si prezinta interes din punct de vedere practic. Mai
observam ca notiunea de v.a. multidimensionala generalizeaza notiunea de
v.a. studiata anterior si care poate fi privita ca v.a. unidimensionala.

Ca gi pentru v.a. unidimensionale, drept alternativa la notiunile de vector
aleator X = (X1, Xy, ..., X,) si de camp de probabilitate (£, F, P) pe care
este definit acesta, in ansamblu, privite ca model matematic ce descrie com-
portamentul probabilist al v.a. X, se foloseste pe larg, inclusiv in Statistica
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Matematica, notiunea de functie de distributie a unei v.a. multidimensionale
X.

Definitia 2. Fie (2, F, P) un camp de probabilitate si X = (X;, Xo, ...,
X,) : © — R™ o variabila aleatoare n-dimensionald definita pe el. Atunci
functia F': R — R definita prin relatia

F(I’) - P<X S l’) = F(xlax% 7xn) -
= P(Xl S Il,XQ S 9, 7X'n, S In), Vo= (1171,1’2, ,l’n) S R"”

se numeste functie de distributie (f.d.) a v.a. n- dimensionale X sau functie
de distributie (in ansamblu) a v.a. X1, Xo, ..., X,,.

Exemplul 1. In legiturd cu experimentul aleator ce consti in aruncarea
unei perechi de zaruri "perfecte" consideram v.a. X si Y , ce coincid, respec-
tiv, cu indicatorul evenimentului A={suma punctelor aparute va fi para}
si B={produsul punctelor aparute va fi par}. Sa se determine functia de
distributie a v.a. bidimensionale (X,Y).

Solutie. Deoarece multimea de valori posibile al v.a. X sau ale v.a.
Y este multimea {0, 1}, rezulta ca v.a. bidimensionald (X,Y") ia valori din
multimea {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Folosind definitia clasicd aflim ca
P(X =0,Y =0)=P(AB)=0, P(X =0,Y =1)=P(A B) =1/2, P(X =
1,Y = 0)=P(AB) = 1/4, P(X = 1,Y = 1)=P(AB) = 1/4. F.d. F(x,y) a
v.a. (X,Y) este o functie definita pentru orice (z, y) € R?. Dar, tinand cont
de probabilitatile anterioare, deducem ca P(X < z, Y < y)=0, pentru orice

(SC,y) € (_007 0) X (_007 +OO) U [07 1) X (—OO, 1) U [17 —|—OO) X (—OO, +O)7

P(X < z,Y <y) = 1/2, pentru orice (x,y) € [0,1) x [1,+00), P(X < z,
Y < y)=1/4, pentru orice (z,y) € [1,+00) x [0,1), P(X < z, YV < y)=I,
pentru orice (z,y) € [1,4+00) X [1,400). Cu alte cuvinte, am definit f.d.
F(z,y) pe intreg spatiul R?.

Teorema 2 (Proprietitile caracteristice f.d. ale v.a. multidi-
mensionale ). O functie de n- variabile F(xy, xa, ..., x,) definita pe R™
cu valori in R poate fi considerata f.d. a unui vector aleator n-dimensional
daca $1 numai daca aceasta poseda urmatoarele proprietati

11 1
10 5 Y L > ()Eteteten Pleiay 4+ (1 — &1)by, e2an + (1 — €3)bo,

£1=0 e2=0 en=0
ey Enly + (1 — €,)by) > 0 deindata ce (ay, ag, ..., ay), (b1, ba, ..., b,) € R™,
ayq S b17 (05} S bg, ceey Qp S bn;
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20, F(xy, 19, ..., 1,) este continud la dreapta pentru fiecare variabila x;
in parte, adica,

11?1 F(z1,29, ..., ak, ..., Ty) = F (21, T2y ooy Tjy ooy Tp,)
alT;

pentru orice sir monoton descrescator de valori ay care tinde la x;, atunct
cand k tinde la +o00, fapt ce se noteaza, pe scurt,

F(zy,20,...yx; + 0, ..c,my) = F(z1, 29, o0y Ty oony T);

30, lim  F(x1, 79, ..., 1) = F(21,22,..., =00, .., x,) = 0 pentru Vi =
1,n i F(+00,+00,...,+00) = lim  F(zq,29,...,2,) = 1.

r;—+00,i=1n

Remarca 2. Casi in cazul f.d. ale v.a. unidimensionale, pentru f.d. ale
v.a. multidimensionale este valabila Remarca 3, p.2.2., ceea ce arata ca orice
functie de n variabile care satisface proprietatile 1° — 3° de mai sus poate fi
considerata un model probabilist, adica f.d. a unei v.a. multidimensionale.
Mai mult, are loc urmatoarea

Propozitie. Dacd v.a. X = (X1, Xo, ..., X,,) este datd de f.d. F(xq, xo,
<ty Tp), atunci:

a)

P(CLl < X Sbl,ag <X2§62,...,an<Xn§bn) =

11 1
ZZ Z (=)t ten Pleiay+(1—21)by, exas+(1—62)bo, ..., Enan+(1—5,)by),

£1=0e9=0 £,=0

(&1, as, ..., Cln), € Rn, aq S b17 (05} S bg, ceey Qp S bn;
b) f.d. Fiy(x) a fiecarei v.a. X; in parte poate fi refacuta din f.d. in
ansamblu a v.a. (X1, Xa, ..., X,,) dupa formula

Fi(xz) = F(400, 400, ..., T, ..., +00).

Consecinta. Dacd v.a. X = (X, X3) este data de f.d. F(xy, x3),
atunci:

Play < X7 < by a9 < Xy <bg) = F(by,ba)+ F(ar,a2) — F(ay, by) — F (b, az),

deindata ce a1 < by, ay < bs.
Definitia 3. Functiile de distributie determinate conform p.b) din propozi-
tia anterioard se numesc f.d. marginale ale v.a. X;, i = 1,n.
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Exemplul 2. Consideram urmatoarea functie de doua variabile

0, dacd min(z,y) <0,
F(z,y) = min(z,y), daca 0 < min(z,y) < 1,
1, dacd 1 < min(z,y).

S& se arate ca F'(z,y) este o f.d. a unei v.a. bidimensionale (X,Y") si sa
se afle f.d. a fiecarei v.a.

Solutie. Proprietatile 1° — 3° caracteristice f.d. de mai multe variabile
se verifica cu usurinta, tindnd cont si de faptul cd min(z,y) este o functie
continud ca functie de doud variabile z,y, deoarece min(x,y) = (z +y —
|z — y|)/2. Prin urmare F(z,y) poate fi privita ca fiind o f.d. a unei v.a.
(X,Y). Atunci, conform punctului b) din propozitia de mai sus distributiile
(marginale) a fiecarei v.a. in parte sunt egale, respectiv, cu

0, daca x < 0,
Fx(z) = F(z,+00) =¢ z, daca 0 <z <1,
1, daca 1 < =,

0, daca y < 0,
Fy(y) = F(400,) =14 vy, daca 0 <y <1,
1, daca 1 < y.

Concluzie: ambele v.a. X gi Y sunt (a se vedea remarca 1 din p.2.4.) uniform,
identic distribuite pe segmentul [0, 1].

2.7. Tipurile de variabile aleatoare multidimensionale
(bidimensionale), distributii, densitati de distributie,
independenta v.a.

Pentru simplitate, fara a afecta cazul general, vorbind despe variabile
aleatore vectoriale de dimensiunea n, vom considera cazul n = 2, adica vom
considera cazul v.a. bidimensionale. Asadar, fie (X,Y’) o v.a. bidimensionald
definitd pe campul de probabilitate (2, F, P) sau, ceea ce este echivalent,
datd (guvernatd) de functia de distributie F'(x.y), notat pe scurt (X,Y) ~
(Q,F,P) sau (X,Y) ~ f.d. F(z,y). Casiin cazul v.a. unidimensionale,
din punct de vedere al aplicatiilor lor practice, cel ma des sunt intalnite
v.a. multidimensionale de tip discret i de tip (absolut) continue, inclusiv in
varianta lor mixata discret-continue.
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Daca o v.a. este de tip discret se poate afla folosind

Definitia 1. Vom spune ca v.a. (X,Y) este o v.a. de tip discret dacd
fiecare din v.a. (unidimensionale) X, Y este v.a de tip discret.

Din definitie rezulta cd v.a. (X,Y) este o v.a. de tip discret dacd multim-
ile de valori posibile X', ) ale v.a. X,Y au formele XY={zy,z,, ..., z,} sau
X={z1,x9, ..., Tn,...} sirespectiv Y={y1,y2, ..., Yn} sau Y={v1,Y2, e, Yns---},
cu proprietatea P((X,Y) € X x)Y) = 1, unde z;<z9< ..< z,<... iar
Y <Y< ..< Yp<..., X x Y fiind produsul cartezian ale multimilor X, ).

Definitia 2. Vom numi distributie probabilista a v.a. bidimensionale
de tip discret (X,Y) orice set de forma {(z;,y;), pi;j}ij>1 sau orice tabel de

forma
T P11 P12 .- DPij
T2 P21 P22 ... D2j
T Di1 DPi2 -+ Dij

undepij :P(X :ZIZ‘Z',Y :y_]> Z O, Z pij =1.
1,521
Tabelul din exemplul analizat mai sus este, din cate vedem, un exemplu
de repartitie probabilista, iar scrierea f.d. F'(x,y) arata c4, stiind distributia

v.a. (X,Y) putem scrie f.d., folosind formula
F(z,y) = Z Pij-
1,5:0; <x,y; <y
Mai mult, stiind distributia probabilista a v.a. (X,Y), putem afla dis-
tributia probabilista a fiecrei dintre v.a. X, Y. Astfel,

P(X =) =P{X =2} nQ) =P({X ==z} n UV =y;}) =

P(U X =z} n{Y =y;})) = P(U{X =,V =y;}) =

U
j>1

= Z P(X =2, =y;) = Z pij = pi., pentru orice ¢ > 1.
j>1

Jj=1

Analogic, P(Y = y;) = > pi; =p.j, pentru orice j > 1. Aceste doua dis-
i>1

tributii poarta denumirea de distributic marginale, prin analogie cu notiunea

de f.d. marginala.
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Exemplul 1 (Continuare). In conditiile Exemplului 1 din paragraful
anterior sa se determine distributia v.a. (X,Y’), unde X,Y reprezintd in-
dicatorii paritatii sumei si respectiv produsului punctelor aparute. Sa afle
distributia fiecarei v.a. X,Y in parte.

Solutie. Asa cum am vazut, v.a.

(X,Y) e X xY=1{0,1} x {0,1} = {(0,0)(0,1), (1,0), (1,1)}

si P((X,Y) € X x V)=1. iar valorile p;;=P(X =1,Y = j), i,j =0, 1, valori
care au stat la baza aflarii f.d. F(z,y), reprezintd distributia centralizatd in
urmatorul tabel

X\Y 0 1
0 0 05,
1 025 0.25

dupa care scrierea f.d. F(z,y) a v.a.(X,Y) devine simpla

F(z,y)=P(X <z,Y <y) =

0, daca (z,y) € (—00,0) X (—00, +00)U

U [07 1) X (—OO, 1) U [17 +OO) X (—OO, +0)=
0.5, daca (z,y) € [0,1) x [1,+00),
0.25, daca (z,y) € [1,4+00) x [0, 1),

1, daca (x,y) € [1,400) X [1,4+00).

Acest exemplu sugereaza, ca si in cazul v.a. multidimensionale de tip dis-
cret, ca gi in cazul v.a. unidimensionale de tip discret, o alternativa la f.d., in
calitate de model probabilist, poate servi notiunea de distributie probabilista.

Avand distributia (in ansamblu) a v.a. X gi Y scrisd mai sus si folosind
formulele pentru aflarea distributiilor marginale, gasim ca indicatorul X a
paritatii sumei punctelor aparute la aruncarea a doua zaruri perfecte are

distributia
0 1
X ( 0.5 0.5 ) ’

iar indicatorul Y a paritatii produsului punctelor aparute la aruncarea a doua
zaruri perfecte are distributia urmatoare

0 1
Y'(o.25 0.75)’

fapt ce coincide si cu rezultatele calculelor directe.
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Un alt experiment aleator (fie gi imaginar) care conduce la identificarea
unui nou tip de v.a. este descris in

Exemplul 2. Consideram aruncarea (sau alegerea) unui punct la intam-
plare in patratul de laturd 1, adicd in domeniul [0,1] x [0,1] C R

Notam prin (X,Y’) coordonatele acestui punct. Date fiind conditiile ex-
perimentului, acest vector este un v.a. bidimensional definit pe cAmpul de
probabilitate geometrica (§2, F, P), unde Q=[0,1] x [0,1], F={A C Q: ex-
istd mesA} iar P(A)="%4—=mesA, pentru orice eveniment A € F, deoarece
mesQl=mes([0, 1] x [0,1]=1. Observam ca aplicatia (X,Y") este o aplicatie
definitd pe Q=[0, 1] x [0, 1] cu valori in (X,Y") conform regulii

(X,)Y) : (w,ws) — (X (w1, ws), Y (wi,ws)) = (w1,ws)
pentru orice (wy,wsy) € [0,1] x [0,1]. Evenimentul aleator
A = {(w1,ws) €10,1] x [0,1] : X(w1,ws) <z, Y (w1, ws) <y} =
{(wy,wz) € [0,1] x [0,1] : X(wr,w2) < z,Y(wy,we) <y} =
{(wy,wq) € [0,1] x [0,1] : wy < x,ws <y},
mesA = mes([0,1] x [0,1] N (—o0, z] X (—o0,y]).

Putem, agadar, determina f.d. F(z,y) a v.a. bidimensionale (X,Y):

0, daca X <0 sau Y <0,
x, daca 0 <z <1,y >1,
mesA 9
Flr,y) =P(X <z,Y <y) = - Y, daca >1,0<y<1,
mes xy, daca 0 <z <1,0<y <1,
1, daca x> 1,y > 1.

Pentru noi acest exemplu este remarcabil prin faptul ca functia de dis-
tributie obtinutd are proprietatea ca existd o functie f(z,y) > 0, pentriu
orice (z,y) € R?, integrabild, astfel incat

F(z,y) = 77 f(z, y)dudv,

—00—00
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Aceasta proprietate este in consens cu

Definitia 3. Vom spune ca v.a. bidimensionala (X,Y) este de tip (ab-
solut) continue daca functia ei de distributie are proprietatea ca exista o
functie f(z,y) > 0, pentriu orice (z,y) € R?, integrabild, astfel incat

F(z,y) = / 7 f(u, v)dudv.

—00—00

Functia f(z,y) cu aceste proprietiti se numeste densitate de distributie (d.d.)
av.a. (X,Y).

Propozitia 1. Daca (X,Y) este o v.a de tip (absolut) continue, atunci
fd. F(z,y) i d.d f(x,y) a acestei variabile au urmatoarele proprietati:

1. f(z,y) >0, pentm orice (z,y) € R?;

2. F(z,y) f f f(u,v)dudv, pentru orice (z,y) € R

—00—00

3. Cu exceptia unei multimi A de puncte din R?, aria (m#sura) céreia
mesA = 0, exista a;_(ay) si
0*F (z,y)
T@y = [(z,y);
+00+00
4. [ [ fla,y)dedy = 1;

bibs
5. Pla; < Xy < b,as < Xo < by) = [[ f(z,y)dady, pentru orice

aias
(a1,b1), (az,b2) € R?, a1 < by, ag < by);

6. dd. fi(z) av.a. X sidd. fa(y) ava. Y pot fi aflate, stiind, d.d.
f(z,y) av.a. (X,Y) din formulele respective,

/fxy@hﬁ /fxy

Definitia 4. D.d. fi(z), f2(y) determinate prin formulele de la p.6. al
Propozitiei anterioare se numesc d.d. marginale.

Remarca. Din pp. 2-3 a propozitiei 1 rezultd ca f.d. F(z,y) si d.d.
f(x,y) ale v.a. bidimensionale, privite ca modele matematice ce descriu com-
portamentul probabilist al v.a. (X,Y), sunt echivalente in sens c4, stiind f.d.
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putem restabili d.d. si viceversa. Proprietatea 2 aratd cid in caz (absolut)
continuu f.d. F(z,y) este continud ca functie de doua variabile. Reciproca
nu este valabila, adicd se poate aduce un exemplu de f.d. F(z,y) continua
ca functie de doua variabile, dar nu si (absolut) continue ca f.d..

Exemplul 3. Intr-adevar, f.d.

0, dacd min(z,y) < 0,
F(z,y) = { min(z,y), daca 0 < min(z,y) < 1,
1, daca 1 < min(z, y),

adusa drept exemplu in paragraful precedent, este continua, dar nu exista
nicio functie cu proprietatile 1 — 4 ale d.d. prezentate in propozitia ante-
rioard. Dealtfel, acesta este un exemplu tipic de f.d. a unei v.a. (X,Y) de
tip singular, acest tip de v.a. nefiind abordat in cursul nostru. Mai mult,
observam ca f.d. marginale F(x), F5(y) ce corespund acesteia reprezinta f.d.
ale unor v.a. uniform distribuite, mai exact

0, daca x < 0, 0, daca y < 0,
Fi(z) =< x,daca x € [0,1], ,Fy(y) =< y,dacay € [0,1],
1, daca z > 1, 1, daca y > 1.

Surprinzator, dar aceleasi f.d. marginale corespund si f.d. F'(z,y) din Exem-
plul 2 de mai sus. Mai mult, in Exemplul 2, f.d. F(z,y) = Fi(z)- F3(y), pe
cand in exemplul nostru f.d. F(z,y) # Fi(z)- F»(y). Explicatia vine din

Definitia 5. Vom spune ca v.a. X;, Xs, ..., X,, definite pe unul si
acelagi cAmp de probabilitate sunt independente daca f.d. F(xy, xo, ..., x,)
a vectorului aleator (X, X, ..., X,,) are proprietatea ca

F($1,J32, ,SCn) = F1(ZL°1) ’ F2<$2) Tt Fn<xn)>

unde Fi(z1), Fo(z2), ..., Fy(z,) reprezintd f.d. marginale ce corespund v.a.
X1, Xo, ..., X,,. In caz contrar vom spune ci X1, Xo, ..., X,, sunt dependente.

Or, explicatia promisa rezida in faptul ca v.a. X,Y ce reprezinta coor-
donatele unui punct aruncat la intdmplare in patratul [0,1] x [0,1] sunt,
conform definitiei 5, v.a. independente. In schimb v.a. X,Y ce au f.d. in-
vocata in exemplul din paragraful anterior sunt dependente. De remarcat ca
aplicarea directa a definitiei 5 este greoaie, deaceea, putem aplica variantele

ei echivalente ce tin cont de specificul tipului de v.a. si ce rezulta din
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Propozitia 2. V.a. (X,Y) sunt independente atunci i numai atunci
cind

a) in caz discret: distributia lor in ansamblu {P(X = z;,Y = y;)}ij>1
are proprietatea ca P(X = x;,Y = y;)=P(X = z) - P(Y = y;) pentru orice
1,J > 1

b) in caz (absolut) continuu: densitatea ei de distributie f(x,y) si den-
sitatile marginale fi(x), f2(y) au proprietatea ca f(x,y) = fi(x)- f2(y) pentru
orice z,y € R.

Exemplul 1. (Continuare). Pentru a verifica dacg v.a. X,Y analizate
in acest exemplu sunt sau nu independente putem aplica afirmatia a) din
Propozitia 2. Constatdm cu usurinta, de exemplu, ca P(X =0,Y =0) =
0# P(X =0)P(Y =0) =0.5-0.25, ceea ce este suficient sd afirmam ca v.a.
X 1Y sunt dependente.

Exemplul 3. Compania Ocean Fish are deschise in Republica Moldova
doua intreprinderi de procesare a pestelui despre care se stie ca proportiile
de procesare a acestora, raportate la intreaga capacitate de procesare zilnica
a companiei, reprezintd o v.a. bidimensionala (X,Y) cu d.d. f(z,y)=(x +
Y)jo1(x)p11(y). a) Sa se calculeze P(X < 0.5,Y < 0.5). b) Sa se afle
d.d. a proportiei capacitatii de procesare zilnica la care opereaza fiecare
intreprindere in parte. ¢) Sa se calculeze P(X < 0.5), P(Y < 0.5). d) Sunt
oare proportiile X si Y independente?

Solutie. a) Din definitia f.d. a v.a. de tip (absolut) continuu deducem
ca

0.5 0.5
P(X <05, <0.5) = F(0.5,0.5) = /f(:r, y)ddy —
0.5 0.5 T
/ (@ + y) Lo, (x) 0,1 (y)dady =
0.5 0.5 70070;.5 IZ . 0.5 1 y 9
/ /(x +y)dx | dy = / {(? +zy) | } dy = / (§+§)dy =15= 0.125.
0 0 0 0

b) Folosind formula 6 din Propozitia 1 aflam d.d. marginald f;(z) a v.a.
X:
+oo

fw - [ f(l’,y)dyZ](I+y)f[o,1](ff)dy= (24 3) fasto)

—0o0
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Din considerente de simetrie, observam cad d.d. marginald fo(y) a v.a. Y este
daté de egalitatea fo(y) = (y + 3) fjo,1)(y). Prin urmare, rdspunsul la p. c)
este dat de egalitatile

0.5 0.5 1 1
X<05 / Y<05 / y:§+120.375.
0 0

d) Apeland la Definitia 3 a independentei v.a. multidimensionale, de-
ducem ca v.a. X si Y sunt dependente deoarece

F(0.5,0.5) = P(X <0.5,Y <0.5)=0.125 # F,(0.5)F»(0.5) =
P(X < 05)P(Y <0.5) = 0.375% = 0.14063.

Probleme propuse.
1. Care din urmatoarele tabele reprezinta o distributie probabilista a
unui vector aleator?

X\Y -1 0 1 X\Y -1 0 1 X\Y -1 0 1
) o 1/8 0 1/8,2 0 1/8 0 1/4,3) 0 1/8 0 1/8.
1 1/4 1/8 1/4 1 1/4 1/8 1/4 1 1/4 1/2 1/4

In caz ci avem de a face cu o distributie probabilista aflati: a) P(X <
1,—1 <Y < 1); b) distributia fiecdrei v.a. in parte; c) daca v.a. X,Y sunt
sau nu independente.

2. O pepiniera functioneaza in baza unei echipe de 7 angajati din care
3 raspund de sectorul vanzari iar ceilalti 4 sunt responsabili de sectorul
gradinarit. Evident, numarul, relativ mic, de angajati poate crea dificultat
legate de absenteism. Numarul de persoane absente in ziua data din sectorul
vanzari, dar si a acelor absente din sectorul gradinarit reprezinta un vector
aleator (X,Y) distribuit conform cu tabelul urmator:

X\Y 0 1 2 3 4
0 075 0.025 001 001 0.03
1 006 003 001 001 0.003.
2 0.025 0.01 0.005 0.005 0.002
3 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001
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a) Calculati probabilitatea c& in ziua data vor absenta mai mult de doi an-
gajati (indiferent de profilul lor); b) Aflati distributia absentarii angajatilor
din sectorul gradinarit. Calculati probabilitatea ca in ziua data vor absenta
mai mult de doi angajati din sectorul gradindrit. c¢) Sunt oare v.a. XY
independente?

3. Consideram doua v.a. bidimensionale (X,Y) si (U, V) independente.
Sunt oare v.a. Y si U independente? Argumentati de ce sau de ce nu.

4. F.d. F(z,y) a v.a. bidimensionale (X,Y) este data de formula

F(r,y) = (1—e /M0 — 92 4 o7 @O, 0 (2) 0, 100)(Y)-

Aflati: a) d.d. a v.a. (X,Y), folosind formula 3 din Propozitia 1 anterioara;
b) d.d. marginald a v.a. X; ¢) f.d. a v.a. X; d) dacd v.aa. X ¢i Y sunt
independente?
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3. Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare

3.1. Parametri de pozitie: valoarea medie, moda, mediana,
cuantile

In directd legitura cu cercetarea comportamentului probabilist al unei
v.a. (caracteristici statistice) X nu intotdeauna prezintd interes modelul
matematic exhaustiv, fie sub forma de camp de probabilitate (2, F, P) pe
care este definitd X, fie sub forma de f.d. F(z) a acestei v.a., fie sub forma
de distributie, daca X este o v.a. de tip discret, fie sub forma de d.d. f(x),
dacid X este o v.a. de tip (absolut) continue, ci doar unele caracteristici
numerice sumare, numite si parametri. Printre ei se afla si parametrii numiti
parametri de pozitie sau parametri ai tendintei centrale si care reprezinta
nigte valori numerice sumare, de referinta cu care putem compara valorile
(posibile) individuale ale v.a X . Sa ludm un exemplu concret de experiment
aleator care ne va conduce la notiunea de valoare medie, pe scurt, medie.

Exemplul 1. Este vorba de o loterie in care sunt emise si vandute, sa
zicem, 10000 de bilete i in care un participant cu un singur bilet de loterie
poate céstiga una din sumele banesti x1, zo, ..., Tx, unde 7 < x5 < ... < 1}
. Evident, suma totala acordata biletelor castigatoare nu poate fi mai mare
decat costul tuturor biletelor. Daca vom considera "castig" si valoarea x
ce coincide cu pretul unui bilet luat cu semnul minus, chiar si atunci cand
acesta este necastigator, atunci castigul X a unui jucator, ce a cumparat un
singur bilet de loterie, este o v.a. de tip discret ale carei valori posibile fac

parte din multimea X={zq, x1, T, ..., 1 }. Paticipand de n ori la aceasta
loterie, cumparand de fiecare data un singur bilet de loterie si castigand de
n; ori valoarea x; , =0, 1, ..., k, ng + ny + ... + npy=n, putem calcula media

cagtigului dupa formula de calcul, cunoscuta in Statistica sub denumirea de
medie de selectie:

k

k k
T = %Z mxlzz %JJZ:Z [o(X =) - 2y,
1=0 =0

=0

unde f,(X = x;) este frecventa relativa a incasarii castigului z; jucand de n
ori, de fiecare data cu un singur bilet de loterie. Dar, conform Principiului
Regularitatii Statistice, frecventa relativa f,,(X = z;) se apropie, odata cu
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cregterea lui n, tot mai mult i mai mult de probabilitatea (teoretica) P(X =
x;), i=1, k, ceea ce inseamnd cad pentru n suficient de mare:

k

k
f:Z fn(X:x,-)-xi:Z P(X =ux;) - x;.
i=0 ‘

=0

Dar, {P(X = x;)},_1, reprezinta distributia probabilista a v.a. X. Prin
urmare, daca am cunoaste, apriori, aceasta distributie, am putea evalua o
medie a castigului nostru, pentru a decide, de exempu, daca merita sau nu
sa participam la aceasta loterie. Considerentele de mai sus reprezinta unul
din motivele pentru care putem da

Definitia 1. Vom numi valoare medie a v.a. X numarul EX calculat
dupa formula

> 2, P(X = x;), in caz discret,
EX ={ 4o
[ xf(x)dz, in caz (absolut) continuu,

—0o0

considerand ca wvaloarea medie exista, daca in caz discret

Z |z;| P(X = x;) < 400,

i>1

iar in caz (absolut) continuu

+oo
/ |z| f(x)dx < 400,

cu alte cuvinte, daca suma sau integrala Riemann respectiva converge absolut.
Remarca 1. Din Definitia 1 deducem cd, atunci cand v.a. (in caz dis-
cret) ia valori dintr-o multime finita de valori sau (in caz (absolut) continuu)
d.d. f(z) este nenuld pe un numar finit de intervale de lungimi finite din R,
valoarea medie exista intotdeauna.
Exemplul 1 (Continuare). Daci se stie cd v.a. X are distributia

k

{(@ipi) bzt > 1 = P(X = ;) > 0, p; = 1, atunci valoarea medie ex-
i>1

ista intotdeauna si este egala cu
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k
i=1

Pe de alta parte, convergenta absoluta, nu este o conditie de prisos impusa
pentru a garanta existenta valorii medii. Aceasta o demonstreaza
Exemplul 2 (O v.a. de tip discret care nu posedad valoare medie)
Consideram v.a. X datd de distributia P(X = (=2)"*) = &5, n=1, 2,..
Observam c4 seria (suma)

“+oo “+00
1

Do wmP(X=z) =) ("= (-2

i=1 i=1

asociata cu valoarea medie EX , evident, nu converge absolut, prin urmare
nu exista valoarea medie a acestei v.a.

Exemplul 3. Consideram v.a. X ce corespunde coordonatei unui punct
ales la intamplare din intervalul [0, 1], adica v.a. data de d.d. f(x) = I ().
Atunci valoarea ei medie EX exista si

+o0o 0 1 +oo 1
EX = /xf dm—/mf[m()dm—/de—i-/xdx—l—/de—Z
— 00 —00 0 1

Concluzie: Coordonata unui punct ales la intamplare din intervalul [0, 1] va
coincide, in medie, cu mijlocul acestui interval.

Propozitia 1. (Proprietdtile valorii medii). Valoarea medie a unei
v.a. posedd urmatoarele proprietati:

a) Daca v.a. X este nenegativa cu probabilitatea 1 gi exista valoarea ei
medie EX, atunci EX >0 gi EX = 0 dacd si numai dacd P(X = 0)=1;

b) Daca valoarea medie a v.a. X exista, atunci exista valoarea medie a
v.a. aX +b gi BE(aX +b) = aBX + b, pentru orice a,b € R;

¢) Daca valoarea medie a v.a. X exista, atunci existi valoarea medie a
va. | X| ¢ |EX| <E|X|;

d) Daca valoarea medie a v.a. X §i Y existd, atunci existda §i valoarea
medie a v.a. X +Y si B(X +Y) =EX +EY;

e) Daca v.a. X §i Y sunt independente i existi valorile lor medii EX,
EY, atunci exista si valoarea medie a v.a. XY si BE(X - Y)=EX -EY.
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Exemplul 4. Consideram doua v.a. independente X si Y pentru care
EX =1, BY = 2. S4 se calculeze valoarea medie a v.a. 3(X + 1)Y + 5.
Solutie. Folosind proprietatile valorii medii gasim ca

E[3(X +1)Y +5] = E(3XY +3Y) 4 5] = 3BXY + 3EY +5 =

SBEXEY +3EY +5=3-1-24+3-24+5=15.

Propozitia 2. (Formula de transport). a) Dacd g : R — R este o
functie reala de o singura variabila si X o v.a., astfel incat g(X) este o v.a
pentru care exista Bg(X), atunci are loc urmatoarea formula de calcul

> og( ) P(X = x;), in caz discret,
i>1
Bg(X) =

+o0o
[ g(x) f(x)dz, in caz (absolut) continuu;

b) Daci g : R2— R este o functie reald de doud variabile si (X,Y) o v.a.
bidimensionala, astfel incit g(X,Y') este o v.a. pentru care exista Eg(X,Y),
atunci are loc urmatoarea formula de calcul

Y3 9( @i, y))P(X =, Y =vy;), in caz discret,
i>1j>1

Eg(X, Y) = “+o0+00
[ [ g(z,y) f(x,y)dzdy, in caz (absolut) continuu.

—00—00

Din aceasta propozitie, drept caz particular al proprietitii b), rezultd
urmatoarea

Consecinta. Daca v.a. bidimensionalad este data de distributia ei (in
caz discret) sau densitatea ei de distributie (in caz absolut continuu), atunci
putem calcula valorile medit EX si EY conform formulelor:
( Yo>x P(X =Y =y;), in caz discret,

i>15>1

EX - —+00+00
[ [ zf(z,y)dzdy, in caz (absolut) continuu;

\ —XO—x

Y >y P(X =Y =vy;), in caz discret,
i>15>1

EY - 400400
[ [ yf(z,y)dxdy, in caz (absolut) continuu;

W X
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Remarca 2. Sensul si utilitatea formulei de transport rezida in faptul
cd, atunci cand avem de a face cu o v.a. privitd ca o functie g(X) de v.a.
X, indiferent de dimensionalitatea v.a. X, pentru calcularea valorii medii a
v.a. compuse ¢g(X) nu este obligatorie cunoasterea distributiei sau densitatii
ei de distributie.

In plus, dacs v.a. X este de tip discret, atunci si v.a. g(X) va fi de tip
discret, dar dacd v.a. X este de tip (absolut) continuu, atunci v.a. g(X)
poate fi sau de tip discret sau de tip (absolut) continuu sau una de tip mixat
discret-continuu, aceasta in dependenta de specificul functiei g(+).

Exemplul 5. Consideram o v.a. X data de distributia P(X = 0) = 1—p,
P(x =1) = p, 0 < p < 1. Atunci, folosind formula de transport pentru
glx) = X", r > 1, gasim cd EX" = 0" - (1 —p) + 1" - p = p". Dealtfel,
anticipand, valorile de tipul EX", daca acestea exista, se numesc momente
de ordinul r, valoarea medie EX fiind un caz particular pentru r = 1.

Exemlpul 6. Consideram v.a. bidimensionala (X, Y’) analizatd in exem-
plul 2, p. 2.7.; iar pentru g(z,y) = min(z, y), v.a. Z = min(X,Y’). Observim
cd v.a. (X,Y) are d.d. f(z,y) = ljo1xjo1)(x), prin urmare, folosind formula
de transport, gasim ca

+oo+o00
EZ = Emin(X,Y) = //min(x,y)f(q:,y)dxdy—
+00+00 11
//min(w,y)I[071]X[071}(x)dxdy—//min(a:,y)dxdy— 1/3.
L ooo 00

Un alt parametru de pozitie utilizat este moda, acesta nefiind un para-
metru care face parte din categoria parametrilor de tip momente.
Definitia 2. Vom numi moda a v.a. X numarul

Tiy: maxP(X = x;) = P(X = z;,), in caz discret,

mod(X) = { =1

xg:maﬂgcf(:z:) = f(xo), in caz (absolut) continuu .
x<

dacd acesta existd, iar in cazul cind mod(X) existd si este unic, atunci
spunem ca distributia { P(X = x;) }i>1 sau d.d. f(z) av.a. X este unimodala,
altfel, dacd mod(X) existd gi nu este unic, atunci spunem ca distributia sau
d.d. av.a. X este multimodala.
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Exemplul 7. (Exemplu cdnd moda nu existd). Consideram v.a. X
datd de d.d. f(z) =272 Ijg 1o0)(2). Graficul d.d. f(z) de mai jos aratd in
mod evident ca f(z) nu posedd o valoare a argumentului x pentru care d.d
sa ia valoare maximala.

osoé
ozé
ozoé
msé
o1o§

% F

1‘1 5 ‘ ‘ 6
Exemplul 8. (FExemplu de d.d. unimodald). Consideram v.a. X

datd de d.d. f(z) = \/%76_:52/2, pentru orice x € R. Graficul d.d. f(x) de mai

jos aratd in mod evident ca f(x) poseda o singura valoare a argumentului z,
x = 0 pentru care d.d si ia valoare maximald. Prin urmare mod(X) = 0.

0,

1 2 3

Exemplul 9. (Exemplu de distributie multimodala). Consideram
v.a. X data de distributia P(X =0) = P(x = 1) = 1/2. Conform definitiei,
mod(X) € {0, 1}, cu alte cuvinte distributia in cauza este bimodala.

Un al parametru de pozitie care nu face parte din categorii parametrilor
de tip momente de ordinul r este prezentat in

Definitia 3. Vom numi mediana a v.a. X numarul a determinat din
conditia cd P(X < a) > 1/2 gi totodatd P(X > a) > 1/2. Mediana se
noteaza Med(X).
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Remarca 3. Spre deosebire de moda si chiar spre deosebire de valoarea
medie, mediana existd intotdeauna i, in caz discret, Med(X) coincide cu
acea valoare reald a pentru care distributia {P(X = z;)};>1 a via. X are
proprietatea ca

Y P(X=x)>1/251 Y P(X=u1)>1/2

iz, <a x;>a

iar in caz (absolut) continuu, cu valoarea a pentru care d.d. f(z) a v.a. X
are proprietatea

a +oo
/f(x)dx —1)2, /f(x)dx _1/2
Mai mult, in caz (absolut) continuu solutia este unica, daca f.d.

F(z) = / f(u)du

este continua si strict monoton crescatoare. Aceasta proprietate arata ca
valorile posibile ale v.a. X, pozitionate la stdnga si la dreapta de mediana
ei, au aceeag masa (pondere) probabilistd. Dealtfel, folosind interpretarea
geometrica a integralei si faptul ca in caz (absolut) continuu d.d. f(z) a v.a.

X poseda proprietatea
+oo
/ fz)dz =1,
—00

rezulta ca aria figurii cuprinse intre graficul d.d. f(z) si axa Ox de la -0
pand la Med(X) coincide cu aria figurii cuprinse intre graficul d.d. f(x)
si axa Ox de la Med(X) pand la +oo, ambele fiind egale cu 1/2. A se
vedea, in acest sens, v.a. X din exemplul 9 de mai sus, exemplu pentru
care Med(X) = Mod(X) = 0, graficul d.d f(x) = \/%6_332/2 confirmand
interpretarea noastra.

Exemplul 10 (O v.a. X pentru care mediana nu este unicad).
Consideram v.a. X ce coincide cu numarul de puncte aparute la aruncarea
unui zar "perfect" o singurd data. Atunci distributia v.a. X fiind P(X =
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i) =1/6,1=1,6, rezultd c& Med(X) nu este unicd deoarece inegalitile

Z%zyuiZ%zl/Q

ini<a ii>a

au loc pentru orice 3 < a < 4.

Mediana reprezinta, la rdndul ei, un caz particular a unei notiuni mai
generale numite quantila.

Definitia 4. Vom numi quantila de ordinul o, pe scurt, a—quantila a
v.a. X (sau a- 100% procentila a distributiei/d.d. a v.a. X) acea valoare b
pentru care P(X < b) > « si totodatd P(X >b) > 1—a,unde 0 < a < 1.

Or, vedem c& mediana coincide cu 0.5—quantila v.a. X (50% procentila
distributiei/d.d. a v.a. X). Ca si mediana, a—quantila intotdeauna exista,
dar nu pentru orice v.a. este unica. Exceptie fac v.a. de tip absolut continuu.

Probleme propuse.

1. Considera in calitate de v.a. X numarul de steme aparute la aruncarea
unei monede "imperfecte" pentru care probabilitatea aparitiei stemei este
egala cu p,0 < p < 1. Aflati valoarea ei medie.

2. Fie X o v.a. datd de distributia P(X = k) = p(1—-p)* 1,k =1,2,3, ...,
unde 0 < p < 1. Dealtfel, aceasta distributie descrie comportamentul prob-
abilist al numarului de aruncari a unei monede "imperfecte" (pentru care
probabilitatea aparitiei stemei este egala cu p,0 < p < 1) pand la prima
aparitie a stemei. Aflati valoarea medie a v.a. X.

3. La Las Vegas, roata de ruleta are un 0 si un 00 si apoi numerele de la
1 pana la 36 marcate pe sloturi egale; roata este rotita si o bila se opreste
la intaAmplare intr-unul din sloturi. Cand un jucator pariaza 1 dolar pe un
anumit numar, el primeste 36 de dolari daca bila se opreste la acest numar,
avand, astfel, un castig net de 35 de dolari; in caz contrar, el isi pierde pariul
in dolari. Aflati valoarea medie pentru castigul sau.

4. Intr-o a doua versiune de rulet la Las Vegas, un jucitor pariazi pe
rosu sau negru. Jumatate din numerele de la 1 la 36 sunt rosii, iar jumatate
sunt negre. Daca un jucator pariaza un dolar pe negru si daca bila se opreste
pe un numar negru, atunci acesta isi primeste dolarul inapoi si inca un dolar.
Daca bila se opreste pe un numar rogu sau pe 0 sau 00, el isi pierde dolarul.
Gasiti valoarea medie a casgtigului jucatorului in aceasta versiune a jocului.

5. In legitura cu aruncarea unui zar "perfect" de dous ori succesiv consid-
eram v.a. bi-dimensionald (X, Y’), unde X reprezinta suma punctelor aparute
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iar Y diferenta lor (numarul de puncte apérute la primul zar minus numarul
de puncte aparute la al doilea). Aratati cd EXY = EXEY si cd X,Y sunt
dependente. Cu alte cuvinte, reciproca proprietitii e) din Propozitia 1 nu
este valabila.

6. O companie de asigurare de viata ofera unui barbat in varsta de 50
de ani o valoare nominala de 1000 USD, pentru o polita de asigurare de
viata pe un an pentru o prima de 14 dolari. Tabelele de mortalitate standart
indica faptul ca probabilitatea ca un barbat din aceasta categorie de varsta
sd moara in cursul anului este egala cu 0.006. Care este valoarea agteptata
(medie) a castigului pentru fiecare polita vanduta de cétre aceasta companie
de asigurari de viata?

7. Un mare producator auto efectueaza sondaje trimestriale privind sat-
isfactia clientilor care au achizitionat automobile noi in ultimii trei ani. Pro-
portia celor care nu au dat raspuns intr-un trimestru dat este privita, din
punct de vedere matematic, ca fiind un rezultat al unei v.a. X cu densitatea
de distributie f(x) = 3221}y (). Cu ce este egala, in medie, proportia celor
care nu au dat raspuns intr-un trimestru dat? Dar mediana acestei proportii,
cu ce este egalaa?

8. Profitul unei firme este o v.a. de forma II(X) = pg(X)—rX, unde X eo
v.a. ale carei valori posibile reprezintd cantitatea zilnicd de marfa (exprimata
in kg), sub forma de produs agricol perisabil, furnizata firmei spre procesare,
unde p = 5 reprezinta pretul produsului procesat per kg, r = 2 este pretul
de cumparare per kg de citre firma a marfii, iar functia g(z) = 2% arata
care este cantitatea de produs, rezultat in urma procesarii unei cantitati  de
marf8. In presupunerea ci X este o v.a. a carui comportament probabilist
este guvernat de densitatea de distributie f(z) = 522 1jg,10/(2), aflati valoarea
medie a profitului zilnic.

9. O firma producatoare de calculatoare vinde calculatoare cu o garantie
de 3 ani, ce consta in inlocuirea calculatorului cu unul nou daca in acest
rastimp iese din functiune memoria hard. Presupunem ca durata vietii
memoriei hard, exprimata in ani, este o v.a. X cu densitatea de distributie
f(z) =0.005e~%9% I y(x). a) Cu ce este egald probabilitatea cd memoria
hard a unui astfel de calculator va avea o dura de viata de cel mult 3 ani; b)
Calculati durata medie a funtionalitatii memoriei hard pentru un astfel de
calculator; ¢) Calculati mediana v.a. X; d) Este oare v.a. X unimodala sau
multimodala?

10. Presupunem ca durata vietii unui bec electric de tip Super Light este
o v.a. X datd de densitatea de distributie f(z) = Nxe I o) (z) cu A =



96

0.05. Aflati durata medie a vietii a acestui tip de bec electric.

11. Dealerul unei firme de vanzare a autoturismelor este specializat in
vanzarea a doua marci de magini de teren: Range Rover si Dacia Duster.
Numarul de autoturisme vandute saptamaénal, corespunzator acestor marci,
reprezintd o realizare a unei v.a. bidimensionale (X, Y') guvernata de urma-
toarea distributie probabilista in ansamblu:

X/y o 1 2 3 4
0 020 015 0.075 0.05 0.03
1 010 0.075 0.04 0.03 0.02
2 005 003 002 001 0.01
3 004 003 002 001 001

La salariul sau de 100 USD saptaménal dealerul mai incaseaza prime a
cate 200 USD pentru fiecare masina Range Rover vanduta si 100 USD pentru
fiecare magina Dacia Duster vAnduta.

a) Sunt oare v.a. X si Y independente?

b) Aflati valoarea medie a comisionului saptdmanal incasat de dealer pen-
tru vanzarea autoturismelor. Dar valoarea totala a platii incasate de dealer
saptaméanal pentru activitatea sa de vanzator auto cu ce este egala?

c) Aflati valoarea medie a comisionului saptadméanal incasat de dealer pen-
tru vanzarea autoturismelor Range Rover. Dar valoarea medie a comisionului
saptaméanal incasat de dealer pentru vanzarea autoturismelor Dacia Duster
cu ce este egald?

3.2. Dispersia (varianta), abaterea standard, covarianta,
coeficientul de corelatie, regresie liniara

Vom incepe cu un exemplu care demonstreaza necesitatea introducerii
unui parametru sau a unei caracteristici numerice a v.a. X pentru a masura
gradul de imprastiere a valorilor ei individuale in jurul unui parametru de
pozitie cum ar fi, de exemplu, valoarea medie a v.a. X.

Exemplul 1. Din céate se stie, nu exista aparate de masurare absolut ex-
acte, rezultatele masurdrilor fiind influientate de o multime de factori (tem-
peratura, umiditatea mediului inconjurator, materialul din care este produs
aparatul, cine este producatorul, etc.). Or, modelele matematice corespun-
zatoare sunt de natura probabilista. Consideram, de pilda, ca v.a. X, ce
reprezinta rezultatul unei masurari executate cu un aparat de masurare, este
data de distributia
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(1-p)/2 p (1-p)/2
a fiind valoarea exactd a marimii masurate iar € > 0, eroarea de masurare.
Valoarea ei medie a v.a. X este egala cu

X:< a—e a a+¢ ),0<p<1,

Cu alte cuvinte, un astfel de aparat ne arata "in medie" valoarea exacta a
marimii masurate, dar aceasta constatare nu ne ajuta cu nimic la caracteri-
zarea calitatii aparatului nostru de masurat. Notiunea urmatoare vine sa
compenseze aceasta lacuna.

Definitia 1. Vom numi dispersie sau variantd a v.a. X numarul DX =
E(X —EX )2 , daca aceasta valoare medie exista, bineinteles.

Exemplul 1 (Continuare). In exemplul nostru pentru a calcula
dispersia v.a. X putem folosi Formula de transport din p.3.1 si faptul ca
DX = Eg(X), unde g(z) = (r — EX)? = (z — a)? . Prin urmare

2 1-p 2 2 1—p 2
DX =(a—e—a) ~T+(a—a) ‘p+(a+e—a) g = (1 =p).

Distributia v.a. X arata ca instrumentul corespunzator de masurare este
cu atdt mai bun cu cat valoarea erorii de masurare ¢ este mai mica iar
probabilitatea p = P(X = a) este mai aproape de 1, dar aceasta are loc
atunci si numai atunci cand valoarea dispersiei este mai aproape de 0. Cu
alte cuvinte, cu cat dispersia este mai mica, cu atat este mai mic gradul de
imprastiere a valorilor individuale a v.a. X fata de valoarea ei medie EX = a.

Pentru a simplifica, uneori, calculul dispersiei este utila

Propozitia 1. Dispersia v.a. X poate fi calculata dupa formula

DX =EX? — (EX)%

Exemplul 2. Calculati dispersia v.a. X date de d.d. f(x) = Ijo (),
adicd X fiind uniform distribuita pe [0, 1].
Solutie. Deoarece,

1 1
EX = /mdx =1/2,EX? = /:chx =1/3,

0 0
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rezultd DX = EX? — (EX)?2 =1/3 — (1/2)? =1/12.

Remarca 1.Din definitia dispersiei v.a. X desprindem, ca dispersia nu
are aceeasi unitate de masura ca si v.a. X sau valoarea ei medie. Astfel, in
exemplul 1, daca X se masoara in cm valoarea ei medie se masoara, la fel,
in em, dar dispersia ei se masoard in em?. Notiunea introdusi in definitia
urmatoare pastreaza calitatile dispersiei ca masura a gradului de imprastiere,
dar este, in schimb, exprimata in aceeasi unitate de masura ca si v.a. X.

Definitia 2. Vom numi abatere standard a v.a. X numirul o = vDX.

La calcularea dispersiei, prin urmare si a abaterii standard, sunt utile
proprietatile dispersiei centralizate in

Propozitia 2. Dispersia poseda urmatoarele proprietati:

a) DX >0, iar DX = 0 atunci gi numai atunci, cand P(X = EX) = 1;

b) Daca exista dispersia DX a v.a., atunci pentru orice a,b € R exista
dispersia v.a. aX £ b gi D(aX £b) = a’DX ;

c) Daca exista dispersiile DX si DY ale v.a. X §i Y, atunci exista dis-
persia v.a. X +Y gi

DX +Y)=DX + DY +2-E(X — EX)(Y — EY);

d) Daca v.a. X giY sunt independente gi exista dispersiile lor DX si
DY, atunci exista dispersia v.a. X £Y si

D(X £Y) = DX + DY.

Definitia 3. Vom numi covarianta a doud v.a. X §i Y numarul Cov(X,Y) =
E(X —-EX)(Y—EY). Daca aceasta valoare medie existd, atunci, din Formula
de Transport rezulta ca, ea poate fi calculata dupa formula

( ;;(:@ —EX)(y; —EY)P(X =z,,Y =y;), in caz
i>1j>
discret, {P(X = x;,Y = y;) }ij>1 fund distrib. v.a. (X,Y);
Cov(X,Y) == +oo+00 N
[ [ (xi—EX)(y; — BY)f(x,y)dzdu, in caz (absolut)

L continuu, f(x,y) find d.d. a v.a. (X,Y).

Din definitia covariantei, dar si din pp. c)-d) ale Propozitiei 2, deducem
urmatoarea

Consecinta. a) Dacd covarianta v.a. X gi Y existd, atunci aceasta
poate fi calculata dupa formula

Cov(X,Y)=EXY — EXEY;
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b) Daca v.a. X gi Y sunt independente atunci Cov(X,Y) = 0.

Remarca 2. Reciproca afirmatiei b) din Consecinta nu are loc, aga cum
arata si urmatorul

Contraexemplu (Doud v.a. de covarintd nula, dar dependente).
Consideram v.a. X, Y independente cu valorile medii EX=EY =0 si pentru
care exista EX2.

Atunci v.a. Z = XY, fiind dependenta de v.a. X, va avea EZ = EXY =
EXEY = 0, dar aceste doua v.a. X gi Z au, totusi,

Cov(X,7) =EB(X-EX)(Z-EZ) = EXZ = EX?’Y = EX’EY = EX?.0 = 0.

Concluzie. Consecinta formulata mai sus, impreuna cu contraexemplul
nostru, aratd, de fapt, ca orice doud v.a. X,Y care au Cov(X,Y) # 0 sunt
dependente.

Propozitia 3 (Inegalitatea Cauchy-Buniakovschi). Daca exista
dispersiile DX si DY ale v.a. X i Y, atunci exista Cov(X,Y) i are loc
inegalitatea

|Cov(X,Y)| < VDXDY.

Exemplul 1, p.2.6 (Continuare). Asa cum am vazut, v.a. (X,Y),
unde X reprezinta indicatorul paritatii sumei punctelor aparute iar Y - indi-
catorul paritatii produsului punctelor aparute la aruncarea unui zar "perfect"
de doud ori succesiv, are distributia (in ansamblu)

X\vY o0 1
0 0 1/2
1 1/4 1/4

cu distributiile marginale
0 1 0 1
X'(1/2 1/2)?“(1/4 3/4)'

EX =1/2,DX =1/4,0x = 1/2,EY = 3/4,DY = 3/16,0y = V/3/4,

Atunci,

1ar

EXY = 0-0-P(X=0Y=0)+0-1-P(X=0Y =1)+
41-0-P(X = 1,Y=0)+1-1-P(X=1,Y =1)=1/4
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Cov(X,Y) = EXY — EXEY = 1/4 — (1/2)(3/4) = —1/8.

Inegalitatea Cauchy-Buniakovschi se verifica cu ugurinta:
ICov(X,Y)| =1/8=0.125 < oxoy = V3/8 = 0.216 51.

In alti ordine de idei, la sfarsitul p.2.7, am ardtat, reegind din definitia
independentei (dependentei) v.a., ca v.a. X,Y din exemplul de mai sus
sunt dependente, dar acelasi lucru rezulta si din faptul cd Cov(X,Y) #
0. Intr-adevar, presupunem contrariul, c& X,Y sunt independente. Atunci,
drept consecintd, Cov(X,Y) = 0. Dar in exemplul nostru Cov(X,Y) =
—1/8. Contradictie, ce arata ca nenulitatea covariantei a doud v.a. poate
fi consideratd o conditie suficientd, dar nu i necesara (vezi contraexemplul
de mai sus) ca acestea si fie dependente. Doar atat, nu putem, insa, spune
nimic despre gradul lor de dependenti sau asociere. In acest scop serveste
notiunea din

Definitia 4. Vom numi coeficient de corelatie a doud v.a. X si Y
numarul p(X,Y) = Cjﬂggﬁ? = C(;})ff}’,y).

Aga cum arata Inegalitatea Cauchy-Buniakovschi, coeficientul de corelatie
exista, deindata ce exista dispersiile DX, DY. Mai mult, din aceesi inegalitate
si consecinta de mai sus rezulta

Propozitia 4. Coeficientul de corelatie p(X,Y) a doud v.a. X §i'Y are
proprietatile:

a) Daca v.a. X §i Y sunt independente, atunci p(X,Y) = 0;

b) —1<p(X,Y)<L1.

In exemplul de mai sus p(X,Y) = Cjﬂggﬁf) = \‘/;2 — —0.57735. Despre
ce fel de dependenta si in ce grad putem vorbi in baza valorii acestea? Pen-
tru a putea raspunde la aceasta intrebare luam, pentru comparatie, cazul
dependentei liniare: Y = aX + b, care se mai numeste regresie liniara, unde

a,b € R, a#0. Cum DY =a? DX,

Cov(X,Y) = EXY —EXEY =EX(aX +b) —
~EX(aEX +b) = a[EX?— (EX)? = aDX,

rezultd ca

(x Y)_COU(X,Y)_ aDX _i_{ 1, dacd a > 0,
P VDXDY  Ja2(DX)? |a —1, daci a < 0.
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Asadar, daca v.a. Y depinde liniar de v.a. X, atunci [p(X,Y)| = 1. Impor-
tant e ca are loc si reciproca acestei afirmatii. Ma exact are loc

Propozitia 5. Coeficientul de corelatie |p(X,Y)| = 1, atunci si numai
atunci cand ezista a,b € R, a # 0, astfel incat probabilitatea P(Y = aX+b) =
1.

Remarca 3. Dacid p(X,Y) = 1, atunci regresia liniara este pozitiva,
deoarece in acest caz coeficientul a > 0, ceea ce atrage dupa sine cresterea
lui Y odatd cu cresterea lui X si invers, daca p(X,Y) = —1, atunci regresia
lintara este negativa, deoarece in acest caz coeficientul a < 0, ceea ce atrage
dupa sine descresterea lut Y odata cu cresterea lui X.

In concluzie, dacii revenim la exemplul nostru de mai sus, faptul ca
p(X,Y) = —0.577 35 aratd, ci regresia dintre Y si X este neliniara.

Are loc urmatoarea

Teorema (Predictia liniard cea mai buna pentru valoarea posibila a v.a.
Y). Daca v.a. X siY posedd, cel putin, momentele initiale de ordinul 2,
atunci existd doud valori a,b € R? a = cov(X,Y)/DX, b = BY — aEX,
pentru care valoarea medie a patratului distantei dintre Y gi Y = aX + b,
fiind egald cu B(Y —Y)? =E[Y— (aX + b))%, ia valoarea cea mai mica.

Exemplu 3. Pretul X in Furo per litru al combustibilului si al cantitatii
Y de combustibil exprimat in mii de tone vandute de catre o companie de
carburanti intr-o zi pot fi modelate, din punct de vedere matematic ca fiind
o vaa. (X,Y) guvernatd de o legitate probabilistd datd de densitatea de
distributie

f(@,y) = 2z 11051() (0,400) (Y)-

a) Determinati predictia liniard cea mai buna pentru cantitatea Y in
functie de pretul X;

b) Cu ce va fi egald cantitatea medie de combustibil vandut daca pretul
combustibilului este dat de valoarea x = 0.95 Euro?

c¢) Care va fi suma medie in euro a incasarii zilnice pentru combustibilul
vandut?

Solutie. Calculam, mai intéi, valorile necesare pentru a determina coe-
ficientii a, b care definesc predictia liniara cea mai buna.

—+o00+00 1 +oco

EX = //xf(x,y)dxdy://x 2xe  Wdrdy =
0

—00—00 0.5
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1 1
1
/2:1:2(76” 0>)d = /Zxdx =22 |},=1-0.25=0.75.

0.5 0.5
+o00+-00 1 +oo
// 2 f(z,y)dody= //:L‘2 - 2xe” "dxdy = 0.583333.
RPN 50
DX = EX? — (EX)? = 0.583333 — 0.75% ~ 0.021.
400400 1 +oo
EY = //yf(x,y)dxdy://y 2xe”Ydxdy =
Zoosoo 050
+oo 1 “+o0
/Zy /a:e_l’ydx dy = /Qy(l —e WY |L_ 5 dy ~ 1.39
0 0.5 0
+o0+00 1 +oo
EXY = / /xyf(x,y)dxdy://xy 2xe drdy = 1
RN 0.5 0

Cov(X,Y)=EXY —EXEY ~1-0.75-1.39 = —0.0425

Prin urmare:

a) Din Teorema anterioard deducem ca a=cov(X,Y)/DX=-0.0425/0.021=
—2.0238, iar b=EY — aEX ~ 1.39 — ((—0.0425)/0.021) x 0.75=2.9079. Prin
urmare cea mai buna predictie liniara pentru v.a. Y in functie de X este v.a.
Y =aX 4+ b= -2.0238X + 2.9079.

b) Atunci cand pretul X = 0.95 Euro/litru predictia cantitatii zilnice
de combustibil vandut Y = —2.0238 x 0.95 + 2.9079 = 0.985 29 mii tone de

combustibil;
¢) Suma medie in euro a incasdrii zilnice pentru combustibilul vandut

conform predictiei va fi egala cu

E(X x (1000)%Y) = (1000)2EXY = (1000)2E(2.9079X — 2.0238X2) =

(1000)*x (2.9079EX — 2.0238EX?) =
(1000)?x (2.9079 x 0.75 — 2.0238x0.583333) = 1.0004 x 10° Euro

Probleme propuse.
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1. In conditiile problemelor 1 —4, 6 — 10 din lista de Probleme propuse in
paragraful anterior, calculati si dispersia v.a. abordate la calcularea valorii
medii.

2. Un joc de noroc este considerat ca fiind unul "echitabil" sau "corect"
daca valoarea medie a sumei céstigate de catre jucator este nula. Sa se
verifice daca urmatorul joc este "echitabil" si sa se calculeze dispersia sumei
cagtigate. Jocul consta in urmatoarele: jucatorul arunca o perche de zaruri
"perfecte", platind suma de N unitdti monetare (u.m.). Daca suma punctelor
aparute este egala cu 7 sau 11, atunci jucatorului i se returneaza suma egala
cu N u.m., plus o suma in valoare de 2N u.m., in caz contrar jucatorul pierde
suma introdusa.

3. Fie X un numar ales la intAmplare diin multimea de numere {—1,0, 1}.
Calculati valorea medie, dispersia si abaterea standart a v.a. X.

4. Consideram v.a. X pentru care valorea medie EX = 100 si abaterea
standart o = 15. Aflati cu ce sunt egale valorile: a) EX 2; b) E(3X + 10); )
E(-X);d) DX;e) D(3X + 10); f) D(—3X — 10); g) D(3X — 10).

5. Un sondaj statistic organizat de catre guvern interoga populatia privind
proiectul de construire a unei statii electrice atomice, avind la baza un egan-
tion ce includea 2400 de persoane alese la intAmplare. Drept rezultat au fost
inregistrate 40% de raspunsuri favorabile, restul fiind nefavorabile. Aflati
dispersia si abaterea standart pentru numarul Ssyp9 ce coincide cu numarul
persoanelor incluse in esantion care s-au exprimat in favoarea construirii unei
statii atomice.

5. Este data o v.a. X cu valorea medie EX = p si abaterea standart
VDX = 0. Construim o nousi v.a. Y = (X — p)/o numitd normare sau
standartizare a v.a. X. Aratati ca EY = 0 iar DY = 1.

6. Consideram doua v.a. X,Y independente, identic distribuite cu d.d.
f(x) = Ipqy (). Introducem via. Z = X +Y si W = X — VY. Calculati
coeficientii de corelatie: a) p(X,Y); b) p(X, Z); ¢) p(Y,W); d) p(Z,W).

7. Pretul estimativ X exprimat in USD si cantitatea totala Y de
pixuri de o anumita marca realizata intr-o retea de magazine de special-
itate, avind ca unitate de masura 10000 de pixuri, pe durata unei anu-
mite perioade de vanzare, reprezintd o v.a. bidimensionald (X,Y") cu d.d.
f(x, y) = 10(136_"05][0.20720}(I)I[07+oo}(y).

a) Determinati cea mai buna predictie liniara Y pentru cantitatea Y in
functie de pretul X;
b) Cu ce va fi egald cantitatea medie de pixuri vandute daca pretul unui
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pix este dat de valoarea z = 0.12 USD?
c) Cu ce va fi egald valoarea medie in USD a incasirii totale pentru
vanzarile de pixuri pentru perioada data, i.e. valoarea E(10000XY") USD.

3.3. Momente ale variabilei aleatoare (initiale, centrale),
asimetria, boltirea (aplatizarea)

Atunci cand sunt puse in discutie astfel de aspecte ca tendinta centrala,
gradul de imragtiere a unei v.a. X , forma distributiei sau d.d. a acestei
v.a., dar si in cadrul aplicarii unor proceduri statistice, sunt utile nu numai
valoarea medie si dispersia, dar si valorile medii ale v.a. X" sau (X —EX)",
calculate si pentru valori ale lui r diferite de 1 sau de 2. Toate aceste valori
medii poarta denumirea de momente, cu ele intdlnindu-ne in exemplul 5,
p.3.1. Dupa cum vom vedea, deosebim momente initiale si momente centrale
conform cu

Definitia 1. Vom numi moment initial de ordinul » > 0 a v.a. X
numarul a,, = EX", daca aceasta valoare medie exista, bineinteles.

Definitia 2. Vom numi moment central de ordinul v > 0 a v.a. X
numarul g, = E(X —EX)", daca aceastd valoare medie existd, bineinteles.

Observim ca oy = 1y = 1, 1ar a; = EX, p; = 0, p, = DX. In plus, atunci
cand «,, p, exista, aplicarea Formulei de transport conduce la urmatoarele
formule de calcul direct, care in cazul discret, adica in cazul cand v.a. este
datd de distributia { P(X = z;)}i>1 , sunt formulele

a, =Y a]P(X =u;), p, = Y (1; — BX)"P(X =),
i>1 i>1

iar in cazul (absolut) continuu, adicd in cazul cand v.a. este data de d.d.
f(x), sunt formulele

—+00 “+oo

Q= /xrf(x)d:c, = /(:L' —EX)" f(z)dz.

—0o0 —00

Inloc de formula directa, la calcularea momentelor centrala, devine utila
formula ce exprima legatura dintre momentele initiale si cele centrale din
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Propozitia 1 (Momentele centrale ca functie de momentele in-
ttiale). Daca pentru valoarea v € {1, 2, ..., n, ...} exista momentul central
i, de ordinul v al v.a. X , atunci

=Y (1)'Clai, ;.
i=0
Privitor la existenta momentelor este utila si
Propozitia 2. Daca, pentru r > 0, exista momentul initial EX" |, re-
spectiv, momentul central B(X — EX)" , atunci pentru orice s € [0,r] exista
momentul initial BEX® | respectiv, momentul central B(X — EX)® .
Exemplul 1. Presupunem ca pentru v.a. X exista momentul central de
ordinul 7 = 4 . Atunci, din propozitiile 1,2 rezulta ca exista si momentele
initiale si centrale de ordinele 1,2, 3 si

M1 = Qa,
_ 2
Ko = Q2 — Oy,
3
My = ag— 3oias + 207,
py = a4 —4ajas+ 6atas — 3af.

Aceste din urma formule sunt cele care se aplica cel mai des in Statistica,
mai ales in Statistica Descriptiva, pentru a calcula, in baza datelor statistice
cei doi parametri ce descriu forma distributiei sau d.d. a v.a. (caracteristicii
statistice) X: coeficientul de Asimetrie si coeficientul fe Aplatizare (Boltire).

Definitia 3. Vom numi coeficient de asimetrie a distributiei/d.d. a v.a.
X numérul As(X) = psy/0%, unde py este momentul central de ordinul 3,
iar o abaterea standard a v.a. X, daca ps exista, bineinteles. Vom spune
ca distributia/d.d. v.a. X este: simetrica daca As(X) = 0 sau (ug3 = 0),
positiv asimetrica dacd As(X) > 0 sau (u3 > 0), negativ asimetrica dacd
As(X) < 0 sau (ug < 0).

Exemplul 2 (O v.a. cu d.d. simetrica). Astfel, v.a. X (standard

z? . .U
normal distribuitd) cu d.d. f(z) = \/%76_7 este simetricd. A se vedea

12
gfaficul acestei d.d. in exemplul 8 p.3.1. Mai mult, functiiile \/%76_7,

$2 . ee . v v
3¢~ fiind functii impare pe domeniul (—oo, +00), rezultd ci

+oo +oo
1 22 1 22
EX = [z e 2dr =0, u; = /—x3e_2dx =0,
/ o S

1
\/27rx
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ceea ce inseamnd ca As(X) = 0. Apropo, in acest exemplu EX = Med(X) =
Mod(X) = 0.

Pentru caracterizarea formei distributii/d.d. a unei v.a., inafard de coefi-
cientul de asimetrie, se mai folosegte si coeficientul de Boltire (Aplatizare).

Definitia 4. Vom numi coeficient de boltire (aplatizare) a distributiei/d.d.
a v.a. X numérul Ap(X) = p,/0*, unde p, este momentul central de ordinul
4, iar o abaterea standard a v.a. X, daca p, exista, bineinteles.

Exemplul 2 (Continuare). Pentru v.a. X (standard normal dis-
tribuitd), folosind formula integrarii prin parti, gasim c& momentele centrale
de ordinele 2 si 4 este sunt egale, respectiv, cu

+o0
=DX = /—xe 2dr =1, :/—x4e2d:c:3.
Ho Hy \/%

Prin urmare abaterea standard a v.a. X (acum putem spune, a v.a. standard
normal distribuita cu media 0 gi dispersia 1) este egald cu 1, iar coeficientul
de aplatizare Ap(X) =u,/c* = 3.

Remarca 1. Comparand definitia coeficientului de boltirere si faptul,
ca pentru distributia normala cu media 0 si dispersia 1, acesta este egal cu
3,deacum inainte gradul de boltire a distributiei/d.d. se va compara cu
gradul de boltire a d.d. a unei v.a. standard normal distribuite, spundnd
ca boltirea unei d.d. e negativd, dacd p,/o* < 3, adicd boltirea ei e mai
mica (graficul ei este mai plat) decdt boltirea d.d. a v.a. standard normal
distribuite cu media 0 g1 dispersia 1,ori ca boltirea unei d.d. e pozitiva, daca
py/ot > 3, adici boltirea ei e mai mare (graficul ei este mai ascutit) decdt
boltirea d.d. a v.a. standard normal distribuite cu media 0 si dispersia 1.

Exemplul 3 (V.a. cu d.d. pozitiv asimetrica in diverse variante
de boltire (aplatizare). Consideram v.a. X cu d.d.

("2 2exp(—2/2)

f(z) = 23T(2) o, 4+00)(2),

unde T'(u f " e *dx este functia gamma.

Modelul acesta, adicd d.d., coincide cu d.d. a v.a. X7 + X2 + ... + X2,
unde X1, X, ..., X,, sunt variabile aleatoare, independente, identic distribuite
(v.a.i.i.d.) normal cu media 0 si dispersia 1, d.d. ce poartd denumirea de
distributie Hi-patrat cu n grade de libertate . Conform cartii Forbes C.,
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Evans M., et alls, Statistical Distributions, Ed. John Willey&Sons, USA,
2010, EX = n, DX = 2n, Med(X) ~ n — 2, Mod(X) = n — 2, pentru
n > 2, coeficientul de asimerie As(X ):%, coeficientul de aplatizare Ap(X)

=3 4 12/n. lata cum arata pe unul si acelagi grafic d.d. Hi-patrat pentru
valorile parametrului v=1, 2, 5, 10.

— 0.5
04 =
0.3 -

0.2 -

wn

0 5] 10 15 20 25

Or, din grafice se vede cum arata d.d. pozitiv asimetrica. Cum 0 <
AS(X):% — 0, Ap(X) =3+12/n — 3, se vede cum graficul d.d. tinde
sa devina sin?et;(ijc, gradul de aplatizarg a%oropiindu-se de cel al d.d. normale.
Cu alte cuvinte, odata cu cresterea numarului gradelor de libertate v d.d.
Hi-patrat se aproape de d.d. mnormald, lucru folosit pe larg in Statistica
Matematica.

In opozitie cu asimetria pozitiva, devine clar cum arata grafic o dis-
tributie/d.d. megativ asimetrica.

Remarca 2. Exemplele aduse mai scot in evidenta urmatoarele situ-
atii:

a) daca distributia/d.d. este simetrica (As(X) = 0), atunci Mod(X) =
Med(X) = EX;

b) daca distributia/d.d. este pozitiv asimetrica (As(X) > 0),

atunci Mod(X) < Med(X) < EX;

¢) daca distributia/d.d. este negativ asimetrica (As(X) < 0),

atunci BX < Med(X) < Mod(X).

Probleme propuse.
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1. Pentru urmatoarele v.a. date de distributia probabilista sau d.d. deter-
minati dacg exista valoarea medie, dispersia. In plus, aflati modul, mediana
si stabiliti care distributie este simetrica:

a) P(X = z) = C§(0.2)*(0.8)* “I9 12,343 ();

b) f(x) = 32*Ljp1(2);

¢) f(z) = 2271 400)(2);

d) f(@) = [7(1 4+ 2?)] 7 (—o0,400) (2)-

2. Primele trei momente initiale ale v.a. X sunt egale cu oy = 0.5,
a1s = 0.5, az = 0.75.

a) Determinati primele trei momente centrale y;, i = 1,3, ale v.a X;

b) Stabiliti daca distributia/d.d. este antisimetrica. De ce sau de ce nu?

4. Modele (distributii, d.d.)) probabiliste uzuale, ine-
galitati, Legea Numerelor Mari, Teorema Limita Cen-
trala

4.1. Distributii probabiliste uzuale in caz discret (Uniforma,
Bernoulli, Binomiala, Geometrica, Poisson, Multinomiala, Hy-
pergeometrici)

Cum distributia in caz discret sau d.d. a v.a. in caz (absolut) continuu
reprezinta, de fapt, adevarate modele matematice ale unor variabile aleatoare
ce prezinta interes din punct de vedere practic noi vom scoate in evidenta
cateva dintre cele mai raspandite modele probabiliste.

Distributia Uniforma (caz discret).

Definitia 1. Vom spune ca v.a. X este distribuita uniform pe multimea
de wvalori posibile {0,1, 2, ..., N}, pe scurt X ~ U{0,1, 2, ..., N}, daca
probabilitatile

1
PX=k)=——,k=0,1,...,.N
( ) N _"_ 1 Y Y Y ) Y
numarul N avand rol de parametru, unde N este un numar intreg nenegativ.
Se aratd ca daci X ~ U{0,1, 2, ..., N}, atunci EX=N/2, DX=(N? —



109

Analogic, vom spune cd X ~ U{1, 2, ..., N}, dacd P(X =k) = %, k=1,
oy Nsau X ~ U{ay, a, ..., an}, P(X = a;) = , k=1, ..., N, unde ay, as,
v any € Ry a1< as< ...< ay, iar parametrul N este un numar intreg pozitiv.

Remarca 1. Din punct de vedere matematic distributia uniforma mode-
leaza, de exemplu, alegerea la intAmplare a unui element din multimea de N
elemente diferite. Experimentele aleatoare de acest gen pot fi simulate si pe
calculator deoarece orice limbaj de programare evoluat (C™*, Java, etc.) are
in biblioteca sa de functii program functia random, corespunzatoare cazu-
lui discret, accesarea careia are drept rezultat generarea unui numar ales la
intamplare din multimea {0,1, 2, ..., N}. Acest model este utilizat si in Son-
dajele Statistice, atunci cand se urmareste ca valoarea aleasa si inclusa in
esantion dintr-o Populatie Statistica sa fie aleasa aleator.

Exemplul 1. Presupunem ca un PC consta din N blocuri, calculatorul
iegind din functiune deindata ce iese din functiune unul din blocuri, iesirea
simultana din functiune a doua sau mai multe calculatoare fiind exclusa. De-
panatorul de calculatoare verifica, ludnd la intAmplare, unul dupa altul cate
un bloc, pana cand va depista blocul defectat. Cu ce este egala probabilitatea
ca depanatorul va depista blocul defectat la incercarea cu numaéarul de ordine
k,k=1,2,.. N.

Solutie. Introducem evenimentele aleatoare A, = {depanatorul va de-
pista blocul defectat la incercarea cu numarul de ordine k}, k=1,2, ..., N.
Consideram v.a. X =numarul de ordine al incercarii la care va fi depistat
blocul defect, unde X € {1,2,..., N}. Atunci,

P(X=1)=P(A})=%,

P(X=2)=P(A; A2)=P(A1)P(A; [A)="F 5=,

N—-1 N

PX=N)=P(A; .. w1 Any)=P(A0) P(A; | ) P(As | AiTly)...P(Ax

_ _N-1N-2N-3 1
/ A1Ay An_q) = N N-IN-2""N-(N-1)_ N*

In concluzie, v.a. X ~ U{l, 2, ..., N}.

Distributia Bernoulli.

Definitia 2. Vom spune ca v.a. X este distribuita Bernoulli cu para-
metrul p, 0 < p <1, pe scurt X ~ Bernoulli(p), dacd multimea ei de valori
posibile este {0,1}, iar probabilitatile

PX=0))=1-—p, P(X=1)=p.
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Caracteristicele numerice de bazi ale acestei v.a. sunt EX=p, DX=p(1—p),
p3=2p* — 3p* + p.

Remarca 2. Din punct de vedere matematic distributia Bernoulli mod-
eleazd comportamentul probabilist al numarului de "succese" intr-o singura
proba Bernoulli, aceasta din urma notiune fiind introdusa in

Definitia 3. Vom numi proba Bernoulli orice experiment aleator ce
poseda proprietatile:

1. Spatiul de evenimente elementare Q = {” succes”, "insucces” };

2. Probabilitatea p = P{"succes”}, 0 < p < 1, nu variaza de la proba la
proba;

3. Rezultatele unei probe nu influienteaza rezultatele celorlalte probe
(independenta probelor).

Drept exemplu de proba Bernoulli poate servi aruncarea unei monede o
singura datd, "succes” considerand {aparitia stemei}. In genere, orice exper-
iment aleator poate fi considerat proba Bernoulli deindata ce acesta poate fi
repetat de fiecare data independent de celelalte repetari, iar "succes" fiind
considerat orice eveniment A asociat experimentului, unde p=P{ "succes"}=P(A).
Observam, astfel, ca numarul X de "succese" intr-o singura proba Bernoulli
are distributia Bernoulli.Dealtfel, obsevam ca pentru p = % distributia Bernoulli(p)
coincide cu distributia U{01}.

Exemplul 2. Pe raftul unui magazin de calculatoare sunt expuse spre
vanzare 100 de laptopuri de acelagi model, din care 3 laptopuri au defecte a
scunse, dar care nimeresc sub incidenta garantiei. Un client cumpara, alegdnd
la intAmplare, unul din laptopuri. Codificam rezultatul alegerii cumparatoru-
lui prin X, unde X = 0 daca laptopul va fi returnat in urma depistarii unui
defect ascuns si X = 1 in caz contrar. Atunci v.a. X ~ Bernoulli(p), unde
parametrul p=P{laptopul cumparat nu va avea defecte ascunse}=0.97.

Distributia Binomiala.

Definitia 4. Vom spune ca v.a. X este distribuita Binomial cu para-
metrii n, p,n € {1, 2, ...}, 0 < p <1, pe scurt X ~ Bi(n;p), dacd multimea
et de valori posibile este {0,1, 2, ..., n}, iar probabilitatile

P (k)=P(X =k) =Ctp*(1 —p)" %, k=0,1,2,...,n.

Caracteristicele numerice de baza ale acestei v.a. sunt EX=np, DX=np(1—
p), wy=np(l —p)(1 — 2p).
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Pentru n = 1 avem ca Bi(1;p) = Bernoulli(p).

Remarca 3. Din punct de vedere matematic distributia binomiala mod-
eleaza comportamentul probabilist al numarului total de "succese" in n probe
Bernoulli deoarece este valabila

Propozitia 1. Numarul total de "succese” in n probe Bernoulli cu
probabilitatea "succesului” p in fiecare proba este o v.a. X ~ Bi(n;p).

Exemplul 3. In baza inregistririlor de la casele de marcaj a centrului
comercial Mall-Dova s-a constatat ca doar 30% din cumpéritori isi achita
cumparaturile cu cardul de credit, restul sub forma de cash. Cu ce este egala
probabilitatea ca din urmatorii 5 cumparatori 3 isi vor achita cumparaturile
cu cardul de credit.

Solutie. Modul de plata al fiecarui cumparator poate fi interpretat ca
rezultat al unei probe Bernoulli: plata cu cardul="succes", plata cash=

"insucces", unde probabilitatea p = P{"succes”} = 30/100 = 0.3.Prin
urmare numarul platitorilor cu cardul din numarul total de n = 5 cumpara-
tori este o v.a. X ~ Bi(5;0.3). Deci P{din urmatorii 5 cumparatori 3 igi vor
achita cumparaturile cu cardul de credit}=P(X = 3)=C2(0.3)3(1 — 0.3)>73
=0.1323.

Distributia Geometrica.

Definitia 5. Vom spune ca v.a. X este distribuita Geometric cu para-
metrul p, 0 < p < 1, pe scurt X ~ Geom(p), dacd multimea ei de valori
posibile este {0,1, 2, ..., n, ...}, iar probabilitatile

p=PX =k =p(1l-p* k=0,1,2,..

sau daca multimea ei de valori posibile este {1, 2, ..., n, ...}, iar probabil-
itatile
PX =k =pd—-pFtk=12..,

ultima fiind numita si distributie geometrica trunchiata in zero.

Dealtfel, dacd v.a. X ~ Geom(p) trunchiatd in zero, atunci v.a. X — 1
~ Geom(p).

Caracteristicele numerice de bazd ale v.a. X ~ Geom(p) trunchiata in
zero sunt BX=1/p, DX=(1 - p)/p*, us=(1 — p)(2 — p)/p’.

Distributia geometricd (trunchiatd in zero) este unica v.a. de tip discret
ce poseda proprietatea remarcabila enuntata in

Propozitia 2 (Proprietatea "lipsei memoriei"” a distributiei geo-
metrice). V.a. X de tip discret, pentru care multimea de valori posibile este
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multimea numerelor naturale, este distribuita geometric trunchiata in zero,
adica
PX =k =pd—-prtk=12,..,

daca $1 numai daca aceasta poseda proprietatea "lipsei memoriei”:
P(X=n+k/X>n)=P(X =k), pentru orice n,k > 1.
Consecinta. Daca v.a. X ~ Geom(p) trunchiata in zero, atunci
P(X>n+k /X >n)=P(X >k), pentru orice n,k > 1.

Remarca 4. Din punct de vedere matematic distributia Geometrica
apare in contextul experimentului aleator ce consta in repetarea unei probe
Bernoulli cu probabilitatea "succesului" p pana la prima aparitie a "succe-
sului" agsa cum se vede din

Propozitia 3. Numarul total de probe Bernoulli, cu probabilitatea
"succesului” p in fiecare proba, efectuate pana la prima aparitie a "succesu-
lui" este 0o v.a. X ~ Geom(p) trunchiata in zero, iar numdrul total de
"insuccese" inregistrate in acelasi experiment este o v.a. Y ~ Geom(p) ,
unde 0 < p < 1.

Exemplul 4 (Continuare la exemplul 3). In conditiile enuntate
anterior, ne intereseaza cu ce este egala probabilitatea ca de la inceputul
urmatoarei zile de lucru a centrului comercial pana la prima aparitie a unui
cumparator platitor cu cardul de credit va fi inregistrat un numar mai mare
decat 10 cumparatori ce-si vor face cumparaturi? Dar probabilitatea ca,
stiind ca primii, cel putin, 10 cumpatori si-au achitat cumpaturile cash, dupa
aceasta, pana la prima aparitie a unui cumparator platitor cu cardul de credit,
cel putin, inca 10 cumparatori isi vor achita cumparaturile cash?

Solutie. De aceasta data, conform Propozitiei 3, numarul de cumparatori
inregistrati pana la aparitia primului cumparator platitor cu cardul este o v.a.
X ~ Geom(0.3) trunchiata in zero, iar raspunsul la prima intrebare se reduce
la calcularea

P(X >10)=P(X =11)+ P(X =12) +... = 0.3(0.7)"° +- 0.3(0.7)"! 4 ... =

1
0.3-0.7°[L +0.7+0.724+..] =0.3-0.7'. T = 0:028248.

Raspunsul la cea de a doua intrebare vizeaza calcularea probabilitatii condition-
ate P(X > 10410 / X > 10)=P(X > 20 / X > 10). Dar, conform con-
secintei de mai sus P(X > 20 / X > 10)=P(X > 10)=0.028248.
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Distributia Poisson.

Definitia 6. Vom spune ca v.a. X este distribuita Poisson cu parametrul
A, A > 0, pe scurt X ~ Poisson(\), dacd mullimea ei de valori posibile este
{0,1, 2, ..., n, ...}, iar probabilitatile

Ak
pe=PX=k) = Fﬂ’ k=0,1,2, ..

Caracteristicele numerice de bazd ale v.a. X ~ Poisson(\) EX=DX=
is=A. Daca \ este numar intreg, atunci py, isi atinge valoarea maxima pentru
ko = A si ko = A+ 1. Dacd ) este fractionar, atunci Mod(X)=[\] + 1.

Un context aparte in care apare distributia Poisson este legat de notiunea
data de

Definitia 7. Vo numi flux de evenimente un sir de evenimente aleatoare,
care se produc in momente aleatoare de timp. Un flux de evenimente se
numeste flux Poisson daca el are proprietatile:

a) este stationar, adica probabilitatea cd intr-un anume interval de timp
se vor realiza exact k evenimente depinde numai de numarul £ si de lungimea
(durata) intervalului de timp si nu depinde de inceputul lui;

b) probabilitatea realizirii a k£ evenimente intr-un anume interval de timp
nu depinde de numarul de evenimente care s-au realizat inainte de inceperea
acestui interval;

c) realizarea a doud sau mai multe evenimente intr-un interval mic de
timp are, practic, probabilitate nula.

Numarul mediu de evenimente dintr-un flux Poisson care se realizeaza
intr-o unitate de timp se numeste intensitate a fluxului. Vom nota intensi-
tatea fluxului cu A. Atunci are loc

Propozitia 4. Numarul total de evenimente produse pe un interval de
timp de durata t intr-un flux Poisson de intensitate A\, A > 0, este o v.a.
X(t) distribuita Poisson cu parametrul

At)F
p(t) =P(X(t)=k) = %e—”, k=0,1,2,...

Remarca 5. Multimea de v.a. {X(t),t > 0}, unde X(¢) reprezintd
numarul total de evenimente produse pe un interval de timp de durata t intr-
un flux Poisson de intensitate A, A\ > 0 este un proces aleator ce numeste
proces Poisson cu parametrul .
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Drept exemple de v.a. X (t) ce apar in contextul fluxului Poisson putem,
cu o anumita doza de exactitate, considera:

1. Numarului de cutremure de paméant care au loc intr-o regiune seismica
intr-un interval de timp;

2. Numarului de accidente rutiere produse intr-un orag, intr-un interval
de timp;

3. Numarului de decese printre asiguratii unei companii de asigurare
intr-un interval de timp;

4. Numarului de particule (alfa) emise de o substanta radioactiva intr-un
anumit interval de timp;

5. Numarului de automobile care vin la o statie de alimentare cu benzina
intr-un interval de timp;

6. Numarului de clienti care se adreseaza la un oficiu postal intr-o zi;

7. Numarului de apeluri la un post telefonic intr-un interval de timp.
etc., etc.

Remarca 6. Din punct de vedere matematic distributia Poisson mai
modeleaza, de exemplu, comportamentul probabilistic ale unor astfel de v.a.
ca:

1. Numarului de erori de programare comise de un programator intr-un
soft de o anumita lungime;

2. Numarului de bacterii descoperite intr-o picatura de apa;

3. Numaérului de erori de tipar care se contin pe o pagind (sau un grup
de pagini) dintr-o carte;

4. Numarului de 3 gemeni noi nascuti in decurs de un an intr-o tara
anume;

5. Numarului de oameni dintr-o anumita tara care au depasit varsta de
100 de ani, etc.

Printre exemplele enumerate sunt si exemple ce nimeresc sub incidenta
distributiei Binomiale, dar cate poate fi aproximata cu distributia Poisson
conform

Propozitia 5 (Teorema Limitd Poisson). Daca v.a. X ~ Bi(n;p)
§i np e A, A > 0, deindata ce p — 0, atunci probablitatile

k
P,(k) = P(X =k) =CF p*(1 —p)"* - %e—k, kE=0,1,2,....

Exemplul 5. Conform normelor tehnologice la 1000 de cozonaci cu
stafide sunt prevazute 10000 de stafide. Cu ce este egala probabilitatea ca
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intr-un cozonac ales la intAmplare nu vom descoperi nicio stafida? Dar care
este numarul cel mai probabil de stafide care vor nimeri in cozonacul ales?

Solutie. Daca sunt respectate normele tehnologice, atunci pentru fiecare
din cele 10000 srafide probabilitatea de a nimeri in cozonacul ales ("suc-
ces") este egald cu p = 1/1000, astfel, avem de a face cu n = 10000 de
probe Bernoulli cu probabilitatea succesului 1/1000 in fiecare proba. prin
urmare Numarul stafidelor numerite in cozonacul ales este o v.a. X ~
Bi(10000;1/1000). Cum n este suficient de mare, iar p suficient de mic,
putem aplica propozitia 5, considerand cd A = np = 10000 - 1/1000 = 10.
Prin urmare probabilitatea, de exemplu, ca intr-un cozonac ales la intAmplare
nu vom descoperi nicio stafida este egala cu

Pio00(0) = P(X = 0) = C%00(1/1000)°(1 — 1/1000)10000-0 —

k 0

10000 % = 10%@10 =4.54 x 107° ~ 0.

Or, daca in urma unui control de rutina, se constata ca intr-un cozonac
ales la intdAmplare nu a fost descoperita nicio stafida, atunci ipoteza cea mai
verosimilg e ci... au fost incilcate normele tehnologice anuntate mai sus. In
plus, deoarece A=10, acesta fiind un numar intreg, rezulta ca pentru kg = A
si ko = A+ 1, probabilitidtile P(X = 10)=P(X = 11) au valoarea cea mai
mai mare, egald cu %6_10 =1.2511x 10711,

= (999,/1000)

Distributia Multinomiala.

Este vorba despre distributia unei v.a. n—dimensionale, n > 2, dar care
pentru n = 2 coincide cu distributia Bi(n;, p).

Definitia 8. Vom spune cd v.a. X=(X;, Xo, ..., X,,) este multinomial
distribuita cu parametric m §i p1, P2, ..., Pp > 0, p1+ po+ ...+ pp,=1, pe scurt
X ~ Multi(m; py, pa, .., Pn), daca multimea de valori posibile a vectorului
X este X = {(my, ma, ...,my) : m;=0,m, i=1,n, mi+ mo+ ...+ m,=m},
iar

p(mlme, 7mn) = P(Xl = m17X2 = My, 7Xn = mn) =

m! m
i 1,2 uze
mllmgl...mn!pl P2 =Pn

pentru orice m;=0,m, =1, n, mi+ ms+ ...+ m,=m.
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Caracteristicile numerice marginale pentru fiecare v.a. X;, i=1,n, sunt
EXi=mp;, DXi=mp;(1 — p;), ps;=mp;(1 — p;)(1 — 2p;), analogia cu cazul
distributiei binomiale fiind concludenta.

Remarca 7. Este util si gtim cd fiecare v.a. in parte X; ~ Bi(m;p;),
i=1,n. Mai mult, pentru orice subset de indici 1< i;<iy<...<ij, 1< k < n
vectorul aleator (X, , Xy, ..., Xi, ) ~ Multi(m; pi,, Piy, ---, P, ). Din punct de
vedere matematic distributia multinomiala descrie toate situatiile conforme
cu

Propozitia 6. Fie X; numarul de inregistrari a evenimentului A; i =

1,n, in urma a m repetar: independente a experimentului aleator £ in care se

poate produce de fiecare data doar unul din evenimentele A;, unde 6 A;=9Q,

=1
A; N A;j=2, pentru orice i # j, i,j=1,n, iar probabilitatile p; = P(A;)>0,
p1+D2+...+pp =1 sunt cunoscute. Atunci X =(X1, Xa, ..., X,,) este o v.a.
n-dimensionala si X ~ Multi(m;py, ps, ..., Pn)-

Exemplul 6. Presupunem ca in finala campionatului mondial la sah au
ajuns doi sahisti, din care primul este campionul mondial en titre, despre care
se mai stie cd, in baza partidelor de sah jucate anterior intre acestia, 20% din
partide le-a cagtigat primul, 20% al doilea sahist, iar restul partidelor s-au
terminat la egalitate. Meciul pentru titlul de campion consta din 12 partide,
care, in caz de, de acumulare unui numar egal de puncte la sfarsit campionul
en titre isi pastreaza titlul. Cu ce ste egala probabilitatea ca primul jucator
va castiga 4 partide, al doilea 5, resul partidelor terminandu-se la egalitate?
Dar probabilitatea ca cel de al doilea jucator va deveni campion mondial?

Solutie. Putem considera fiecare partida de sah un experiment aleator
& in care se poate produce de fiecare data doar unul din evenimentele A, =
{partida datd va fi castigata de primul jucator}, As = {partida data va fi
castigata de al doilea jucator},A; = {partida data se va termina la egali-
tate}, unde iLleAZ-:Q, A; N Aj=2, pentru orice i # j, i,j=1,3, iar proba-
bilitatile p;=P(A;)=p2=P(A3)=0.2, po=P(A3)=0.6. Atunci, fiind aplicabila
propozitia 6, deducem: probabilitatea ca primul jucator va céstiga 4 partide,
al doilea 5, resul partidelor termindndu-se la egalitate este egala cu

12! A ol o3
p(4,5,3) = m0.2 0.2%0.6° = 0.015328.
Ambii jucatori, avand aceeasi putere de joc, pentru a-si pastra titlul de cam-
pion mondial, primul jucator este avantajat, totusi, de un meci terminat la
egalitate. Dar probabilitatea ca meciul se va termina la egalitate este egala
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cu

p(6,6,0)+p(5,5,2)+p(4,4,4)+p(3,3,6)+p(2,2,8)+p(1,1,10)+p(0,0,12) =

120 e o 120 120 12l
G161010-270-2°0.6%4 755,0.2%0.2°0.6% 4 10210, 2°0.6 4 12 £0.2°0.2°0.69+
12! 12!

|

20 920 8 1 9l @10 :
m0.2 0.270.6° + 1!1!10!0.2 0.2°0.6™ + 0l0I12]
Or, probabilitatea ca cel de al doilea jucator va deveni noul campion mondial
este egala cu (1 —0.18121)/2 = 0.409 40, fapt ce i-a determinat pe organiza-
torii campionatelor mondiale la sah sa renunte la conditia enuntata in prob-
lema, inlocuind-o cu conditia ca in caz ca cele 12 partide nu vor desemna
un castigator net, atunci meciul continua pana la prima partida castigata de

unul din jucatori, acesta si fiind declarat invingator.

0.2°0.2°0.6'2 = 0.18121.

Distributia Hipergeometrica.

Definitia 9. Vom spune ca v.a. X este hipergeometric distribuita cu
parametric. N, M, n, pe scurt X ~ Hypergeom(N, M,n), unde (N, M, n):
N=1, 2,...; M=0, 1,..., N; n=1, 2, ..., N, daca multimea de valori posibile a
v.a. X este X = {k: min[0,n — (N — M)] < k < min(n, M)}, iar

(Ck Cnfk
Pyan(k)=P(X =k) = M EN-M
) ) CT]]{[
min[0,n — (N — M)] < k < min(n, M).
Caracteristicile numerice de baza ale v.a. X sunt: EX :n%, DX :n% .
N-—M _ N-n M  NM N—2M  N-n  N—2n

N N1 MsTNN N N N-1 N-2-

Remarca 8. Din punct de vedere matematic distributia hipergeomet-
ricd descrie extragerea la intamplare, fara intoarcere/repetare a n elemente
dintr-o multime de N elemente, din care M elemente sunt de tipul 1, restul
N — M elemente fiind de tipul 2. Atunci, folosind definitia clasica a proba-
bilitatii, se arata ca numarul de elemente de tipul 1 care se vor regasi printre
cele n elemente extrase este o v.a. X ~ Hypergeom(N,M,n), (N, M,n) €
{(N,M,n): N=1, 2,...; M=0, 1,..., N; n=1, 2, ..., M}. Mentiondm c&
modul de extragere, fara intoarcere sau cu intoarcere, este principial. Astfel,
daca extragerea succesiva a n bile este cu intoarcere, atunci, folosind definitia
clasica a probabilitatii, se demonstreaza ca numarul de elemente de tipul 1
care se vor regdsi printre cele n elemente extrase este o v.a. X ~ Bi(n;p),
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unde p = P{"succes” }=P{elementul extras la extragerea i va fi unul de
tipul 1} = M/N, pentru orice i=1,n. Aceasta este esential, de exemplu,
la modelarea matematica a esantionarii aleatoare in functie de tipul de se-
lectare/extragere (cu intoarcere sau fara intoarcere) a elementelor din popu-
latia statistica.

Exemplul 7 (Loto 6 din 49). In Romania se bucurd de populari-
tate printre amatorii de jocuri de noroc Loteria Nationala 6 din 49. Interes
prezinta probabilitatea ca, jucdnd cu o singura varianta, vom incasa castigul
maxim, adicad vom ghici X = 6 numere céstigatoare. Deoarece ne aflam in
situatia aplicarii distributiei X ~ Hypergeom(N, M,n), unde N=49, M =6,
n=6, deducem ca

CFCl% 1 1

P(X =6)=Pues6) = —c6 — = 56 = [3083%10"
( ) 49,6,6(6) CS, CS, 13983816

Distributia Hipergeometrica Multivariata.

Distributia Hipergeometrica Multivariata generalizeaza distributia Hiper-
geometrica definita anterior.

Definitia 10. Vom spune ca v.a. X = (X3, Xo, ..., Xj) este hipergeomet-
ric multivariata distribuita cu parametrii (N, My, My, ..., My, n), pe scurt
X ~ Hypergeom(N, My, Ms, ..., My, n), unde N € {1, 2, ...}, M; € {0,

ok
1, ..., N}, i=1,k, > M;=N, n € {1, 2, .., N}, daca multimea de valori
i=1

_k
posibile a v.a. X este X = {(xy, 72, ..., 7)) : x; € {0, 1, ..., N}, i=1,k, >
i=1

r; =N}, iar

PN,Ml,MQ,...7Mk,n($17 T, ..., SUk) =
k

x;
1

1=
:P<X1:l‘l,XQZI‘Q,...,Xk:xk): (C”
N
Caracteristicile numerice marginale pentru fiecare v.a. X;, i=1, k, sunt EX :n%,
_, M, N-M; N-n o M; NM; N-2M; N-n N-2n
DX=n7 - “F N =N R N N-1 N—2-°
Remarca 9. Este util si stim c& fiecare v.a. in parte X; ~ Hypergeom(N,

M;, n), i=1, k. Mai mult, pentru orice subset de indici 1 < 11<19<...<1;,
1 < j < k vectorul aleator (X;,, Xy, ..., Xy;) ~ Hypergeom(N, M;,, M;,,

17

7
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Remarca 10. Din punct de vedere matematic distributia hipergeomet-
ricd Multivariatd descrie extragerea la intamplare, fara intoarcere/repetare
a n elemente dintr-o multime de N elemente, din care M, elemente sunt

ok
de tipul 7, i=1,k, >  M;=N. Atunci, folosind definitia clasicd a proba-
i=1
bilitatii, se arata ca numarul de elemente z; de tipul ¢ care se vor regasi
k

printre cele n elemente extrase, i=1,%, > 2;=N este o v.a. k-dimensionala
i=1
X ~ Hypergeom(N, My, My, ..., My, n).

Exemplul 8. Dintr-o cutie in care se afla 30 de mingi de tenis, din care
5 de culoare rosie, 10 de culoare galbena si 15 de culoare albastra au fost
extrase la intAmplare, fara intoarcere 9 mingi. Calculati probabilitatea ca
printre mingile extrase se vor afla cate 3 mingi de fiecare culoare.

Solutie. In conformitate cu ultima Remarcs aceasti probabilitate este
egala cu

3.3 3
P3o51015:0(3,3,3) = w ~ 0.0381627
o0 Ch

Probleme propuse.

Acolo unde e cazul, in problemele urmatoare sa se foloseasca, pentru
calcule numerice, facilitatile site-ului wolframalpha.com.

1. Presupunem ca probabilitatea statistica ca un copil nou nascut va
fi baiat este egala cu 0.51. Se cere: 1) sd se determine distributia v.a. X
care reprezintd numarul de baieti printre 10000 de copii noi nascuti; 2) sa
se calculeze probabilitatea ca printre 10000 de copii noi nascuti numarul
baietilor va fi cuprims intre 4500 si 5500.

2. Un tintag trage in tinta pana cand va nimeri in ea, probabilitatea de a
nimeri fiind egala cu 0.1. Se cere: 1) si se determine distributia v.a. X care
reprezintd numarul total de trageri in tinta; 2) sd se calculeze probabilitatea
ca v.a. X va depasi valoarea 15 .

3. Consideram in calitate de v.a. X numarul de bile rosii inregistrate
printre 10 bile extrase la intamplare, una cate una, cu intoarcere, dintr-o
cutie cu 2 bile albe si 3 bile rosii .Se cere: 1) sa se determine distributia v.a.
X ; 2) sa se calculeze probabilitatea ca v.a. X va depasi valoarea 1 .

4. Consideram in calitate de v.a. X numarul de bile rosii inregistrate
printre 10 bile extrase la intamplare, una cate una, fara intoarcere, dintr-o
cutie cu 200 bile albe si 300 bile rosii .Se cere: 1) sa se determine repartitia
v.a. X ; 2) sa se calculeze probabilitatea ca v.a. X va depasi valoarea 1 .
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5. Presupunem ca avem o sala de laborator in care avem 30 de calcula-
toare, din care 5 sunt nefunctionale, in care fiecare student, al unei grupe de
20 de studenti, ocupa la inAmplare cate un calculator. Consideram in calitate
de v.a. X numarul studentilor care vor ocupa calculatoare nefunctionale. Se
cere: 1) sd se determine distributia v.a. X ; 2) si se calculeze probabilitatea
ca v.a. X va varia inte valorile 1 si 4.

6. Consideram aruncarea unui zar "perfect" de 10000 de ori succesiv, in
calitate de v.a. X luand numarul de cate ori apare fata 6. Se cere: 1) si se
determine distributia v.a. X ; 2) si se calculeze probabilitatea ca v.a. X va
varia intre valoarile 100 si 300.

7. Consideram in calitate de v.a. X numarul de aruncari nereusite ale
unui zar "perfect" pana la prima aparitie a unui numar de puncte multiplu
lui 3. Se cere: 1) sd se determine distributia v.a. X ; 2) s se calculeze
probabilitatea ca v.a. X va varia inte valorile 100 si 300.

8. Consideram in calitate de v.a. X numarul de pestisori rosii inregistrati
printre cei 100 de pestigori scosi la intdmplare, fara intoarcere, dintr-un ac-
variu enorm cu 1000 de pestisori, din care doar 10 sunt de culoare rosie. Se
cere: 1) sa se determine distributia v.a. X ; 2) si se calculeze probabilitatea
ca v.a. X va depasi valoarea 2.

9. Consideram in calitate de v.a. X numarul de PC-uri de acelasi tip
supuse unui control, unul cate unul, controlul terminandu-se in momentul
depistarii unui calculator defect. Stiind ca un PC ales la intamplare va fi
defect este egala cu p = 0.05, se cere: 1) s se determine distributia v.a. X ;
2) sa se calculeze probabilitatea ca v.a. X va depasi valoarea 1.

10. Consideram in calitate de v.a. X numarul de numere ghicite, jucand
cu o singura varianta la "LOTOSPORT 5 din 35". Scrieti distributia v.a.
X.Care este probabilitatea ca, jucdnd cu o singura varianta la LOTOSPORT
"5 din 35", nu vom fi in pierdere, adica vom cagtiga ceva?

11. Consideram in calitate de v.a. X numarul format in felul urmator:
dintr-o cutie cu 9 bile numerotate de la 1 la 9 sunt extrase la intamplare,
succesiv, cu intoarcere, 2 bile, forméand astfel un numar din doua cifre, prima
cifra find numarul primei bile, iar cea de a doua cifra, fiind numarului celei
de a doua bile extrase. 1) Determinati repartitia v.a. X; 2) Calculati prob-
abilitatea ca numarul X nu va intrece valoarea 50.

12. Un disporzitiv electronic constda din 1000 de elemente, astfel incat
fiecare element poate iesi din functiune, independent unul de celelalte, pe o
durats de timp 7T, cu una si aceeasi probabilitate p = 5-10~%. Notam prin
X numarul total de elemente iegite din functiune pe durata de timp 7. 1)
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Aflati repartitia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea ca pe durata T' va iesi
din functiune, cel putin, un element.

13. Consideram in calitate de v.a. X numarul format in felul urmator:
dintr-o cutie cu 9 bile numerotate de la 1 la 9 sunt extrase la intamplare,
succesiv, fara intoarcere, 2 bile, formand astfel un numar din doua cifre,
prima cifra find numarul primei bile, iar cea de a doua cifra, fiind numarului
celei de a doua bile extrase. 1) Determinati distributia v.a. X; 2) Calculati
probabilitatea ca numarul X nu va intrece valoarea 90.

14. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de aruncari a doua
zaruri "perfecte " pana cand, prima data, suma punctelor aparute va fi un
numar multiplu lui 3. 1) Aflat distributia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea
ca valoarea lui X va depasi 1000.

15. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de "succese" la
aruncarea a doua zaruri "perfecte " de 5000 de ori, considerand "succes" la
fiecare aruncare faptul ca produsul punctelor aparute va fi un numar multiplu
lui 3. 1) Aflat distributia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea ca valoarea lui
X va depasi 1000.

16. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de aruncari a doua
zaruri "perfecte " pana cand, prima data, minimul punctelor aparute va fi un
numar multiplu lui 3. 1) Aflati distributia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea
ca valoarea lui X va depasi 1000.

17. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de "succese" la
aruncarea a doua zaruri "perfecte " de 5000 de ori, considerand "succes" la
fiecare aruncare faptul ca mazimul punctelor aparute va fi un numar multiplu
lui 3. 1) Aflat distributia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea ca valoarea lui
X va depasi 1000.

18. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de elevi care au fost
depistati ca fiind infectati TBC, dintr-un numar total de 1000 de elevi supusi
controluli medical , dacd se stie cd de aceasta infectie este afectatd 0.1% din
populatie. 1) Aflat repartitia v.a. X; 2) Calculati probabilitatea cd valoarea
lui X va depasi 100.

19. Presupunem ca un an va fi secetos, independent de anii precedenti,
cu probabilitatea 0.05. Notam prin X numarul de ani nesecetosi inregistrati
pana la inregistrarea pentru prima data a unui an secetos. 1) Aflat distributia
v.a. X; 2) Calculati probabilitatea ca valoarea lui Xva depasi 100.

20. O companie de asigurari are incheiate 10000 de polite de asigurare
anuald de tip RCA. Consideram in calitate de v.a. X numarul total de
despagubiri pe care le va plati compania pe parcursul unui an. Stiind ca



122

probabilitatea unei avarii auto este egald cu p = 0.001 : 1) Aflati distributia
v.a. X; 2) Calculati probabilitatea ca valoarea lui X va depasi 100.

21. Numarul X de particule alfa emise de un gram de substanta radioac-
tiva intr-o secunda este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde
a este numarul mediu de particule alfa emise intr-o secunda. 1) Sa se de-
termine distributia v.a. X. 2) S& se calculeze probabilititile evenimentelor:
A = {intr-o secunda vor fi emise nu mai mult de doua particule alfa} si B =
{intr-o secunda vor fi emise cinci particule alfa}, C' = {intr-o secundd vor fi
emise mai mult de zece particule alfa}. Care este numarul de particule alfa
care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere ca a = 0, 25.

22. Numarul X de apeluri telefonice inregistrate la Urgenta Medicala
in 24 de ore este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde a
este numarul mediu de apeluri telefonice inregistrate in 24 de ore. 1) Sa se
determine distributia v.a. X. 2) Si se calculeze probabilititile evenimentelor:
A = {in 24 de ore fi inregistrate cel mult 100 de apeluri telefonice} si B =
{in 24 de ore vor fi inregistrate exact 100 de apeluri telefonice}, C = {in
24 de ore vor fi inregistrate mai mult de 1000 de apeluri telefonice}. Aflati
numarul de apeluri telefonice inregistrate in 24 de ore, care corespunde celei
mai mari probabilitati? Sa se considere ca a = 100.

23. Numarul X de pene de curent inregistrate la un Centru de Calcul pe
parcursul unui an este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde a
este numarul mediu de pene de curent electric inregistrate pe parcursul uni
an. 1) S& se determine distributia v.a. X. 2) Sa se calculeze probabilitatile
evenimentelor: A = {intr-un an vor fi inregistrate cel mult 10 pene de curent}
si B = {intr-un an vor fi inregistrate exact 10 pene de curent}, C' = {intr-
un an vor fi inregistrate mai mult de 100 pene de curent}. Aflati numarul
de pene de curent inregistrate intr-un an, care corespunde celei mai mari
probabilitati? Sa se considere ca a = 10.

24. Numarul X de erori de programare comise de un programator la elab-
orarea unui soft de proportii este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul
a, unde a este numarul mediu de erori de programare comise de programator
la, elaborarea unui astfel de soft. 1) S& se determine distributia v.a. X. 2)
S& se calculeze probabilitatile evenimentelor: A = { wvor fi comise cel mult
10 erori de programare} si B = {vor fi comise exact 10 erori de progra-
mare}, C' = {numarul de erori de programare comise va varia intre 100 si
500}. Aflati numaérul de erori de programare comise la elaborarea unui soft
de proportii, care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere
ca a = 50.
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25. Numarul X de bacterii descoperite intr-o picatura de apa luata dintr-
un lac este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde a este numarul
mediu de bacterii descoperite intr-o picaturd de apa. 1) S& se determine
distributia v.a. X. 2) Sa se calculeze probabilititile evenimentelor: A =
{ wor fi descoperite cel mult 10 bacterii} si B = {vor fi descoperite exact
10 bacterii}, C' = {numarul de bacterii va varia intre 500 si 5000}. Aflati
numarul de erori de programare comise la elaborarea unui soft de proportii,
care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere ca a = 1000.

26. Numarul de accidente aviatice inregistrate anual la o anumita com-
panie aviatica este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a , unde a
este numdrul mediu de accidente aviatice inregistrate anual.1) Sa se deter-
mine repartitia v.a. X. 2) S& se calculeze probabilitatile evenimentelor: A =
{ intr-un an vor fi inregistrate cel mult 5 accidente} si B = {intr-un an vor
fi inregistrate exact 5 accidente}, C' = {numarul de accidente inregistrate
intr-un an va varia intre 10 si 20 accidente}. Aflati numarul de acciente
inregistrate intr-un an, care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se
considere ca a = 0.1.

27. Numarul de stafide descoperite intr-un cozonac cu stafide ales la
intamplare dintr-o partida de astfel de cozonaci este o v.a. cu repartitia
Poisson cu parametrul a , unde a este numarul mediu de stafide care pot fi
descoperite intr-un astfel de cozonac.1) Sa se determine distributia v.a. X.
2) S4 se calculeze probabilitétile evenimentelor: A = { vor fi descoperite cel
mult 10 stafide} si B = {vor fi descoperite exact 10 stafide}, C = {numarul
de bacterii va varia intre 500 si 1000}. Aflati numarul de stafide descoperite
intr-un cozonac cu stafide ales la intamplare, care corespunde celei mai mari
probabilitati? Sa se considere ca a = 10.

28. Numaérul de grindine inregistrate per m? in timpul unei ploi cu grind-
ina este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a , unde a este numarul
mediu de grindine inregistrate pe m?. 1) Si se determine repartitia v.a. X.
2) S& se calculeze probabilitatile evenimentelor: A = { pe o suprafata de 1
m? wor fi inregistrate cel mult 50 de grindine} si B = {vor fi descoperite
exact 50 de grindine}, C' = {numarul de bacterii va varia intre 100 si 200}.
Aflati numarul de stafide descoperite pe o suprafats de 1m? aleasi la intam-
plare, numar care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere
ca a = 30.

29. Numarul de accidente auto inregistrate in or. Chisinau in 24 de ore
este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde a este numarul mediu
de accidente auto in acest interval de timp. 1) S& se determine distributia
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v.a. X. 2) S4 se calculeze probabilitatile evenimentelor: A = { X < 5} si
B={X=5}C={5<X <10}. Aflati num&rul de accidente auto,
care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere ca a = 0.5.

30. Numarul anual de decese printre asiguratii unei companii de asigurare
este o v.a. cu distributia Poisson cu parametrul a, unde a este numarul mediu
de decese anual. 1) S& se determine distributia v.a. £. 2) S& se calculeze
probabilitdtile evenimentelor: A = { X < 10} si B = { X = 10}, C =
{ 10 < X < 20}. Aflati numérul anual de decese printre asiguratii unei
companii de asigurare , care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se
considere ca a = 3.

4.2. Distributii probabiliste uzuale in caz (absolut) continuu
(Uniforma, Exponentiald, Normala, Hi-patrat (x?), 7-Student)

Distributia Uniforma (caz (absolut) continuu).

Definitia 1. Vom spune ca v.a. X este distribuita uniform pe segmentul
la,b], pe scurt X ~ Ula,b|, a,b € R, a < b, dacd densitatea ei de distributie
fl@) =32 - Ty ().

Caracteristicile numerice de baza ale v.a. X sunt: EX :‘LTH’, DX=
f13=0.

Remarca 1. Din punct de vedere matematic distributia uniforma mode-
leazd, de exemplu, alegerea la intdmplare a unui punct de pe segmentul [a, b].
Experimentele aleatoare de acest gen pot fi simulate si pe calculator deoarece
orice limbaj de programare evoluat (CT*, Java, etc.) are in biblioteca sa de
functii program functia Random, corespunzatoare cazului absolut , accesarea
careia are drept rezultat generarea unui numar ales la intAmplare din multi-
mea [0, 1]. Dat fiind faptul c& in memoria calculatorului numerele irationale,
de exemplu, sunt, din cauza lungimii limitate a cuvantului de calculator
(32 sau 64 biti), aproximate de numere rationale, generatorul corespunzator
poarta denumirea de Generator de Numere Pseudoaleatoare. Acest genera-
tor in ambele sale ipostaze (discreta si (absolutO continue) se afla la baza
simularii pe calculator a oricarei legitati probabiliste. De exempu, avand la
baza generatorul de valori ale v.a. X ~ UJ0, 1], putem simula valori ale v.a.
Y ~ Ula,b] si viceversa. Algoritmul se desprinde din

Propozitia 1. Daca v.a. X ~ U[0,1] , atunci v.a. Y=(b—a)X +a
~ Ula,b] pentru orice a,b € R, a < b. Dimpotriva, dacd v.a. Y ~ Ula,b] ,
atunci v.a. X = (Y —a)/(b—a) ~U[0,1].

(b—a)?
2
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Are loc si

Propozitia 2. Daca v.a. X ~ UJ0,b] , atunci si v.a. Y =b—X ~ U|0,].

Exemplul 1. Un troleibus soseste in statie din 5 in 5 minute. Care este
probabilitatea ca un pasager, care vine in statie intr-un moment aleator de
timp, va astepta troleibuzul cel mult 2 minute?

Solutie. Din faptul ca momentul de sosire in statie este unul aleator,
rezulta ca acest moment X este, de fapt, rezultatul alegerii la intdmplare a
unui punct de pe un segment de lungime 5, cu alte cuvinte, X ~ UJ0,5].
Timpul de asteptare a urmatorului troleibus coincide cu v.a. Y =b— X, prin
urmare, conform propozitiei 2, Y ~ U][0, 5], ceea ce inseamnd cd probabili-
tatea ca un pasager, care vine in statie intr-un moment aleator de timp, va
astepta troleibuzul cel mult 2 minute coincide cu

2

1 2

0

Distributia exponentiala.

Definitia 2. Vom spune ca v.a. X este distribuita exponential cu para-
metrul A, A > 0, pe scurt X ~ exp{\A}, dacd multimea ei de valori posibile
coincide cu [0, +00), iar f(z)=Xe™ - Ijg 1 o0)().

Caracteristicile numerice de baza ale v.a. X sunt: EX zi, DX :/\1—2,
N3:%- Tinadnd cont de legatura dintre f.d. si d.d. a v.a. X, gasim ca
fr. a unei via. X ~ exp{\} este egald cu F(z)=(1— e ) - Ijg 4o0)(T).

Aceasta distributie apare in directa legatura cu fluxurile (procesele Pois-
son), legatura evidentiata in

Propozitia 3. Durata intervalului de timp dintre doua momente succe-
sive in care se produc doua evenimente intr-un flux Poisson cu intensitatea
A >0 este 0 v.a. X ~ exp{A}.

Prin urmare, in toate exemplele de flux Poisson enumarate in paragraful
anterior putem invoca si distributia exponentiala.

Remarca 2. Daca in caz discret singura distributie care poseda pro-
prietatea "lipsei memoriei" este distributia geometrica, apoi in caz (absolut)
continuu singura v.a. ce poseda aceasta proprietate este v.a. X ~ exp{\}.
Intr-adevir, are loc
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Propozitia 4 (Proprietatea "lipsei memoriet” a distributiei ex-
ponentiale). V.a. X de tip (absolut) continuu, pentru care multimea de
valori posibile coincide [0, +00),este o v.a. distribuita exponential, adica

F(z) = (1 =) I 1o0)(2),
daca st numai daca aceasta poseda proprietatea "lipser memoriei”:
PIX<z+h/X>x)=P(X <h), pentru orice h > 0.
Consecinta. Daca v.a. X ~ exp{\}, atunci
P(X>x+4+h/ X >z)=P(X >h), pentru orice h > 0.

Proprietatea "lipsei memoriei" numita si "proprietate markoviana" face
ca aceasta distributie sa fie folositda pe larg acolo unde apare notiunea de
duratd (a vietii): in Demogragie, Teoria Fiabilitatii, Teoria Agteptarii, Ac-
tuariat, etc. A se vedea, in acest sens, exemplele 9 din p.1.3 si 2 din p.2.2.

Exemplul 2. Timpul de asteptare la o statie de alimentare cu carburanti
este o v.a. X cu o durata medie de asteptare egala cu Ty. Sa se afle proba-
bilitatile urméatoarelor evenimente: A={1Ty < X < 3T}, B={X > 2Ty}.

Solutie. Cum X ~ exp{A} iar EX=1 = Ty, rezultd cd X ~ exp{TiO}.
Prin urmare

P(A)=(1- eXp{_Tio : gTD}) —(1— eXp{—Tio : %TO}) =

1 3
exp{—E} — exp{—ﬁ} = 0.3834,

PB)=1-(1- exp{—TL0 -2Ty}) = exp{—2} = 0.135 34.

Distributia normala.

Definitia 3. Vom spune ca v.a. X este distribuita normal cu parametrul
mgio, meR, o> 0, pescurt X ~ N(m;o), dacd multimea ei de valori

(x—m)
posibile coincide cu (—o0, +00) iar f(:p):#ﬁe_ 207 . Atunci cand m=0,
o=1 vom spune ca X este standard normal distribuita sau Gauss distribuita,

pe scurt, X ~ N(0;1) (vezi exemplul 8, p.3.1.)
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Caracteristicile numerice de bazi ale v.a. X sunt: EX=m, DX=02,
p;=0. Putem, astfel, vorbi cd& X ~ N(m;o) este o v.a. normal distribuita
cu media m §i abaterea standard o.

(u—m)2

F.d. av.a. X ~ N(m;o) este functia F(z) = #ﬂ [ e 27 du iar in

x
u2

cazul cand X este standard normal distribuita f.d. este q)(x):\/% [ e zdu

N

T

si dd. p(z) = \/%76_7. De remarcat faptul, ca valorile f.d. ®(z), deci

si F'(z) nu pot fi determinate decit prin metode numerice aproximative

T 2
. _u_ v N .
deoarece integrala \/Lz? f e~ 2z du nu se calculeaza exact, dar in cadrul apli-
—0o0

catiilor concrete putem utiliza Tabelul valorilor f.d. ®(z) (Vezi Anexa 1) sau
calculatorul online pentru distributia normala cu media si abaterea standard
cunoscute, ce poate fi accesat la adresa, de exemplu,

http : //onlinestatbook.com/2/calculators/normal _dist.html .

Important e cd Tabelul valorilor f.d. ®(x) poate fi utilizat si la calcularea
valorilor f.d. F(x), conform formulei F'(r)=®(*-"), daca F(r) corespunde
distributiei N(m;o). Aceasta din urma rezulta din

Propozitia 5. Daca v.a. X ~ N(0;1), atunci v.a. ¥ = cX +m ~
N(m;o). Invers, daci v.a. Y ~ N(m;0), atunci v.a. X = ¥=" ~ N(0;1).

Transformarea v.a. Y ~ N(m;o) in v.a. ijm se numeste standardizare
sau normare.

Propozitia 6. F.d. ®(x) a v.a.X ~ N(0;1) poseda urmatoarele propri-
etati: a) ®(—z) + ®(x)=1 pentru orice x € R; b) P(—3 < X < 3)=P(3) —
®(—3)=0.9973; c) daca Y ~ N(m;0), atunci P(a <Y < B)=P(" <
rom < 5;7”):@(5;7”) — ®(*=™) pentru orice a, f € R, a < 3.

Proprietatea a) arata ca Tabelul valorilor f.d. ®(x) poate fi definit doar
pentru valorile argumentului x > 0, iar proprietatea b) justifica de ce Tabelul
din Anexa 1 este dat doar pentru valorile —3.99 < z < 3.99. Mai mult, din
proprietatea c¢) deducem urméatoarea

Consecintad (Regula "30"). Pentru orice v.a.Y ~ N(m;o),indiferent
de valoarea ei medie m si abaterea ei standard o, probabilitatea

P(m—30 <Y <m+ 30) =0.9973.

Cu alte cuvinte, in peste 99% din cazuri, valorile v.a. Y ~ N(m;0o) se
vor situa in jurul valorii ei medii la o distanta de 3o.
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O alta proprietate utila ne-o ofera

Propozitia 7. Daca X, X, ..., X,, sunt v.a.i...d. Normal cu valoarea
medie EX;, =m si dispersia DX, =02, atunci v.a. Y =X;+Xo+ ..+ X,, ~
N(nm;/no).

Remarca 3. Exemple de v.a. distribuite normal sunt: cantitatea anuala
de precipitatii atmosferice dintr-o anumita regiune, eroarea care se obtine in
urma masurarii unei marimi cu un aparat de masurat, inaltimea unui barbat
luat la intamplare, etc. Mai mult, in anumite conditii, sume de v.a. intr-un
numadr suficient de mare pot fi considerate, cu o anumita doza de aproximare,
ca fiind v.a. normal distribuite, ceea ce simplifica esential analiza statistica
a datelor.

Exemplul 3. In cadrul planificarii productiei de costume pentru barbati
destinate comercializarii in Republica Moldova, Fabrica de Confectii "Ionel"
din Chigindau urmeaza sa determine cota parte de costume produse pentru
barbatii ce au inaltimea ce variaza intre 164 si 170 cm., stiind doar faptul
ca inaltimea unui barbat ales la intdmplare din regiunea data este o v.a.
X normal distribuita cu media m=170cm si abaterea standard ¢ = 5cm.
Evident cd aceastd cotd exprimata in procente este egald cu P(164 < X <
170) - 100%. Dar

170 — 170 164 — 170
5 T

®(0) — ®(—1.2) = 0.5 — 0.11505 = 0.38495.

P(164 < X < 170) = &( ) =

Prin urmare, cota parte in cauzi este egald cu aproximativ 38.5%.

Distributia Hi-patrat (x?).

Definitia 4. Vom spune ci variabila v.a.x?(n) este repartizata hi-patrat
cu n grade de libertate daca aceasta are aceeagi d.r. casiv.a. X7 +X2+4..+ X2
unde X, X, ..., X, sunt variabile aleatoare independente, identic standart
normal distribuite, sau ceea ce este echivalent, daca aceasta are d.d.

2D 2exp(—x/2)

T =)

: I[O,+OO) (fL‘),

+00 +o0
[(u) = [ 2" e *dr find ['(u) = [ 2* ‘e "dz. Distributia hi-patrat este
0 0

tabelata si in functie de n si x , si astfel putem afla valoarea probabilitatii
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P(x*(n) < x). Aceasta din urma poate fi calculatd si online la adresa
http : //onlinestatbook.com/2/calculators/normal _dist.html .

Din exemplul 3, p. 3.3. putem vedea cum variaza grafic forma d.r. a v.a.x?(n)
in functie de valoarea parametrului n.

Caracteristicile numerice de baza ale v.a. x?(n) sunt: Ex?(n)=n, Dx?(n)=2n,
fs=8n.

Remarca 4. Aceasta distributie este utilizata in calitate de model
matematic pentru diverse proceduri de estimare de interval sau de verificare
a ipotezelor in Statistica Matematica.

Exemplul 4. Consideram doua v.a. independente X ~ x?(15) i ¥ ~
x%(5). Si se determine valorile medie si dispersia v.a. U = X + Y, dar si
valorile ug g5 $1 ug95 pentru care P(U < ugs) = 0.05, P(U < ugg5) = 0.95.

Solutie. Din definitia distributiei x*(n) deducem cid X ~ X2 +X3+...+ X%
iar Y ~ X126+X127++X220, unde Xl, XQ, ceey X15, X16, X17, ceey X20 sunt
v.a.iid. standard normal distribuite. Prin urmare U=X+Y ~ X?+X3+...
+XZEAXE+ X2+ +X2) ~ x%(20). Or, B(X +Y) = Ex?(20)=20, D(X +
Y) = Dy?(20)=40.

Cum U ~ x?(20), din tabelul prezentat in Anexa 2, vedem c& P(U <
uy) = P(x*(20) < Q(,20) = «, 0 < a < 1. Cu alte cuvinte ug g5 = 10.851
iar uggs = 31.41.

Distributia 7-Student.

Definitia 5. Vom spune ca variabila v.a. T'(n) este Student repartizata
cu n grade de libertate, pe scurt, T'(n) ~ Student(n), daca aceasta are d.d.
ce coincide cu d.d. a v.a. X;((n)/n, unde X, x?(n) sunt variabile aleatoare
independente respectiv, standard normal distriuita si hi-patrat distribuita cu
n grade de libertate.

Caracteristicile numerice de baza ale v.a. T'(n) sunt: ET'(n) = 0, DT'(n)
=n/(n—2) pentru n > 2, 13=0

La fel, aceasta distributie se foloseste pe larg in Statistica Matematica
la construirea unor estimatori de interval, dar si la verificarea ipotezelor
statistice.

Pentru calculul probabilitatilor de forma P(T'(n) < z) se folosesc tabele
care iau in calcul doar cazurile cand numarul de grade de libertate nu intrece
120, deoarece odata cu cresterea lui n aceasta distributie se apropie de cea
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normala standart, ceea ce se vede gi din graficele densitatii de distributie
Student in functie de n (graficul cu valoarea maximald cea mai micd pentru
n=1, apoi n = 2,5, oo, ultimul fiind trasat cu linie ingrosat4) :

— 0.5

e
et
—

o4 -
0.3
0.2 -

0.1

Probleme propuse.

1. Ingltimea unui birbat este o v.a. cu distributia normali. Presupunem
ca aceasta distributia are parametrii m = 175 cm si 0 = 6 ¢m. Sa se formeze
programul de confectionate a costumelor barbatesti pentru o fabrica de con-
fectii care se refera la asigurarea cu costume a barbatilor, inaltimile carora
apartin intervalelor: [150,155), [155,160), [160,165), [165,170), [170,175),
[175,180), [180,185), [185,190), [190, 195), [195, 200].

2. Presupunem ca o convorbire telefonica dureaza in medie 5 minute si
este o v.a. de distributie exponentiald. 1) S& se scrie f.dr. si si se traseze
graficul ei. 2) Dacd va apropriati de o cabind telefonicd imediat dupa ce o
persoana a intrat in ea atunci care este probabilitatea ca o sa asteptati nu
mai mult de 2 minute?

3. Un autobus circuld regulat cu intervalul 30 minute. 1) S& se scrie d.d. a
v.a.c. care reprezinta durata asteptarii autobusului de catre un pasager care
soseste in statie intr-un moment aleator de timp. 2) S& se traseze graficul d.d.
3) S& se determine f.d. si sa se traseze graficul ei. 4) Care este probabilitatea
ca, sosind in statie, pasagerul va astepta autobusul nu mai mult de 10 minute,
unde numarul n coincide cu ultima cifra a numarului de ordine a problemei.

4. Cantitatea anuala de precipitatii atmosferice are distributia normala.
Presupunem ca anual, cantitatea de precipitatii intr-o anumita regiune este
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o v.a. aleatoare de repartitie normala de parametrii m = 500mm si 0 =
150mm. Care este probabilitatea ca in anul viitor cantitatea de precipitatii
va fi cuprinsa intre 400 si 500 milimetri. Considerand ca un an este secetos
cand cantitatea de precipitatii nu depageste 300 mm, aflati probabilitatea ca
doi din viitorii zece ani vor fi secetosi?

5.Fie X o v.a. care urmeaza o distributie normala cu media m = —2 si
abaterea standard o = 3.

a) Calculati P(—2.5 < X < 1.5);

b) Calculati P(—7 < X < —3.2);

c¢) Calculati P(X > 1.9);

d) Identificati valoarea xg 95 astfel incat P(X < xg25) = 0, 25.

6. Diametrul mingilor de Ping-Pong (notat cu X)) fabricate intr-o fabrica
mare este de asteptat sa fie normal distribuite cu o medie de 3,3cm si o
abatere standard de 0, 6¢m.

Care este probabilitatea ca o minge de Ping-Pong aleasa la intamplare va
avea un diametru

a) Mai mic de 3,25cm?

b) Intre 3.25¢m si 3.35¢m?

c) Sa se determine cele doud valori ale extremitétilor intervalului cu cen-
trul in valoarea medie pentru care 60% din diametrele mingilor de Ping-Pong
vor nimeri in acesta?

Daca sunt selectate multe esantioane aleatoare de 25 de mingi Ping-Pong

(d) Ce distributie va urma media egantionul?

(e) Ce proportie din egantioane vor avea o medie mai micad de 3,25c¢m?

(f) Ce proportie din esantioane vor avea o medie intre 3.25¢m si 3.35¢cm?

(g) S& se determine cele doud valori ale extremitatilor intervalului cu
centrul in valoarea medie a medie: diametrelor mingilor incluse in esantion
pentru care 60% din mediile diametrelor mingilor incluse in esantion vor
nimeri in acest interval?

(h) Ce este mai probabil: si apard o minge luata aparte cu diametrul intre
3,25 si 3,35cm sau un esantion cu o medie intre 3,25 si 3, 35ecm? Explicati.

4.3. Inegalitatea Chebyshev, Legea Numerelor Mari (in formele
Cebyshev, Bernoulli, Hincin), Teorema Limita Centrala

Modelele matematice ce-si gasesc aplicare in Statistica Matematica vizeaza,
de fapt, v. a. n-dimensionale X= (X, Xs, ..., X},) sau functii de forma ¢g( X},
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X, ..., X,,) privite ca v.a., interes prezentand comportamentul lor probabilist
atunci cand n — oo. In acest scop sunt utile inegalititi de tip Inegalitatea
Chebyshev, care scot in evidenta faptul cd, in anumite conditii, cunoagterea
doar a unor caracteristici sumare ale v.a. X, cum ar fi valoarea medie, mo-
mentul central de ordinul 2 sau dispersia, sunt suficiente pentru a evalua
probabilitati legate de aceasta v.a.

Propzitia 1 (Inegalitatea Markov). Daca pentru v.a. X  exista
E|X]|, atunci are loc inegalitatea

E|X
P(\X|25)§|T’,V€>O.

Consecinta 1. Daca v.a. X > 0 g1 exista EX, atunci are loc inegali-
tatea

EX
P(X>5)<?,V€>0.

Consecinta 2 (Inegalitatea Chebyshev). Daca pentru v.a. X exista
momentul initial EX?, atunci are loc inegalitatea Chebyshev in formele

2

EX
P(IX|>¢) <

)
52

Ve > 0.
si
DX

Consecinta 2 (Regula "ko"). Dacad pentru v.a. X exista momentul
initial BX?, atunci pentru k=2, 3, 4

P(EX—ka<X<EX+ka)>1—E,.

Aceasta consecinta arata, de exemplu, pentru & = 3, ca in cel putin
(1 — 35)100% ~ 89% din cazuri, valorile v.a. X se vor situa in intervalul
(EX — 30, EX + 30). Asa cum aratd regula 30, formulatd drept consecinta
din propozitia 6 pentru distributia normala cu media m si abaterea standard
o, aceeagi regula dedusa din inegalitatea Chebyshev este mai putin exacta
decat prima, dar aceasta din urma avand avantajul de a fi aplicabila pentru
toate v.a. pentru care exista media si dispersia.
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Exemplul 1. In presupunerea ci v.a. X are valoarea medie EX =1 si
abaterea standard o = 0.2 putem evalua probabilitatile (granitele lor de jos)
evenimentelor

A={05< X <15},B={0.75 < X < 1.35},C ={X < 2}.
Intr-adevir, A = {1 -05< X <1+0.5} = {|X —EX| < 0.5}. Dar

_ o? 0.22

Prin urmare P(A) =1 — P(A) > 1 —0.16 = 0.84. Analogic, deoarece
B2 {0.75 < X <125} ={|X — EX]| < 0.25}, avem

2

P(B)=1-P(B)>1-P(|X —EX| < 0.25 > 3

= 0.64.

Cum C D {0 < X <2} ={|X —EX]| < 1}, avem ca

— 0.22
P(C)=1=P(C) 2 1= P(X —BX| <1) 21— — = 1—0.04 = 0.96.

Exemplul 2. Viteza vantului in km/ora in orice punct al Padmantului
este o v.a. X. Sa se evalueze granita de sus a probabilitatii evenimentului
{X > 80 km/ora} in fiecare din urmatoarele cazuri: a) in urma unor ma-
surdri facute mai multi ani la rand s-a stabilit cda EX = 16 km/ora; b) in
urma unor masurari facute suplimentar s-a stabilit ca abaterea standard a
v.a. X este egald cu o =4 km/ora.

Solutie. a) Deoarece X este o v.a. nenegativa, putem aplica Inegaliattea

Markov:
16 km/ora

P{X > < —r
{X > 80km/ora} < 30 ko ora

=0.2.

b) In acest caz, inainte si aplicim Inegalitatea Cebyshev, observim c&
{X >80} ={X-EX >80-EX} ={X-EX >64} C {|X —EX| > 64}.

Prin urmare

P{X >80} < P{|X —EX| > 64} < Dx 4 0.004
- - - = 642 642~
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Remarca 1. Exemplul 2 este sugesitiv, in sensul ca arata foarte clar
efectul cunoagterii suplimentare a dispersiei v.a. X asupra mariiri exactitatii
estimarii probabilitatii necunoscute.

Definitia 1. Vom spune ca sirul de v.a. X1, Xs, ..., X, ... este guvernat
de Legea Numerelor Mari (LNM) daca

n—-auoo

1< 1<
im P [=S X, - =S EX,.| <2 | =1, ve > 0.

Teorema 1 (LNM in forma Cebyshev). Daci Xy, Xa, ..., X, ...
este un sir de v.a. necorelate doua cdte doud pentru care exista dispersia
fiecarei v.a. si o constanta c astfel incat dispersiile DX, < ¢, k = 0,1,2, ...,
atunci sirul acesta este guvernat de Legea Numerelor Mari.

Consecinta 1. Daca Xy, Xs, ..., X, ... este un gir de v.a. indepen-
dente pentru care exista dispersia fiecarei v.a. §i o constantda c astfel incdt
dispersiile DXy, < c, k= 0,1,2, ..., atunci sirul acesta este guvernat de Legea
Numerelor Mart.

Consecinta 2 (LNM in forma Bernoulli). Daca X1, Xo, ..., X,, ...
este un gir de v.a. i.i.d. Bernoulli cu parametrul p, 0 < p < 1, atunct sirul
acesta este guvernat de Legea Numerelor Mari, care in acest caz ia forma

n
) 1
lim P EZXk—p <e|=1Vve>0.
k=1

Remarca 2. LNM in forma Bernoulli serveste in calitate de funda-
ment matematic pentru Principiul Regularititii (Stabilitatii) Statistice. Intr-
adevar, cum orice experiment aleator £ ce poate fi repetat independent unul
de altul in aceleasi conditii, pentru fiecare eveniment aleator A de probabili-
tate nenuld p = P(A), poate fi transformat in proba Bernoulli cu probabili-
taea "succesului" p, rezulta ca v.a.

X, = { . 1, daca in proba cu nr. k se produce A, k=12 .

in caz contrar,

sunt guvernate de LNM in forma Bernoulli. Dar frecventa relativa

k=1
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Prin urmare pentru astfel de experimente aleatoare LNM ia forma
lim P (|f,(A) — P(A)| <e)=1, Ve >0,

care devine, din punct de vedere matematic, o expresie riguroasa a Principiul
Regularitatii Statistice.

De remarcat ca LNM expusa mai sus in diverse forme este, totusi, condition-
ata de existenta valorii medii si a dispersiei, dar in anumite conditii existenta
dispersiei nu este obligatorie, aga cum se vede din

Teorema 2 (LNM in forma Hincin). Daci X1, X, ..., X, ... este
un sir de v.a.i.1.d. §i pentru care exista valoarea medie X, =m, k=1, 2, ...,
atunci girul acesta este guvernat de Legea Numerelor Mari, care in acest caz
ia forma

%ZX}C —m

<£>—1,V5>0.

Exemplul 3. In Statisticd, atunci cand avem de a face cu valorile (X7,

Xs, ..., X)) unei v.a. X, valori obtinute in urma unor observatii indepen-
n

dente asupra acestei v.a., media aritmetica X :%ZX;C serveste in calitate

k=1
de estimator pentru valoarea medie (teoreticd) EX =m, m find necunoscut.

LNM in forma Hincin garanteaza ca, odata cu cresterea lui n, aceast aprox-
imare devine tot mai buna pentru m. Din pacate, insa, LNM nu ne spune
nimic despre viteza cu care acest estimator se apropie de valoarea estimata
m. Aceasta lacuna vine sa o inlature

Teorema 3 (Teorema Limita Centralda pentru v.a.i.i.d.). Daca
X1, Xoy oory Xy, ... este un sir de v.a.1.9.d. g1 pentru care exista valoarea
medie EX, =m si dispersia DX, =02, k=1, 2, ..., atunci

Y Xy —nm

- 1 e
H@WP HT <z | =®(x)= \/—Q_W/e2du, Vo e R.

Consecinta 1. (Teorema Limita Centrala in forma Moivre-Laplace).
Daca Xq, Xo, ..., X,, ... este un gir de v.a. i.i.d. Bernoulli cu parametrul
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p, 0 <p <1, atunci

> Xp —np
lim P kil—gx = d(z)

du Vo € R.
n—o0 np(1 —p) " Ve /

Urmatoarea afirmatie vine sa ilustreze modul in care —ZXk converge

catre valoarea medie.

Consecinta 2. Daca Xy, X, ..., X,, ... este un sir de v. aiid st
pentru care existd valoarea medie EX, =m si dispersia DX, =02, k=1, 2,
., atunci:

a) pentru € > 0 dat gi n suficient de mare probabilitatea
1 n

} ( n ) = 2‘1’({5[) 1.
n

> K-
k=1
b) pentru orice € >0 gi 0 < a < 1 probabilitatea

deindata ce n > ng = [(M)z} + 1, unde [a] este partea intreagd a
numarului a, iar T1_qa/2 este 1 —a/2 - quantilda a v.a. standard distribuita,
adica
T1—aj2: P(T1_as2) =1 — /2.
Remarca 2. Importanta Teoremi Limita Centrala rezida, mai ales,
in faptul ca aceasta arata ca, in anumite conditii, o suma S,= iXk de

v.a.independente, luate intr-un numar suficient de mare, indiferent care este
distributia lor, se comporta din punct de vedere probabilist ca gi cum aceasta
ar fi o v.a. normal distribuita. Mai exact, avem

Consecinta 3. Daca X1, Xs, ..., X, ... este un sir de v.a.i.i.d. $i pentru
care existd valoarea medie BX;, =m si dispersia DX, =02, k=1, 2, ..., atunci
pentru n suficient de mare

<Zxk < :c) ~ @(x;;_m)
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sau cu alte cuvinte S, = > Xy ~ N(nm;o/n).
k=1
Exemplul 4. O Companie de asigurari are asigurate 10000 de automo-

bile. Probabilitatea unei avarieri, ce intra sub incidenta politei de asigurare,
fiind egala cu p=0.006. Fiecare proprietar de automobil asigurat pliteste
o polita de asigurare anuald de 50 de euro, primind, in caz de avariere o
suma de 4000 de euro. Sa se calculeze probabilitatile urmatoarelor eveni-
mente: A={la sfarsit de an Compania fa fi in pierdere}, B,={la sfarsit de
an Compania va avea un profit de, cel putin, m euro}, m=160000, 240000,
320000.
Solutie. Consideram v.a.

X, — 1, daca automobilul cu nr. k va fi avariat,
k 0, in caz contrar,

k=1,2,...,10000 . Atunci evenimentul

10000 10000
A= {4000 Y X, >500000} ={> X, >125}.
k=1 k=1

Deoarece v.a. Xy ~ Bernoulli(0.006), k=1, 2, ..., 10000, n=10000 fiind
suficient de mare, putem aplica Teorema limita Centrala in forma Moivre-
Laplace si Consecinta 3:

10000
PA) =P (3 x, >125) | ~1-a 125 — 10000 - 0.006 _
ot /10000 - 0.006 - (1 — 0.006)

—1—®(8.4168) =1—1=0.

Analogic,

10000 10000

Bigoooo = {4000 > X) < 500000 — 160000} = {» X, < 85},

k=1 k=1

prin urmare
10000
85 — 10000 - 0.006
P(B =P X, <8} ~9d =
(Biooo) {; h <85} <\/1000O -0.006 - (1 — 0.006)>

— ®(3.2372) = 0.9987.
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Cititorul poate verifica desinestator c& P(Baoo0) ~ 0.7413 g1 P(Bs20000) ~
0.1587.

Probleme propuse.

1. Pretul de vaAnzare al unui anumit produs agricol la Piata Centrala
variazd de la zi, fiind o v.a. X cu valooare medie egala cu 2 lei/kg. Un
cumparator afirma ca probablitatea ca in ziua urmatoare pretul la acest
produs va fi mai mare sau egal cu 10 lei/kg este mai micd sau egald cu 0.2.
Este oare aceasta afirmatie fondata?

2. Producatorul de automobile Mitsubishi Colt garanteaza, conform cartii
tehnice a acestui autoturism, un consum mediu de benzina in afara orasu-
lui egal cu 5 [/100km cu o abatere standart egala cu 0.25 [/100km. S& se
estimeze valoarea probabilitatii ca proprietarul unui atare autoturism va in-
registra un consum real de benzina in afara oragului cuprins intre 4.5 si 5.5
[/100km.

3. Presupunem ca durata vietii masurata in sute de ore a memoriei hard
produs pentru un anumit tip de laptop este o v.a. masurata in sute de ore
si definitd de d.d. f(z) = AN I}y 100)(2). Considerdm ci v.a. X1, Xo, ...,

X, sunt v.aiid. cudd. f(z). Pentru v.ia. X=1%" X;, luand n=100 si
k=1
A=1/10, calculati cu aproximare probabilitatea P(X > 15).

5. Elemente de Teoria Informatiei
5.1. Obiectul de studiu al Teoriei Informatiei

Teoria Informatei (T1I) studiaza modele matematice (preponderant statistico-
probabiliste) ale fenomenelor legate de receptionarea, stocarea si transmiterea
informatiei. Parintele T1 este Claude Shannon, anul 1948 fiind considerat
anul aparitiei acestei teorii.

Notiunea de informatie este o notiune primara, adica imposibil de in-
cadrat intr-o definitie stricta, la fel ca notiunea de punct in geometrie sau
notiunea de multime din Teoria Multimilor. Incercand, totusi, s& o explicim,
am putea spune ca informatia pentru un sistem oarecare, biologic sau tehnic,
este un mesaj despre evenimente care au sau au avut sau vor avea loc atét
in exteriorul sistemului cat si in interiorul lui.

Mentionam ca intre informatie si nedeterminare exista o legatura stransa.
O informatie este informatie, in sensul adevarat al cuvantului , daca si numai
daca ea inlatura o anumita nedeterminare.
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Intr-un experiment se obtine o informatie numai atunci cand nu cunoagtem
rezultatul sau inainte de efectuarea experimentului, adicd numai atunci cand
rezultatul inlatura nedeterminarea care exista la inceput.Mai mult, cu céat
nedeterminarea de la inceputul experimentului este mai mare, cu atat mai
mare va fi cantitatea de informatie pe care o obtinem atunci cidnd aflam
rezultatul experimentului.

5.2. Entropia ca masura a nedeterminarii/cantitatii de infor-
matie

In cazul unui eveniment aleator A asociat experimentului aleator £ si
pentru care probabilitaea sa P(A) > 0, Claude Shannon defineste cantitatea
de informatie ce se contine in mesajul “s-a produs evenimentul A” ca fiind
numarul /(A) = —log2P(A) . Cea mai mica unitate a cantitatii de inforn-
matie se numeste bit, unde I(A) = 1bit atunci cand P(A) = 1/2.

Evident, I(A) poate fi interpretata si ca, masura nedeterminarii legate de
producerea evenimentului A. aceasta nedeterminare fiind cu atat mai mare cu
cat probabilitatea P(A) va fi mai mica. In extremis, gradul de nedeterminare
este egal cu 0 daca P(A) = 1.

Ne intereseaza masura nedeterminarii inlaturate sau cantitatea de infor-
matie furnizatd de realizarea unui experiment aleator £. Pentru aceasta
presupunem ca in acest experiment observatorul este interest (inregistreaza)
producerea unuia din evenimentele A;,A,,..., An care alcatuiesc un grup
complet de evenimente, adica acestea sunt disjuncte doua cate doua si suma
lor coincide cu evenimentul sigur. Realizarea efectiva a experimentului E,
inregistrarea unui anumit eveniment dintre evenimentele A; , Ay ,..., An ,
ca rezultat a experimentului, inlatura nedeterminarea pe care am avut-o la
inceput.

Exemplu. Fie 2 experimente aleatoare:

&i-aruncarea unei monede “perfecte” si grupul complet de evenimente
Ay={aparitia stemei}={S}, As={aparitia banului}={B}

Er-aruncarea unei monede deformate, astfel incat P{S} = 0.9, P{B} =
0.1.

Avem, astfel, repartitiile corespunzatoare:

S B S B
51'(05 08)’52‘<09 01)'
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Evident, & contine mai multa nedeterminare decat &, fapt care poate fi
confirmat folosind notiunea de entropie definite in continuare.

Fie un experiment aleator £ in care putem observa, in urma efectuarii
lui, unul din evenimentele A;,A,,..., An care alcatuiesc un grup complet de
evenimente. Presupunem ca p; = P(4;) > 0,i=1,...,n.

Cantitatea de informatie I furnizata in urma efectuarii experimentului £
depinde de evenimentul A; care se va produce, prin urmare aceasta este o
v.a. data de repartitia ,

(TA) T(A) s TADN
j,( p1 b ),pz>0, =1,...,n,(1)

Anume valoarea medie EI a acestei v.a. poate fi luata in calitate de
masurator al cantitatii de informatie / gradului de nedeterminare furnizat de
experimentul £. Mai exact, putem da urmatoarea

Definitie. Vom numi entropie sau masura a nedeterminarii sau cantitate
de informatie a experimentului £ numarul

H(p17p27 cee 7pn) = _sz . 10921%
=1

considerand ca p - logep = 0 daca p = 0.

Revenind la exemplul de mai sus, constatam ca entropiile lor sunt egale
cu H(&) = 1bit , H(&E) = —(0.910920.9 + 0.1l0g20.1) < H(E) deoarece
functia H(p) = —(plog2p + (1 — p)log2(1 — p) are valoare maximald ,egala
cu 1, pentru p = 0.5. Cantitatea de informatie I furnizata in urma efectuarii
experimentului £ depinde de evenimentul A; care se va produce, prin urmare
aceasta este o v.a. data de repartitia , p; > 0,1 =1,...,n,

5.3. Proprietitile entropiei

Entropia poseda un sir de proprietati, cele mai importante fiind prezentate
in urmatoarele teoreme.

Teorema 1. Entropia H(p1,p2,...,pn) ce corespunde experimentului £
cu repartitia (1) poseda urmatoarele proprietati :

a)  H(pi,p2,....pn) > 0;

b) H(p1,pa,- -, pn) =0 daca gi numai daca exista un indice io astfel
incat p;, = 1;

c) H(pl,p2,...,pn) < H(1/n,1/n,...1/n) pentru orice
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(p17p27' . 7pn)7pi > 072 = 17' TR

d) H(p17p27"'7pn70):H(pbp%"':pn)-

Avand doua experimente & si & independente putem define entropia
experimentului £ = (&;,&;) ce constd in efectuarea lor simultand. Notdm
entropia experimentului cu H(&). Are loc

Teorema 2.H(E) = H(&,E) = H(&E) + H(E,).

Exemplu. Consideram in calitate de experiment aleator £ = (&1, &)
aruncarea simultana a doua monede perfecte, & fiind aruncarea primei mon-
ede, iar & aruncarea celei de a doua monede. Evident, H(&;) = H(&) =
1bit, dar cantitatea de informatie I(€) furnizata de rezultatul efectudrii ex-
perimentului £ este o v.a. cu repartitia

;. ( 1(8S) 1(SB) I1(BS) I(BB)
( 14 14 14 14 )

Prin urmare H(E) = H(&1,&) = H(&) + H(E,).

5.4. Transmiterea informatiei. Codificarea. Teoreme de cod-
ificare

Orice system de transmitere a informatiei se incadreaza in una din urma-
toarele scheme generale:

a) sursa canal %'rece ptor I

b} sursa w receptor

Bruia) [perturbatie)
|

£) Isursal codificare canal decodificare

]
d) Iiursa IH codificare Iﬁgqal decadificare receptor

,

[grUldj Ii]EI"I'Jl'EEIIIE' ‘
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Pentru a intelege rolul notiunii de entropie in Teoria Informatiei ne vom
referi in continuare, drept exemplu, la schema c) de transmitere a infpor-
matiei cu codificare/decodificare, dar fara bruiaj. Dar pentru inceput vom
vedea ce reprezintd codificarea/decodificarea in sistemele de comunicatie de
orice natura, pornind de la urmatorul

Exemplu. Consideram trimiterea unui mesaj prin sistemul SMS (system
de mesaje scurte) al unui telefon mobil. Pentru aceasta folosim, initial, in
calitate de semnale caracterele tastaturii QWERTY, numarul lor total fiind
notat cu N. Cu alte cuvinte aceste caractere formeaza o multime X =
{x1,75,...,2x} de semnale. In momentul trimiterii lui (apasarii butonului
“send”) fiecare semnal/character x din X este codificat digital, adicd cu
ajutorul unei multimi de semnale simple Y = {y,v2,...,yo} = {0,1}.

Definitie. Vom numi codificare (codare) asocierea la un anumit system
de semnale care poartd o informatie (mesaj) a unor succesi-uni/siruri de
semnale a unui alt system de semnale. Primele se numesc semnale initiale,
cele de a doua se numesc semnale simple.

Este firesc ca multimea Y de semnale simple sa contind mai putine sem-
nale decat multimea X cea ce se gi intAmpla in exemplul nostru, @) < N.

In Teoria Informatiei se folosesc, in functie de rezultatele scontate, diferiti
algoritmi de codare/decodare.

Motivele care ne conduc la necesitatea codarii informatiei sunt multiple.
Tata cateva dintre ele:

a) Natura sistemului concret de transmitere a informatiei (telegraf,
telefon mobil, sistemul Morse, etc.) implicd un anumit mod de codare;
b) Prezenta bruiajelor (perturbatiilor) canalelor de transmitere a in-

formatiei implica utilizarea codarii pentru a diminua efectul nociv asupra
corectitudinii informatiei receptionate;

c) La fel, caracterul intim, secret al informatiei implica codarea ei.

Observatie. Motive de tipul ¢) pot avea drept consecintd faptul ca,
uneori, cardY > cardX.

Fie X = {z1, %9, ..., oy} multimea de semnale initiale, iar Y = {y1, 2. ..,y }
multimea de semnale simple. In procesul alcdtuirii/trimiterii unui mesaj
(unei informatii), folosind semnalele din X, fiecare zi din X are o anumita
probabilitate (frecventa relativd) p(z;) cu care se intalneste in acest mesaj,

Sa luam, drept exemplu, mesajul “mdine wva_ploua”. Acesta are
lungimea 14, incluzand simbolul “pauza”- “ 7, iar semnalele “m”, “a” si
“b”, luate ca exemplu, au frecventa relativa egald, respectiv, cu p(m) =
1/14,p(a) = 1/7,p(b) = 0. Prin urmare, transmiterii unui mesaj £ i se poate
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asocia cantitatea de informatie H(£). Cum in procesul codarii (criptarii)
fiecarui semnal xi i se asociaza un gir de semnale simple din Y, girul avand
lungimea ni , ¢ = 1,2, ..., N, atunci putem calcula lungimea medie L a unui
sir de semnale simple folosite in procesul de codare:

Acum putem formula, drept examplu, doua rezultate teoretice ce vizeaza
procesul de codificare a semnalelor transmise prin intermediul unui sys-
tem/canal de transmitere a informatiei fara bruiaj, rezultate care arata care
sunt limitele si posibilitatile codificari.

Propozitie. Pentru ca sa fie posibila codificarea prin intermediul sirurilor

de semnale simple de lungimea n; , 1 = 1,2,..., N, care se fie atagate sem-
nalelor initiale z1, 2, ..., 2y , este necesar si suficient sa fie indeplinita ine-
galitatea

N
d Q<
=1

Teorema codificarii. Ca sa putem efectua o codificare, folosind () sem-
nale simple, pentru a transmite o cantitate de informatie H (), este necesar
ca lungimea medie L a sirurilor de codificare, atasate semnalelor initiale
din multimea X , purtatoare de informatie, sa nu fie inferioara numarului
H(E)log2Q, adicd L > H(E)log:Q.
Exemplu (continuare). In directd legatura cu trimiterea mesajului “mdine_va_ ploua”,
respectiv, experimentul £ , cantitatea de informatie / va fi o v.a. cu repartitia

7. I(a) I(a) I(e) I(0) I(w) I(i) I(m) I(n) .. I(v) I(_)
114 214 114 114 114 114 114 114 ... 114 214
Prin urmare H(E) = 2[—(2/14) - log2(2/14)] + 10[—(1/14) - log2(1/14)] ~
3.5216.
In cazul codificdrii digitale Y = {0,1},@Q = 2. Prin urmare ca acest
mesaj sa poata fi codificat digital este necesar ca lungimea medie a sirurilor
de codificare sa fie mai mare sau egald cu H(&)log2() = 3.5216.
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ANEXA 1
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99942
.99960
99972
99981
99987
99991
99994
99996

99921
99944
99961
99973
99981
99987
99992
99994
99996

99924
99946
99962
99974
99982
99988
99992
99995
99996

99926
99948
.99964
99975
99983
99988
99992
99995
99997
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99929
99950
99965
99976
99983
99989
99992
99995
99997
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ANEXA 2

Tabel pentru a—cuantilele uzuale Q(«), o € (0,1) ale v.a. x?(v) distribuite

Hi-patrat cu v grade de libertate:

P(x*(v) < Q(a,v)) = «a, unde pentru v > 40 quantilele Q (o, v) =~ Q(a, 40)

v Q.005) O(.01) Q025 O(.05) Q1) 0.9 Q(.95) O1(.975) Q99 Q(.995)

1 0.000 0000 0001 0004 00l 2706 3841 5024 6.635 7879

2 0.010 0.020 0051 0.103 0211 4.605 5991 T378 9210 10597

3 0072 0115 0216 0352 0584 65251 7815 9348 11345 12 838

4 0207 0297 0.484 0.711 1.064 TIT9 9 488 11143 13277 14 860

5 0412 0.554 0.831 1.145 1610 9236 11 .070 12833 15.086 16750

[ 0676 0872 1.237 1.635 2.204 10645 12592 14 449 16.812 18548

7 0989 1.239 1.620 2167 2833 12.017 14067 16013 18.475 20278

8 1344 1646 2.180 2733 3.490 13362 15507 17535 20.090 21955

9 1735 2088 2.700 3325 4.168 14684 16919 19023 21.666 23 589
10 2156 2558 3247 3940 4.865 15987 18 307 20483 23209 25188
11 2603 3053 3816 4575 5578 17275 19.675 21920 24725 26757
12 3074 3571 4.404 5226 6304 18 549 211026 23337 26217 28 300
13 3565 4107 5.00%9 5852 T7.042 19812 22362 24 736 27 688 29 819
14 4075 4 660 5629 6571 7.790 21 064 23 685 26119 29141 31.319
15 4601 5229 6262 7261 8547 22307 24 996 27 488 30578 32801
16 5.142 53812 6.908 To62 9312 23542 26296 28845 32.000 34 267
17 5.697 6408 7564 8672 10.085 24769 27 587 30191 33409 35718
18 6265 7015 8231 9390 10.865 25989 28.869 31526 34805 37.156
19 6844 7633 8.907 10.117 11.651 27204 30.143 32852 36.191 38582
20 7434 8260 9591 10851 12443 28412 31410 34170 37566 39997
21 8.034 8897 10.283 11591 13240 29615 32671 35479 38932 41.401
22 8643 9542 10.982 12338 14041 30813 33924 36781 40290 42796
23 9260 10195 11.689 13091 14 848 32.007 35172 38076 41 .638 44 181
24 9886 10856 12.401 13 848 15 659 33196 36415 39 364 42980 45 559
25 10520 11.524 13.120 14 611 16473 34 382 37653 40.647 44314 46 928
26 11.160 12198 13.844 15379 17.292 35563 38.885 41923 45642 48 290
27 11808 12 879 14 573 16151 18114 36741 40113 43195 46963 49 645
28 12461 13 565 15.308 165928 18 939 37916 41337 44 461 48 278 50994
29 13121 14 256 16.047 17.708 19.768 39087 42 557 45722 49588 52336
30 13787 14 953 16.791 18493 20.599 40256 43773 46979 50.892 53672
31 14458 15655 17.539 9281 21 434 41 422 44 985 48232 52192 55.003
32 15134 16362 18.291 20072 22271 42 585 46.194 49 480 53 486 56328
33 15815 17074 19.047 20867 23110 43 745 A7 400 50725 54775 57 648
34 16501 17.789 19.806 21 664 23952 44 903 48.602 51966 56061 58 964
35 17192 18509 20569 22 465 24 797 46059 49 802 53204 57342 60275
36 17 887 19233 21.336 23 269 25643 47212 50998 54 437 58619 61 581
37 18586 19960 22106 24075 26492 48 364 52.192 55668 59893 62 885
38 19289 20691 22878 24 884 27.343 49513 53384 56896 61.163 64183
39 19996 21426 23.654 25695 28196 50.660 54572 58.120 62.429 65477
40 20707 22164 24.433 26.509 29051 51.805 55759 59342 63.691 66.767




