Capitolul 7

DERIVATE. DIFERENTIALE

Notiunea de derivatd, elementul fundamental al calculului diferential, are o deo-
sebitd importantd in studiul matematic al marimilor variabile. Problemele prin-
cipale care au condus la introducerea notiunii de derivatd sunt problema tangen-
tei, respectiv determinarea tangentei la o curba intr-un punct dat, fiind cunoscuta
ecuatia curbei, si problema vitezei, respectiv determinarea vitezei unui punct mo-
bil, fiind cunoscutd legea de miscare a acestuia. In cele ce urmeazi, vom formula

aceste probleme in termeni matematici, cu ajutorul notiunii de limita.

Problema tangentei a5

Fie f : I — R o func-
tie continud pe intervalul I, M(x, f(x))
fie Gy graficul functiei f si
fie A(a, f(a)) un punct pe Gy.

Dorim sad determinam ecuatia
(6] Aa, f(a))

wX

tangentei in A la Gy.

Se poate observa ca aceasta
tangentd poate intersecta G si

intr-un alt punct decat A, iar Figura 7.1: Tangenta in A la graficul functiei, res-

dreptele care intersecteaza Gy pectiv secanta AM
doar in A nu sunt neapdrat
tangente la Gy. Nu putem deci defini aceastd tangentd ca dreapta care are in
comun cu Gy doar pe A, asa cum s-a intamplat pentru tangenta intr-un punct la

un cerc.
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Fie M(x, f(x)) un alt punct pe G. Dreapta AM care intersecteazd G cel putin
In A si M, se va numi dreaptd secantd; intuitiv, vom defini tangenta in A la G ca
pozitia limitd a secantei AM atunci cand M tinde la A.

Cum panta dreptei AM este myy = M-74 = fx)=fla) (presupunem ca AM

XM—XA X—a
nu este verticald, deci x # a), urmeazd cd panta tangentei in A la Gf este myg =

x)— f(a) -
lim M In aceste conditii, ecuatia tangentei in A la Gy este
X—a X —a
y—fla) =mg(x—a), sau y=f(a)+mg(x—a),
ramanand a fi interpretate ulterior situatiile in care m;q (definitd ca o limitd) nu

existd, sau existd, dar este infinita.

Problema vitezei

@ L
M(t,) M(t)
x=x(t,) x=x(t)

Figura 7.2: Pozitiile punctului M la momentele t(, respectiv ¢

Considerdam un punct mobil M in miscare rectilinie de-a lungul axei Ox, a
cdrui lege de miscare este x = x(t), unde t este timpul scurs de la momentul
initial, iar x este abscisa punctului M.

Fie [to, t] un interval de timp, t > to. In acest interval, M parcurge distanta
x(t) — x(tg), deci viteza sa medie (viteza pe care ar trebui s-o aibda M pentru
a parcurge distanta x(t) — x(tp) in timpul t — ¢y, dacd s-ar misca uniform) este
Vlto ] = %fo(to) Totusi, cu cat intervalul de timp [fo, t] este mai mare, cu atat
aceastd vitezd oferd mai putine informatii despre viteza lui M la momentul .

Intuitiv, intervalul [to, t] trebuie s& fie cAt mai mic, iar viteza instantanee a lui M

x(t) —x(t
la momentul tg este atunci v(tg) = thr? (3‘13(0)'
d ] — 1o

7.1 Functii derivabile. Functii diferentiabile

Derivata unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D C R — R si fie xo € DN D’. Vom spune ca f are derivati
f(x)=f(x0)

vy, o numitd derivata functiei f in punctul xo si

in xo daca existd limita lim
X— X
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notatd f'(xp), in vreme ce dacd aceastd limitd existd si este finitd vom spune ca
tunctia f este derivabild in x.

Raportul %ﬁéx‘)) se numeste raport incremental si mdsoara viteza de variatie
a functiei pe intervalul [xo, x]; prin analogie cu problema vitezei indicatd mai sus,
putem spune ci f’(xg) reprezinta viteza de variatie instantanee a functiei f in punctul
XQ.

De asemenea, cu notatia x = xo + &, obtinem ca

) — timg LE LG _ St h) — fx0)

X=X X — X h—0 h

Exemple. 1. Fie f: R — R, f(x) = x2. S& studiem derivabilitatea functiei
f in xg = 2. Observam ca

o )= fQ) . x2—4 . (x+2)(x—2)
f2) =lim==—7— = lim——— = lim—""
= lim(x +2) =4,
x—2

deci f este derivabild in xg = 2, iar f/(2) = 4.

2. Fie f : R = R, f(x) = /x. Sa studiem derivabilitatea functiei f in
xg = 0. Observam ca
— 3y 3
f'(0) = lim]M = lirnu = lim\/} im —

~— = lim
=0 x—0 =0 x—0 =0 X x—0

deci f nu este derivabild in xy = 0, dar are derivatd in acest punct, iar
f'(0) = +oe.

Cu ajutorul notiunii de derivatd intr-un punct, putem studia rezolvarea pro-
blemelor mentionate anterior.

Ecuatia tangentei intr-un punct la graficul unei functii

Fie f : D — Rsifiea € DN D’. Conform consideratiilor de mai sus, obtinem
urmadtoarele

1. Daci f este derivabild in a, atunci ecuatia tangentei in A(a, f(a)) la Gf este

y—fla)=f(a)(x—a), sau y=f(a)+f(a)(x—a)
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observandu-se cd panta tangentei in A(a, f(a)) este valoarea derivatei f'(a).

2. Daca f'(a) = +oo, sau f'(a) = —oo, atunci tangenta in A(a, f(a)) la G este
verticald, avand ecuatia x = a.

Viteza unui punct material in miscare

Fie un punct mobil M in miscare rectilinie de-a lungul axei Ox, a cdrui abscisa
x este datd prin x = x(f), unde t este timpul scurs de la momentul initial. Atunci
viteza instantanee a lui M la momentul t este v(t) = x/(t).

Derivate laterale

Substituind in definitia derivatei notiunea de limita cu notiunea de limita la-
terald, obtinem notiunea de derivatd laterald.
Astfel, dacd xg € D este punct de acumulare la stinga pentru D, vom spune
f(x)=f(x0)
X—X0

cd f : D — Rare derivatd la stinga in xo dacd existd limita lim , humitd
0

x<Xp
derivata la stdnga a functiei f in punctul x si notata f/(xp), in vreme ce dacd aceasta

limita existd si este finitd vom spune ca functia f este derivabili la stinga in x.
Analog definim notiunile de derivati la dreapta, respectiv derivabilitate la dreapta.
Cu notatia x = xo + h, obtinem ca

F() = flx) _ o flso+h) = f(x),

/ IR T

flo) =8 T TR
x<Xp h<0

fixo) = Jim FE 2SO0y Flmoth) = o)
X9X) X — X h—0 h
X>Xp h>0

Dacd xop € D este punct de acumulare atat la dreapta cat si la stinga pentru D,
atunci f are derivatd in xp dacd si numai dacd existd ambele derivate laterale

fl(xo) si f)(x0), iar fl(xo) = f4(x0). In aceste conditii,

f(x0) = fi(x0) = fa(xo).

Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = |x|. S& studiem derivabilitatea functiei f in
xg = 0. Observam ca

=lim — = -1,
x—0 X — x—0 X
x<0 x<0

! T f(x) — f(0) . X
£1(0) = lim =1




Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 197

1) = 1imd ) = f(0) _ X
L - TR
x>0 x>0

Cum f{(0) # f;(0), f nu are derivatd in xg = 0, neputand fi deci derivabild
in acest punct.

Semitangente

Fie f : D —+ Rsia € D punct de acumulare la stanga al lui D. Daca existd
fs(a), spunem ca G admite semitangenti la stinga in A(a, f(a)), intelegand ca
existd o dreaptd tangentd in A la partea din grafic aflata in stinga lui A. Ca mai
sus, ecuatia acestei semitangente este y — f(a) = f/(a)(x — a), dacd f!(a) este
finita, respectiv x = a daci f/(a) = 4oo sau f!(a) = —co. In mod analog se
defineste notiunea de semitangentd la dreapta.

Puncte unghiulare, puncte de intoarcere

Fie acum f : I — R, I interval deschis, si fie 4 € I un punct in care f este
continua.

Daca f{(a), fj(a) existd si sunt infinite, dar diferite, semitangentele in A la G
sunt in prelungire, spunandu-se cd A(a, f(a)) este un punct de intoarcere.

) A, f@)
Aa. f@) {

v X
w2

Figura 7.3: A(a, f(a)) punct de intoar- Figura 7.4: A(a, f(a)) punct de intoar-
cere, fl(xg) = —oo, fi(x9) = 400 cere, fl(xg) = +oo, fi(xg) = —o0

Daci f!(a), fi(a) existd, sunt diferite, si madcar una dintre ele este finitd, se-
mitangentele in A la Gy nu sunt in prelungire, formand un unghi « € (0, 7). Se
spune atunci cd A(a, f(a)) este un punct unghiular.
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ALy Aly

A(a, f(a))

Aa.f@) 4

wX
x

Figura 7.5: A(a, f(a)) punct unghiular, Figura 7.6: A(a, f(a)) punct unghiular,
fi(xo), fj(xo) finite si diferite fe(xg) = —oo, fj(x0) finitd

Din cele de mai sus, se observa cd dacd A(a, f(a)) este un punct de intoarcere
sau un punct unghiular, atunci f nu este derivabild in a.

Functii derivabile pe o multime

Fie f : D — R. Daca f este derivabild in fiecare punct al unei multimi A C D,
spunem ca f este derivabilid pe A. Daca f este derivabild in orice punct al domeni-
ului sdu de definitie, atunci se spune simplu ca f este derivabild.

Legdtura intre derivabilitate si continuitate

In cele ce urmeaza, vom demonstra cd o functie derivabild intr-un punct este
neapadrat continud in acel punct.

Teorema 7.1. Fie f : D — R sifiea € D N D' astfel incit f este derivabilii in a.
Atunci f este continud in a.

Demonstratie. Deoarece

f(x) = f(a)+ W(x —a), pentrux #a,
tim ) = tim () + T2 =L ()
= flo) + Jim T i
0

deci f este continud in a. |
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In mod similar, se poate ardta ci derivabilitatea la stinga (dreapta) a functiei
f 1n a antreneaza continuitatea la stinga (dreapta) a functiei in a.

7.1.1 Operatii cu functii derivabile

Se poate observa cd operatiile uzuale cu functii derivabile au ca rezultat functii
derivabile, iIn mdsura in care ele sunt bine definite, fapt observat in teorema de
mai jos.

Teorema 7.2. Fie f,g: D — R, xo € DN D/, f, g derivabile in xo. Atunci
1. f+ g, f — g sunt derivabile in xo, iar
(f +8)'(x0) = f'(x0) + &' (x0)
(derivata sumei este egald cu suma derivatelor), respectiv
(f = 8)'(x0) = f(x0) — &' (x0)
(derivata diferentei este egalii cu diferenta derivatelor).
2. af este derivabild in xo pentru orice « € R, iar
(af)'(x0) = af'(xo)
(constanta cu care se inmulteste trece tnaintea derivatei).

3. fg este derivabild in xg, iar
(f8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)8' (x0).

4. Z este derivabild in xo daci g(xo) # 0, iar

0Q [~

(f)l (x0) = f'(x0)8(x0) — f(x0)&' (x0)
g) " g(x0)?

Demonstratie. Vom demonstra doar 4), celelalte formule obtindndu-se asemana-
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tor. Se observa cd

(2 (xo = iy O-@e)_ 8-

m J(*)g(x0) — f(x0)g(x)
=% g(x)g(x0) (x — xo)
1 f(x)8(x0) = f(x0)g(x0) + f(x0)8(x0) — f(x0)8(x)

- g(x0)? J}ggo X — Xo
=L (i U= FONsC0) g S0 —s(x0))
g(x0)% \¥—x0 X — X0 X—¥Xo X — X0
1

ceea ce trebuia demonstrat. [

Se poate de asemenea demonstra prin inductie matematica faptul ca proprie-
tatile 1 si 3 din Teorema 7.3 rdman valabile si pentru mai mult de doua functii. In
spetd, are loc urmatorul rezultat.

Teorema 7.3. Fie f1, fo,...,fn : D € R — R i xg € D' N D astfel incit fi,
fa, ..., fn sunt derivabile in xy. Atunci

1. Functia sumd f1 + fo + ...+ fu este derivabild in xg si
(it ot ..+ fu) (x0) = filxo) + fa(x0) + ... + fu(x0).
2. Functia produs f1f, ... fu este derivabild in xg si

(fifo--- fu)'(x0) = fi(x0)fa(x0) - - - fu(x0) + f1(x0) f2(x0) - - - fu(x0)
+ ...+ fi(xo) f2(x0) - - - fr(x0)-

7.1.2 Derivatele functiilor elementare

Vom calcula in cele ce urmeza derivatele unor functii uzuale.
Functia constanta

Fie f : R = R, f(x) = ¢, unde c € R. Atunci

fo) = iy PRI = iy £

0,
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deci

d=0o.
Functia putere

Fien € N*si f: R — R, f(x) = x". Atunci

_ n__ .n
) — pim SO = F ) () x
h—0 h h—0
n—1 n—2 n—1
:1lmh((x+h) +(x+h)"2x+...+x ):nx’H,
h—0 h

deci
(xn)l — nxn—l.
Caz particular

x) =1.

Cu ajutorul unor rationamente asemanadtoare, se pot deduce formulele corespun-
zdtoare de derivarea unor alte functii elementare, dupd cum urmeaza.

Functia radical

Fie n € IN*. Atunci

1
(VX)) = = x 7 0, dacd n este impar,
nv/xn—
1

(V/x) Zn"i’xn——l’

x > 0, dacd n este par.

Caz particular

(ﬁ)':le/;, x > 0.

Functia exponentiala cu baza e

() =e*, xeR.
Functia exponentiala cu baza oarecare

Fiea > 0,a # 1. Atunci

(a¥)) = a*lna, x€R.
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Functia sinus

(sinx)’ =cosx, x€R.

Functia cosinus

(cosx)’ = —sinx, x€R.

Functia logaritmica cu baza e

1
(lnx)’:;, x > 0.

Functia logaritmicd cu baza oarecare

Fiea > 0,a # 1. Atunci

Inx\’ 1
r_ _
(log, )" = (lna> xina’ * 70

deci 1
r_
(log, x) = na’ x > 0.

Functia tangenta

Fie f : R\ {kn+ F;k € Z} —» R, f(x) = tgx. Atunci

sinx)' _ (sinx)’cosx — (sinx)(cos x)’
N (cos x)?2

(g’ = (

COos x

2 )
Ccos“ x + sin“ x 1 7T
—_= — 7 k7T N/ k E Z,
cos? x cos? x x 7 ke + 2
deci 1
T
t = kmr+ —, k € Z.
(tgx) cos? x X 7 + 2 <
Functia cotangenta
1
(ctgx) = ————, x#km keZ.
sin” x

7.1.3 Derivata functiei compuse
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Teorema 7.4. Fie Iy, I doud intervaledin R, u : [y — I, f : I = Rsifiexg € I
astfel incdt u este derivabild in xo, iar f este derivabild in u(xy). Atunci f o u este
derivabild in x,, iar

(f o u)'(x0) = f'(u(x0))u’ (x0)

Egalitatea mentionata in enuntul teoremei de mai sus se mai poate pune si sub

forma prescurtatd
(f(w))" = f'(u) -,

tiind deosebit de utild pentru calculul derivatelor unor functii care, fara a fi ele-
mentare, se pot obtine prin compunerea unor functii elementare. In aceste si-
tuatii, u se defineste adesea cu ajutorul tuturor termenilor dintr-o parantezd, de
la exponent, de sub radical, de la numitor, s.a.m.d.. Dupd aceastd inlocuire se
identificd apoi f, tindnd cont ca functia de plecare se scrie ca f(u).

Exemple. 1. (sin(x?>+x+2))".

Putem defini u : R — R, u(x) = x? + x + 2 (folosim toti termenii din
parantezd), iar in acest caz f este datdi de f : R — R, f(x) = sinx,
deoarece dupd inlocuire f(u) = sin u. Atunci

(sin(x® +x +2)) = sin’(x* +x +2) - (x> + x +2)’
=cos(¥* +x+2)- (2x +1).
Echivalent,

(sin(x? + x +2)) = (sinu)’ = cosu -1’ = cos(x® +x +2) - (x* + x +2)’
= cos(x> +x+2)- (2x+1).

2. ((3x+2)%)
Putem defini u : R — R, u(x) = 3x + 2 (folosim toti termenii din pa-
rantezd), iar in acest caz f este datd de f : R — R, f(x) = x°, deoarece
dupad inlocuire f(u) = u°. Atunci

(Bx+2)°) = (1) =5u*-u' =503x +2)*(3x +2)" = 15(3x +2)*.
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3. (Vx2+1)
Putem defini u : R — R, u(x) = x>+ 1 (folosim toti termenii de sub
radical), iar in acest caz f este datd de f : [0,00) — R, f(x) = /¥,
deoarece dupd inlocuire f(u) = \/u. Atunci

(V2 +1) = (V) = zjﬂ = Z%H(xz 1) =

714 (f8)

Formula de derivare a functiei compuse se poate aplica cu succes si pentru deri-
varea functiilor exponentiale in care atat baza cat si exponentul contin variabila.
In acest sens, fie I un interval si fie f,¢ : D — R, unde f(x) > 0 pentru orice
x € D. Putem defini atunci functia f : D — R, f8(x) = (f(x))8™).

Deoarece f(x)8*) > 0 pentru orice x € D, au loc relatiile

§ — oIn(ff) — p8inf

de unde, tindnd seama ca (e*)’ = ¢" - u’, obtinem ci
(F5)' = (™) = e - (gn f) = &8™ (' In f + g (inf)')
/
= f$ (g’ In f +gf> ,
formuld care se poate scrie si sub forma
(f$) =féInf-g' +gf57"-f".

Se poate observa ci (f8)’ este suma a doi termeni, primul reprezentand valoarea
derivatei atunci cand f este privitd ca o constanta (iar f& reprezintd in consecinta

o functie exponentiald), iar al doilea reprezentand valoarea derivatei atunci cand
g este privitd ca o constanta (iar f& reprezinta in consecintd o functie putere).

7.1.5 Derivata unui determinant functional

Fie fij :D = R, 1 < i,j < n, functii derivabile pe D. Atunci determinantul
functional definit cu ajutorul acestor functii,

fir fiz oo fin
F:D—)]R, F = f21 f22 f2n/

fnl fn2 fnn
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este la randul sdu o functie derivabild pe D si

fii A2 -+ fiul 1 fiz oo fun fu fiz o fin
Fr=lfan fo o fa|H\fn foo oo foul vt fr oo fals
fnl fn2 fnn fnl fnZ fnn f;il f;éz fr/m

:A1+A2+...—|—An,

in determinantul A; din membrul drept, 1 < i < n, fiind derivate doar functiile
de pe linia i. Demonstratia se poate realiza cu ajutorul formulei de dezvoltare a
unui determinant.

sin(x +4a) sin(x+b) sin(x+c)
Exercitiu. Fie f : R = R, f(x) = |cos(x +a) cos(x+b) cos(x+ c)|, unde
sina sin b sinc
a,b,c € R. Demonstrati cd f/'(x) = 0 pentru orice x € R.

Solutie. Conform formulei de mai sus,

/

sin(x +a) sin(x+b) sin(x+c)
f'(x) = |cos(x +a) cos(x+b) cos(x+c)
sina sinb sinc
cos(x +a) cos(x+0b) cos(x+c) sin(x+a) sin(x+b) sin(x+c)
= |cos(x+a) cos(x+b) cos(x+c)|+|—sin(x+a) —sin(x+b) —sin(x+c)
sina sinb sinc sina sinb sinc
sin(x4+a) sin(x+b) sin(x+c)
+ |cos(x+a) cos(x+b) cos(x+c)| =0,
0 0 0

deoarece atat determinantii in care doud linii sunt proportionale cat si determi-

nantii in care toate elementele de pe o linie sunt egale cu 0 sunt nuli.

7.1.6 Derivata functiei inverse

Fie I, ] intervale din R si fie f : I — ] o functie continud si bijectivd. Atunci f este
inversabild, avand loc relatiile

fY(f(x)) =x pentruorice x € I,
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respectiv
f(f Y (y)) =y pentruoricey € J,

iar f~! este de asemenea continua.

Ne propunem s& determinidm transmiterea derivabilititii de la f la f~!. De-
rivand (formal, pentru moment) relatia f~!(f(x)) = x cu ajutorul formulei de
derivare a functiei compuse, obtinem ci (f _1)/ (f(x))f'(x) =1, deci

Rdmane acum sa ddm acestei formule un sens mai riguros.

Teorema 7.5. Fie I, | intervale din R si fie f : I — | o functie continud si bijectivd.
Dacii f este derivabilii in xo, iar f'(xg) # 0, atunci f~1 : | — I este derivabili in

Yo = f(xo), iar :

f'(x0)

(F Y (o) =

Exercitiu. Fie f : R — R, f(x) = x® + 2x. Demonstrati cd f este bijectiva si
calculati (f~1)'(3).

Solutie. Mai intdi, sd observam faptul cd f este continud si strict crescatoare, fi-
ind suma a doud functii continue si strict crescdtoare. Fiind strict monotond, f
este injectivd. Cum limy_, f(x) = —00, limy_so f(Xx) = +00, iar f transformd un
interval intr-un interval, fiind continud, urmeazs ci f(R) = R, deci f este surjec-
tiva. Cum f este atat injectiva cat si surjectivd, urmeaza ca ea este bijectiva, deci
si inversabila.

Deoarece f/(x) = 3x% +2 # 0 pentru orice x € R, urmeazi ci f ! este deri-
vabild in orice y = f(x) € R, iar (f’l), (y) = %

Pentru y = 3, urmeaza cd x> + 2x = 3, deci x = 1 (cum f este injectiva, solutia

ecuatiei f(x) = 3 este unicad). Urmeaza ca (f’l)/ (3) = f’%l) = %

7.1.7 Diferentiala unei functii

Fie f : I — R, unde I este un interval, si fie x € I. Sd presupunem ca f este
derivabild in xg. In acest caz, conform definitiei derivatei unei functii intr-un
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punct, se obtine cd
. (f() = flx) _ _
Jim (x_xo—f (x0)> =0

Sd consideram atunci functia « : I — IR definita prin

si sd observam ca
)}gl;}o a(x) =a(xg) =0,

deci « este continud in x¢. In plus, pentru x # xo, avem ca

£(x) — Flx0) — F/(x0) (x — x0) — a(x) (x — x0)
= £~ flx0) = £ o)z = x0) = (LLZL90) ) (3 — )

X — X0
=0,

aceastd egalitate fiind valabild si pentru x = x(. Aceste consideratii motiveaza
introducerea definitiei urmatoare.
Functii diferentiabile intr-un punct

Vom spune cd functia f : I — R este diferentiabili in xo € I daca existd numa-
rul A € Rsi functia « : I — R, continud si nuld in xg, astfel ca

f(x) = f(x0) = A(x = x0) + a(x)(x — x0)-

Conform celor de mai sus, dacd f este derivabild in x, atunci f este diferenti-
abild in xp, iar A = f’(xp). Reciproc, sd presupunem cd f este diferentiabild in xj.

Atunci
li S =S80 AR 20) 2 @E7X0) _ i (4 4 4(0)) = 4,
X—XQ X — X X—rXQ X — X X—XQ

deci f este derivabild in xg, iar f'(xg) = A. Se obtine de aici urmatorul rezul-
tat.
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Teorema 7.6. Fie f : I — IR. Atunci f este derivabild in xo € I dacd si numai daci

este diferentiabild in xo € 1.

Conform celor de mai sus, o functie derivabild intr-un punct xo admite in acel
punct urmdtoarea dezvoltare de ordinul intai

f(x) = f(xo0) + f'(x0) (x — x0) + a(x)(x — x0), cu lim a(x) =0

— X0

(de fapt, vom vedea ulterior ca aceasta dezvoltare reprezintd formula lui Taylor
de ordinul inti asociata functiei f in punctul xp). Cum limy_,y, a(x) = 0, terme-
nul a(x)(x — xg) este de ordin mai mic decat f'(xg)(x — xp) pentru x apropiat de

xp. Ignorind acest termen, obtinem urmadtoarea formuld de aproximare

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0), pentrux = x,

exprimabild si sub forma
f(x) = f(x0) = f'(x0)(x —x0), pentrux—xo~0,
sau, cu notatia x —xp = h,
f(xo+h) — f(xo) ~ f'(x0)h, pentruh =0,

in care diferenta f(xo + 1) — f(xo) reprezinta variatia functiei atunci cand argu-
mentul variaza de la xg la xg + k. Suntem atunci condusi de considerentele de

aproximare de mai sus la a defini urmdtorul concept de diferentiald a unei func-
tii.
Diferentiala unei functii intr-un punct

Fiind datd o functie f : I — R derivabild in xg € I, vom numi diferentiali a
functiei f in xo functia liniard df(x() definitd prin

df (xo)(h) = f'(x0)(h), pentruh € R.
Urmeaza atunci cd
f(x)— f(xo) =df(xo)(h), pentruh =0,

in loc de df (xg)(h) folosindu-se si notatia df (xo; h).
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Pentru functia identicd ¢ : R — R, ¢(x) = x, urmeazi ca
dx(xo)(h) =h, pentru orice xp € R,

iar intrucat dx(x() este independent de x, se va folosi in cele ce urmeaza notatia
simplificatd dx. Cu notatiile de mai sus,

df (xo)(h) = f'(x0)dx(h), pentruh € R,
de unde obtinem urmatoarea egalitate de functii liniare

df (xo) = f'(xo)dx,

care conduce la urmdtoarea notatie diferentiala alternativa a derivatei unei functii

intr-un punct

) = Y10

Pentru un punct arbitrar x, obtinem deci

df(x) = f'(x)dx, respectiv f'(x)= dj;(xx). (7.1)

7.1.8 Operatii cu functii diferentiabile

Datorita relatiei (7.1), regulile de calcul ale derivatelor unor functii se transmit si
la diferentiale.

Teorema 7.7. Fie f,g: 1 — R, x € I, f, g derivabile in x. Atunci

1. f+ g, f — g sunt diferentiabile in x, iar

d(f +8)(x) = (f +8) (x)dx = df (x) +dg(x),

respectiv
d(f —g)(x) = (f — &) (x)dx = df (x) — dg(x).
2. of este diferentiabild in x pentru orice x € R, iar

d(af)'(x) = (af)'(x)dx = adf (x).
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3. fg este diferentiabild in x, iar
d(f8)(x) = (f8)'(x)dx = df (x)g(x) + f(x)dg(x).

4. é este diferentiabilid in x dacid g(x) # 0, iar

o(£) )= (£ cope = 80 )i

Regulile de calcul de mai sus se mai pot scrie si sub urmatoarele forme prescur-

tate, prin omiterea punctului curent

d(f+g) =df+dg, d(f—g)=df—dg, d(af) =adf,

d(fg) = df-g + f- dg, d<f> = df'g_zf'dg.
g g
Exemple. 1. d(sinx) = (sinx)’dx = cos xdx.
2. d(cos®x) = (cos® x)'dx = 3 cos? x(cos x)'dx = —3 cos? x sin xdx

3. d(x%e*) = (x%e¥)/dx = (2xe* + x%e)dx.

4. d(x?%e%) = d(x?) - e* +x2 - d(e¥) = 2xe*dx + x?e¥dx = (2x + x?)e*dx.

7.1.9 Diferentiala functiei compuse

Are de asemenea loc si o formuld de diferentiere a functiei compuse similara celei
de derivare.

Teorema 7.8. Fie Iy, I, doud intervaledin R, u : Iy — Ip, f : I = Rsifiex € I
astfel incdt u este diferentiabilid in x, iar f este diferentiabild in u(x). Atunci fou
este diferentiabild in x, iar

d(f ou)(x) = (fou)'(x)dx = f'(u(x))du(x).

Prin omiterea punctului curent, regula de mai sus se poate scrie sub urmdtoarea
forma prescurtata
d(fou) = f'(u)du.
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De remarcat faptul cd diferentiala functiei compuse se calculeaza ca si cum u ar fi
variabild independenta.

Exemple. 1. d(cos’®x) = d(u®) = 3u?du = 3 cos® xd(cos x) = —3 cos? x sin xdx.

2. d(es™*) = d(e*) = e'du = e *d(sin x) = e5"* cos xdx.

7.2 Derivate si diferentiale de ordin superior

7.2.1 Derivate de ordin superior

Fie I un interval si fie f : I — R o functie derivabild pe o vecindtate a lui xy €
I. Daca f’ este la randul sdu derivabild in xp, vom spune c& f este de doud ori
derivabild in x( iar derivata lui f’ in xo se va numi derivata a doua a lui f sau derivata

de ordinul al doilea a lui f, fiind notatd f”(xg) sau %. Conform definitiei,

/ /
(o) = i TEI=L 0,
Daca f este de doud ori derivabild in orice x € I, atunci f se numeste de doud ori
derivabild pe 1.
In mod inductiv, daci f este derivabild de n — 1 ori pe o vecinatate a lui xo, iar
derivata de ordinul n — 1 este la randul sdu derivabild in xp, vom spune cd f este
de n ori derivabili in x. Derivata de ordinul 7 a lui f in xo, notatd prin £ (x)

d"f(xo)

o, este definitd ca derivatd a derivatei de ordinul n — 1, in sensul ca

Ssau

f(n)(xo) = lim f(nil)(@ _f(nfl)(xo).

X— X0 X — X

Similar, dacd f este de n ori derivabila in orice x € I, atunci f se numeste de n ori
derivabild pe 1.

Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = ¢¥ 3%, Atunci

f/(x) _ (2x+3)6x2+3x,
F(x) = ((2x + 3)ex2+3x)’ = (4x2 4+ 12x + 11)e* 3%
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/
| 7 = (4% + 120+ 1)) = (82° 4 3622 + 66x + 45)¢7 %,

Functii de clasi CX. Difeomorfisme

Vom nota

c'(I) = {f : I — R; f de n ori derivabild pe I, f") continud pe I}
C®(I) ={f : I = R; f derivabild de orice ordin pe I} .

Dacd f € C"(I) (respectiv f € C®(I)), atunci f se va numi de clasi C" pe I (respec-
tiv de clasi C* pe I, sau indefinit derivabili pe I). Daca f : I — ], f inversabild este
in asa fel incat atat f cat si f~! sunt derivabile pe domeniile lor (respectiv sunt
de clasd C" pe domeniile lor), f se va numi difeomorfism (respectiv C"-difeomorfism
sau difeomorfism de clasi C") pe I.

Exemple. 1. Functia f : R — R, f(x) = ax>+bx+c¢ bceR,ae R
(functia polinomiald de gradul al doilea) este indefinit derivabild pe RR,
far f'(x) = 2ax + b, f"(x) = 2a, ™ (x) = 0 pentru m > 3.

2. Functia f : R — R, f(x) = apx" +a, 1x" 1+ ... +a1x+ag, a; € R,
0 <i<n-—1,a, € R* (functia polinomiald de gradul n) este indefinit
derivabild pe R, iar f")(x) = nla,, f")(x) = 0 pentru m > n.

3. Functia f : R — R, f(x) = e* este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) =
e*, f(x) = ¢*, putandu-se demonstra prin inductie cd f"(x) = &
pentrux € Rsin > 1.

4. Functia f : R = R, f(x) = sinx este indefinit derivabild pe R, iar
f'(x) = cosx =sin(x + ), f”(x) = —sinx = sin(x + &%), putandu-se
demonstra prin inductie ca

sin®™ (x) = sin(x + %), pentrux € Rsgin > 1.
Altfel, se poate observa ca

= COS X
4k+3)(x) —

sin®) (x) = sinx, sin®+ (x)

sin®+2)(x) = —sinx, sin — COS X
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pentrux € Rsik > 0.

5. Functia f : I — R, f(x) = cosx este indefinit derivabild pe R, iar

se demonstra prin inductie ca

cos!™ (x) = cos(x + ﬂ), pentrux € Rsgin > 1.

2
Altfel, se poate observa cd
cos®) (x) = cosx, cos*+V(x) = —sinx
cos™F2) (x) = —cosx, cos™*3)(x) = sinx

pentru x € Rsik > 0.

6. Functia f : R\ {—a}, f(x) = xlq este indefinit derivabild pe R\ {—a},
iar f'(x) = —ﬁ, f'(x) = ﬁ, putandu-se demonstra prin induc-

tie ca

1 \® —1)" - n! .
(x—i—a) :((x—i—)a)”ﬂ pentrux € R\ {—a}sin > 1.

7.2.2 Formula lui Leibniz

Fiind date f, g : I — R de clasa C" pe I, ne propunem sa determinam o formula
pentru derivata de ordinul n a produsului f ¢ al acestora.

Teorema 7.9. Fie f,¢ : I — R declasi C" pe I, n € N*. Atunci fg este de clasi
C" pe 1, iar

(fe)™ = COfMg+ Clfim Vg + C2f1=2)g" 1 4 Clfglm),

Formula de calcul a derivatei de ordinul 7 a unui produs demonstratd mai sus
poarta numele de formula lui Leibniz. Remarcdm asemadnarea intre aceasta formula
si formula binomiala

(a+b)" = Co%" + Cla" b + C2a"2p* + ... + C"b".

In aplicatii, formula se utilizeazd in special pentru functii produs in care unul
dintre factori este o functie polinomiald (si deci pentru care derivatele de la un
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anumit ordin incolo sunt nule, micsorand numarul termenilor nenuli din suma),

iar celdlalt factor are derivatele de ordin superior usor de determinat.
Exercitiu. Determinati (x2¢2*)(%0),
Solutie. Considerand f,g: R — R, f(x) = x2, g(x) = ¢?*, observam ci f¥) (x) =
0 pentru orice k > 3, iar ¢ (x) = 25¢?* pentru orice k > 0. Atunci
(x2e2)(50) — 822" (¢2%)(48) - 89 (x2)/ (¢2¥)(49) 4 B2 (¢2%)(50)
_ Clin 28 1 CR0x 2907 1 C? . 20

= 2%62%(1225 + 100x + 2x?).

7.2.3 Diferentiale de ordin superior

Fie f : I = Rsifie xo € I. Vom spune cd f este de doud ori diferentiabili in xy daca
f este derivabil4 intr-o vecinatate a lui xg, iar f’ este diferentiabila in xo. In aceste
conditii, vom numi diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in xo, notata d?f(xo),
functia de gradul al doilea definita prin

d>f(xo)(h) = f"(xo)h?, pentruh € R.
Obtinem atunci urmatoarea egalitate de functii de gradul al doilea
d*f(x0) = " (x0)dx?,

care conduce la urmdtoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul

al doilea a unei functii intr-un punct

2 X
£ (xp) = TLED,

Aici, prin dx? se va intelege dx - dx. Inductiv, vom spune ci f este de n ori diferen-

tiabili in xo daca f este derivabild de n — 1 ori intr-o vecinitate a lui xg, iar f(*~1)
este diferentiabild in xp. In aceste conditii, vom numi diferentiala de ordinul n a
functiei f in xo, notatd d" f(xp), functia de gradul n definitd prin

d" f(x0)(h) = f"(xo)h", pentruh € R.
Obtinem atunci urmatoarea egalitate de functii de gradul n

d"f(x0) = f) (x0)dx",
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care conduce la urmatoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul

n a unei functii intr-un punct

d" f(xo)
dxn

£ (x0) =

Pentru un punct arbitrar x, obtinem deci

d"f(x) = f"(x)dx", respectiv f(x) = d”f(x).

Exemple. 1. d"(e™) = (¢°¥)("dx" = a"e"*dx", pentru x € R, a € R.

2. d"(In(ax + b)) = (In(ax + b)) Wdx" = %dﬂ, pentru a,b €
R,xeR,ax+b>0.

7.3 Teoremele fundamentale ale calculului diferential

In aceastd sectiune vom prezenta cateva proprietdti importante ale functiilor de-
rivabile si unele aplicatii ale acestora in studiul monotoniei si aproximarii functi-

ilor. Incepem prin a defini notiunea de punct de extrem.

Puncte de minim local. Valori minime locale

Fie f : I = R, I interval. Vom spune cd xo € I este un punct de minim local
dacd existd o vecindtate V € V(xp) astfel ca f(xp) < f(x) pentru orice x € VN1,
adicd valoarea f(xp) a lui f in x( este cea mai micd valoare a acestei functii pe o
vecindtate a lui xo. In aceste conditii f(xg) se numeste valoare minimd locald.

Puncte de maxim local. Valori maxime locale

Similar, vom spune cd xg € I este un punct de maxim local daca existd o vecina-
tate V € V(xp) astfel ca f(x9) > f(x) pentru orice x € VN I, adicd valoarea f(xo)
a lui f in x( este cea mai mare valoare a acestei functii pe o vecinitate a lui xo. In
aceste conditii f(xg) se numeste valoare maximdi local.
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Ty

wX

Figura 7.7: x3, x4 puncte de minim local, x1, x3, x5 puncte de maxim local

Puncte de extrem local. Valori extreme locale

Daca x( este un punct de minim sau maxim local al functiei f, se spune atunci
cd xg este un punct de extrem local al functiei f, valorile functiei f in punctele de
extrem local numindu-se valori extreme locale ale functiei f. De asemenea, daca
xp este un punct de minim (maxim) local al functiei f, punctul corespunzator
(x0, f(x0)) de pe graficul functiei f se numeste punct de minim (maxim) local al
graficului.

Puncte de extrem global. Valori extreme globale

Daci xg este in asa fel incat f(xg) < f(x) pentru orice x € I, vom spune cd x
este punct de minim global al lui f, iar dacd f(xg) > f(x) pentru orice x € I, vom
spune ca xq este punct de maxim global al lui f. Daca x( este un punct de minim sau
maxim global al functiei f, se spune atunci cad x este un punct de extrem global al
functiei f, valorile functiei f in punctele de extrem local numindu-se valori extreme
globale ale functiei f. De asemenea, dacd xp este un punct de minim (maxim)
global al functiei f, punctul corespunzator (xo, f(xg)) de pe graficul functiei f se
numeste punct de minim (maxim) global al graficului.

Se observa cd orice punct de extrem global este si punct de extrem local, nu
insd si reciproc. De exemplu 2 este punct de minim local al functiei f : R — R,
f(x) = (x —1)(x — 2)?, deoarece f(2) = 0, iar pe o vecinitate suficient de mica
a sa f ia doar valori pozitive, dar nu este punct de minim global, deoarece f ia si
valori negative (de exemplu, f(0) = —4).
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Ty

Figura 7.8: Graficul functiei f : R — R, f(x) = (x — 1)(x — 2)?

Se poate observa cd o functie f poate admite mai multe puncte de minim sau
maxim local, putand exista deasemenea valori minime locale mai mari decat va-

lori maxime locale.

Exemple. 1. f:R — R, f(x) = x? are 0 ca punct de minim global, deo-
arece f(0) = 0, iar f(x) > 0 pentru orice x € R. In concluzie, 0 este si
punct de minim local. Se observd de asemenea ca f'(0) = 0.

2. f: R = R, f(x) = (x—1)%(x —2)(x — 3)? are 1 ca punct de maxim
local, deoarece f(1) = 0, iar f(x) < 0 pentru x apropiat de 1 si pe 3 ca
punct de minim local, deoarece f(3) = 0,iar f(x) > 0 pentru x apropiat
de 3. Totusi, acestea nu sunt puncte de extrem global, deoarece f ia
atat valori strict negative (de exemplu f(0) = —18), cét si valori strict
pozitive (de exemplu f(4) = 18).

1ty
e — —.-
o 1 2 3 '

Figura 7.9: Graficul functiei f : R — R, f(x) = (x — 1)?(x — 2)(x — 3)?
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7.3.1 Teorema lui Fermat

Vom preciza in cele ce urmeazd un principiu de localizare a punctelor de extrem
ale unei functii date, cunoscut sub numele de teorema lui Fermat

Teorema 7.10. Fie f : I — R, I interval, si fie xo un punct de extrem interior lui I

in care f este derivabilid. Atunci f'(xo) = 0.

Se poate observa cad dacd xg este un punct de extrem care nu este interior in-
tervalului I, atunci f/(xq) poate s nu fie 0. In acest sens, fie f : [0,1] — R,
f(x) = x. Atunci 0 si 1 sunt puncte de minim global, respectiv de maxim glo-
bal, deoarece f este strict crescitoare pe [0, 1], deci sunt si puncte de extrem local.
Totusi, f'(x) =1 # 0 pentru orice x € [0, 1].

De asemenea, reciproca teoremei lui Fermat nu este adevaratd, in sensul ca
dacd f'(xo) = 0, atunci xp nu este neapdrat punct de extrem, chiar daci este
interior intervalului I. In acest sens, fie f : R — R, f(x) = x3. Atunci f este
derivabild pe R si f'(x) = 3x%, pentru x € R, deci f'(0) = 0. Totusi, 0 nu este
punct de extrem, deoarece f(0) = 0, iar f ia in orice vecindtate a lui 0 atat valori
strict negative (pentru x < 0), cat si valori strict pozitive (pentru x > 0).

In fine, s4 observim si ci o functie poate avea puncte de extrem in care nu
este derivabila. In acest sens, fie f : R — R, f(x) = |x|. Atunci 0 = f(0) < f(x)
pentru x € R, deci 0 este punct de minim global, dar f/(0) = —1 # f}(0) =1,
deci f nu este derivabild in 0.

Sd remarcam urmatoarea interpretare geometrici a teoremei lui Fermat.

Interpretarea geometricd a teoremei lui Fermat

Dacd f : I = R si x( este un punct de extrem interior lui I in care f este deri-
vabild, atunci tangenta la grafic in punctul de extrem corespunzitor A(x, f(xo))
al graficului, de panta f’(xo) = 0, este paraleld cu Ox.
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Puncte critice

Fie f : I — IRR. Vom spune cd xp este un punct critic al lui f dacd f este
derivabild in xo, iar f’'(xg) = 0.

Altfel spus, punctele critice ale lui f sunt rdd&cinile lui f’. Cu aceastd preci-
zare, teorema lui Fermat aratd ca punctele de extrem ale unei functii situate in
interiorul domeniului de definitie si in care acea functie este derivabild se gadsesc
printre punctele critice. Totusi, s-a observat anterior ca nu orice punct critic este
punct de extrem.

Cu ajutorul teoremei lui Fermat, se poate demonstra si urmatorul rezultat.

Teorema 7.11. Fie f : [ — R, I interval, f derivabilii pe I. Atunci f' are proprie-
tatea lui Darboux pe I.

7.3.2 Teorema lui Rolle

Functie Rolle pe un interval

Fie f : [a,b] — R. Vom spune cd f este functie Rolle pe [a,b] dacd f este
continud pe [a,b] si derivabild pe (a,b). Urmitorul rezultat poartd numele de
teorema lui Rolle.

Teorema 7.12. Fie f : [a,b] — R, f functie Rolle pe [a,b], pentru care f(a) =
f(b). Atunci existi ¢ € (a,b) astfel incat f'(c) = 0.

Interpretarea geometricd a teoremei lui Rolle

Sd remarcam urmatoarea interpretare geometrici a teoremei lui Rolle.
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Dacd f : [a,b] — R este o functie Rolle pe [a,b] pentru care f(a) = f(b),
atunci existd pe graficul functiei f un punct C(c, f(c)) in care tangenta la grafic
este paralela cu Ox.

Ala, f(a)) B(b, f(b))

C(c, f(c))

X

Teorema lui Rolle admite doud consecinte importante privind localizarea unor
raddcini ale derivatei, respectiv ale functiei.

Corolar 7.12.1. Fie f : [ — R, I interval, f derivabili pe 1. Intre doud radicini ale lui
f se aflit cel putin o rddicini a lui f'.

Demonstratie. Fie x1, x5 € I, x1 < xp, astfel cd f(x1) = f(x2) = 0. Atunci f este
functie Rolle pe [x1, x7] si aplicand teorema lui Rolle pe acest interval obtinem c&
existd ¢ € (x1,xp) astfel incat f’'(c) = 0, ceea ce trebuia demonstrat. [

Corolar 7.12.2. Fie f : I — R, I interval, f derivabilid pe I. Intre doud ridicini
consecutive ale lui f' se afli cel mult o raddcini a lui f.

Demonstratie. Fie x1, xp € I, x1 < xp rdd&cini consecutive ale lui f’. Presupunem
prin reducere la absurd cd existd doud radacini a, b ale lui f, a < b, situate intre
x1 81 xp, deci x1 < a < b < x. Conform Corolarului 7.12.1, existd cel putin incd o
radacind x3 a lui f’ situatd Intre a si b, ceea ce Inseamnd c& x1, X, nu sunt radacini

consecutive, contradictie. |
Cu ajutorul acestor corolarii se va preciza un algoritm de determinare a nu-
marului raddcinilor unei ecuatii situate intr-un interval dat.

Sirul lui Rolle

Fiind datd functia derivabild f : I — R, I interval, dorim sd determindm
numarul radacinilor ecuatiei f(x) = 0. In acest scop, procedam in urmaitoarele
etape.
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1. Rezolvam ecuatia f'(x) = 0 si determindm radécinile ¢y, ¢y, . . ., ¢, ale lui f'.

2. Determindm f(c1), f(c2), ..., f(cx) si limitele 1 si I in capdtul inferior,
respectiv superior al lui I.

3. Construim sirul Ry = sgn(l1), Ry = sgn f(c1), R» = sgnf(c2), ..., Ry =
sgn f(cn), Ry+1 = sgn f(l2), numit sirul lui Rolle, cu conventia cd sgn(+o0) =
1, sgn(—o0) = —1, intrucat limitele /1 si [ pot fi si infinite. De asemenea, in
acest sir se pot trece + si — in loc de +1 si respectiv —1. Daca doi termeni
consecutivi R; si R;;1 sunt identici, atunci intre abscisele care le corespund
nu se afld nicio rdddcind a lui f. Dacd R; si R;;1 sunt diferiti, dar nenuli,
atunci intre abscisele care le corespund se afld exact o radacind a lui f. In
fine, daca un termen R; este nul, aceasta inseamna ca abscisa care-i cores-
punde este raddcind de ordinul cel putin 2 a lui f, pentru determinarea
exactd a ordinului de multiplicitate fiind necesard determinarea valorilor
derivatelor de ordin superior in acest punct.

Exercitiu. Determinati numérul de radicini reale ale ecuatiei 2x® — 12x% +
18x +3 = 0.

Solutie. Fie f : R — R, f(x) = 2x® — 12x?> + 18x + 2. Atunci f'(x) = 0 <
6x2 —24x +18 = 0, de unde x; = 1, x, = 3, iar f(x;) = 11, f(x2) = 3. Cum
limy_, o f(x) = —o00, limy_yo f(Xx) = 00, urmeaza cd sirul lui Rolle este — + +
+, schimbarea de semn petrecandu-se intre R( (corespunzdtor lui x = —o0) si
Ry (corespunzitor lui x; = 1). Atunci ecuatia data are o singura raddacind reald,
situatd in intervalul (—oo,1).

x|—c0 1 3 +oo
f| - + + +

Exercitiu. Determinati numarul de ridacini reale ale ecuatiei x> — 21Inx +
m = 0 in functie de valorile parametrului real m.

Solutie. Fie f : (0,00) — R, f(x) = x> —2Inx +m. Atunci f'(x) = 0 < 2x —
2
X

domeniului de definitie al logaritmului natural), iar f(x1) = 1+ m. De asemenea,
limy 0 f(x) = 400, limy_e0 f(x) = o0.

= 0, de unde x; = 1 (rdddcina x, = —1 nu convine, intrucat nu apartine
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x‘O 1 400
fo) [+ 14+4m  +

Dacd m < —1, sirul lui Rolle este + — +, schimbadrile de semn petrecandu-se

intre Ry (corespunzdtor lui x = 0) si Ry (corespunzator lui x; = 1), respectiv intre
Ry (corespunzator lui x; = 1) si Ry (corespunzator lui x = +o00). Atunci ecuatia
datd are doud radacini reale, situatd in intervalele (0, 1) si respectiv (1, 00).

Daca m = 1, sirul lui Rolle este + 0 +, x; = 1 fiind rdddcina de ordinul cel
putin 2. Cum f”(x) = 2+ %, urmeazi ci f”(1) # 0, iar x; = 1 este radacina
dubld a ecuatiei date, aceasta neavand alte raddcini reale.

Daca m > —1, sirul lui Rolle este + + +, fard schimbari de semn. Urmeaza ca

ecuatia data nu are raddcini reale.

7.3.3 Teorema lui Lagrange

Teorema lui Rolle este un caz particular al urmatorului rezultat, numit teorema lui
Lagrange sau teorema cresterilor finite.

Teorema 7.13. Fie f : [a,b] — R, f functie Rolle pe [a, b]. Atunci existi c € (a,b)
astfel incat f'(c) = w

a

Interpretarea geometricd a teoremei lui Lagrange

Sd remarcam urmadtoarea interpretare geometrici a teoremei lui Lagrange.

Daca f : [a,b] — R este o functie Rolle pe [a,b], atunci existd pe graficul
functiei f un punct C(c, f(c)) In care tangenta la grafic este paraleld cu coarda
AB,unde A(a, f(a)) si B(b, f(b)) sunt capetele graficului lui f.

Ty B(b, f(b)) ..

Aa, f@)

——————— —~Clc, f(c)) X

Teorema lui Lagrange are consecinte importante in studiul monotoniei func-

tiilor, enuntate in urmatorul rezultat.
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Corolar7.13.1. 1. Dacd f : I — R, I interval, este derivabild pe I, iar derivata sa
este identic nuld pe I, atunci f este constanti pe I.

2. Daci f,g : I — R, I interval, sunt derivabile pe 1, iar derivatele lor sunt egale pe
I, atunci f si g diferd printr-o constantd pe I.

3. Dacid f : I — R, I interval, este derivabilii pe I, iar derivata sa este pozitivi (res-
pectiv strict pozitivi) pe I, atunci f este crescitoare (respectiv strict crescitoare)
pe I. Daci f : I — R, I interval, este derivabili pe I, iar derivata sa este nega-
tivd (respectiv strict negativi) pe I, atunci f este descrescitoare (respectiv strict

descrescitoare) pe .

Exemplu. Prima parte a Corolarului 7.13.1 se poate folosi pentru demonstra-
rea unor identititi. In acest sens, si demonstram ci
arctg x + arct lmx_m entrux € (—1,1)
g g 1 + X - 4 / p 4 .
Fie f : (—1,1) = R, f(x) = arctgx + arctg {7>. Atunci f este derivabild pe
(—=1,1), iar

1+x
1 (1+4x)? —2
S 14x2 0 (14x)24+ (1—x)2(14x)2
1 1
= _— :O,
T+x2 1+x2

de unde f este constantd pe (—1,1). Pentru a determina valoarea acestei
constante, ddm lui x o valoare din intervalul (—1,1), de exemplu x = 0. Cum

f(0) = arctg0 + arctg1 =0+ g — %/
urmeaza concluzia.

Exemplu. Cea de-a treia parte a Corolarului 7.13.1 este instrumentald in de-
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monstrarea multor inegalitdti. In acest sens, sd demonstram ca

X
1+x

<In(1+x) <x, pentrux > 0.

Fie f : [0,00) = R, f(x) = 135 — In(1 + x). Urmeaza cd f este derivabild pe

(0,00), iar

1 1 x
1+x)2 14+x (1+x)2

f(x) = ( >0, pentrux >0,

deci f este strict crescitoare pe (0,00). Cum f este si continud in x = 0,
urmeazd cd f(x) > f(0) = 0 pentru x > 0, de unde rezultd prima parte a
inegalitatii, cea de-a doud parte demonstrandu-se analog.

Exercitiu. Aplicind teorema lui Lagrange functiei f : (0,00) — R, f(x) =
In x pe un interval [4,b], 0 < a < b, demonstrati cd

b—a <lnb—1na<b_a.
b a

Solutie. Cum f este functie Rolle pe [4,b], urmeazd conform teoremei lui La-
grange cd existd ¢ € (a,b) astfel incat f'(c) = %, deci 1 = %, sau
Inb—1na = %(b —a).Cumc € (a,b),iara, b > 0, urmeaza cd % < % < %, de unde

concluzia.

Existenta derivatelor laterale intr-un punct

Cu ajutorul teoremei lui Lagrange se poate determina de asemenea existenta
derivatei laterale a unei functii intr-un punct, obtinuta ca limitd a unor alte deri-
vate.

Corolar 7.13.2. Fie f : I — R, I interval, si fie xo € I cu proprietatea cd existi € > 0
astfel ca (xg —¢,x9) C I, f este derivabild pe (xo — €,xq) si continud la stdnga in xo.
v . 9 . ! o . . o A A . ! -
Dacii existi xh_%}o f'(x) = A, atunci f are derivatii la stinga in xo, iar f1(xg) = A.
x<Xp

Un rezultat asemanadtor se poate formula in ceea ce priveste existenta derivatei
la dreapta intr-un punct.



Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 225

Corolar 7.13.3. Fie f : I — R, I interval, si fie xo € I cu proprietatea ci existd e > 0
astfel ca (xo, x0 +¢€) C I, f este derivabilii pe (xo, Xo + €) si continui la dreapta in xo.
v . v} . ! o . . v A . ! .
Dacid existii J}l_)l’]j’clo f'(x) = A, atunci f are derivatii la dreapta in x, iar f;(xo) = A.
X>X0

Prin combinarea acestor corolarii se obtine urmatorul rezultat.

Corolar 7.134. Fie f : I — R, I interval, si fie xo € I cu proprietatea cd f este
. o . o A . . o . /! _ .
derivabili pe V\ {xo}, unde V. € V(xo), continud in x si existi xll_)IIJ}Of (x) = A. Atunci

f este derivabild in xo, iar f'(xo) = A.

Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = x|x*> —a|, a € R. S& determindm a astfel
incat f sd fie derivabild pe R.

x(x>—a), x> a

- , deci
x(a—x3), x<<a

Se observd cd f este continud pe R, f(x) = {

43 —a, x> a
fl(x) = \/_ Atunci lim f'(x) = —3a, deci, conform Coro-
a—4x3, x< a x— \33;
x<y/a

larului 7.13.2, f/(¥/a) = —3a. Similar, conform Corolarului 7.13.3, f}(/a) =
3a. Ca f si fie derivabild in /a, este necesar si suficient ca valorile acestor
derivate laterale sd fie egale, deci —3a = 34, iar 4 = 0. Se observa atunci ca

—x* x<0

¥, x>0 o .
flx) = , fiind derivabila si pentru orice x # 0.

Functii Lipschitz. Contractii

Cu ajutorul teoremei lui Lagrange, se poate demonstra cd orice functie deriva-
bild cu derivata marginitd este o functie Lipschitz. Mai precis, are loc urmatorul
rezultat.

Corolar 7.13.5. Fie f : [a,b] — R, f functie Rolle pe [a,b]. Dacdi existd L > 0 astfel
incat |f'(c)| < L pentru orice ¢ € (a,b), atunci f este functie Lipschitz pe [a, b]. Daci,
in plus, L < 1, atunci f este o contractie pe [a, b].

Demonstratie. Fie x,y € [a,b], x < y. Conform teoremei lui Lagrange, aplicate
pe intervalul [x,y] C [a,b], pe care f este de asemenea functie Rolle, urmeaza ca
existd c € (x,y) astfel ca f(y) — f(x) = f'(c)(y — x). Atunci

f@) = fOI=If' )] |x—yl < Llx—yl,
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deci f este functie Lipschitz pe [4,b]. Dacd L < 1, conform definitiei, f este o
contractie pe [g, b]. [
In particular, acest corolar poate fi utilizat pentru a stabili convergenta unor

siruri recurente.

2
Exemplu. Fie sirul (x,),>0: xn = 2);’;;’1, xg = 2. S& demonstram cd (x,),>0

este convergent si sd-i determindm limita.
. 2 A A ~ ~
Fie f : (0,00) — (0,00), f(x) = 2"3;1. Mai intéi, se observa ca x, > 0

pentru orice n > 0, iar recurenta data se poate scrie sub forma x,11 = f(x,).

Totusi, (0, o) nu este o multime inchisd, neputandu-se aplica direct teorema
de punct fix a lui Banach, desi f transformd multimea (0,00) in ea insisi.

Conform inegalitdtii mediilor,

2 1 2 1 2V2
- _— o B )
f(x) = 3x+3x 3% 35 3 pentru x > 0
Deoarece
2 1 2 2 2v/2
fx) = 5x—|—3 x-|-32f < x—|—1 pentruor1cex>\3/_,

se poate observa cd f(x) < 3 pentru orice x € [%,3}, deci f transformd

intervalul D = {2\[, } in el insusi. Deoarece f'(x) = % (2 — J), urmeazi

ca % < fl(x) <5 4 7 pentru orice x € D, deci f este o contractie pe acest

interval. Cum si xg E D, urmeaza conform teoremei de punct fix a lui Banach
(teorema 6.14) cd sirul (x,),>0 este convergent la punctul fix [ al lui f pe
D. Din conditia de punct fix, | = 2131“, deci 12 = 1, iar | = 1, deoarece

l1 = =1 € D. Atundi sirul (x,),>0 este convergent, iar limita sa este 1.

7.3.4 Teorema lui Cauchy

Urmatorul rezultat, atribuit lui Cauchy, constituie o generalizare a teoremei lui
Lagrange.

Teorema 7.14. Fie f,g : [a,b] — R, f,g functii Rolle pe [a,b]. Daci ¢'(x) #
0 pentru orice x € (a,b), atunci g(b) # g(a) si existd ¢ € (a,b) astfel incit
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7.3.5 Regulile lui L'Hopital

In unele dintre situatiile in care calculul limitelor unor functii conduce la cazuri

. .10 oy s . .
de nedeterminare de tipul 0 54 o pot fi utilizate cu succes asa-numitele reguli
ale lui L'Hopital.

0
Regula lui L'Ho6pital pentru cazul de nedeterminare o

Teorema 7.15. Fie xo un punct de acumulare (finit sau infinit) al unui interval I si
fie f, g doud functii definite pe 1, cu exceptia eventuald a lui xo. Presupunem cd sunt
indeplinite urmdtoarele conditii

. lim f(x) = lim g(x) =0.

X—X( X—r X0
2. f,g sunt derivabile pe I, cu exceptia eventuald a lui x.
3. §'(x) # 0 pentru orice x € 1, x # x.

f'(x)
8'(x)’

4. Existd limita lim , finitd sau infinitd.
X—> X

Atunci g(x) # 0 pentru orice x € I, x # xo, functia g—; are limitd in xq si

S g(x) o g(x)’

X —arctgx -

Exemplu. Sd determindm valoarea limitei lim . In acest scop, sd

x—0 x3
observam ca functiile

f:R—TR, f(x) =x—arctgx, ¢:R =R, g(x) =2,

sunt in asa fel incat lirrcl) (x —arctgx) = 111’1’(1) x> = 0, f, g sunt derivabile pe R
xX— X—
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iar ¢/(x) = 3x2 # 0 pentru orice x € R*. In plus,

=T 1 1

lim (x — arctgx)’ im 1
x—0 (x3)’ x50 3x? T x50 3(1 + xz) 3
: ... x—arctgx 1
de unde obtinem cd lim ———=— = .
x—0 X 3

Uneori, este necesar sd se aplice de mai multe ori succesiv regula lui L’'Hopital,
f'(x)
g'(x)

P .0
intrucat noua limitd lim este tot de tip —.
X—Xo 0

er—e "t —2x .

Exemplu. Sd determindm valoarea limitei lim In acest scop, sa

. x—0 X —sinx
observam ca functiile

fi(—ge) =R, f(x) =e*—e*—2x, g:(—¢e) >R, g(x) =x—sinx,

sunt in asa fel incat lin%(ex —e *—2x) = lin%(x —sinx) = 0, f, g sunt deri-
X— xX—

vabile pe (—¢,¢) iar ¢'(x) = 1 — cosx # 0 pentru orice x € (—¢,¢)\ {0}. In

plus,

(e¥ —e ™ —2x) ef+e -2

lim ——— = lim
=0 (x —sinx) x—0 1—cosx

Functiile
fii(—ge) 2R, filx)=e"+e ¥ =2, g1:(—¢¢) >R, g1(x) =1—cosx

sunt in asa fel incat lirr(l)(ex +et=2) = lirrb(l —cosx) = 0, f1,41 sunt de-
x— x—

rivabile pe (—¢, ) iar g} (x) = sinx # 0 pentru orice x € (—¢,¢)\ {0}. In

plus,

2x _
. (e ¥ —2) e¥—e* e ¥(eP—1) | e ¥.-SLl.2x
11 / = llm — Y = llm _— = llm _
x—0 (1 —cosx) x—0 sinx x—0 sin x x—0 sinx . y
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Urmeaza ca

Lot —e Y = 2x Lo te =2
Iim———— =lim—— =2.
x—=0 X —sinx x—0 1—cosx

00
Regula lui L'Hopital pentru cazul de nedeterminare =

Teorema 7.16. Fie xo un punct de acumulare (finit sau infinit) al unui interval I si
fie f, g doud functii definite pe I, cu exceptia eventuald a lui xy. Presupunem ci sunt

indeplinite urmdtoarele conditii

1. lim |g(x)| = co.

X—XQ

2. f,g sunt derivabile pe 1, cu exceptia eventuald a lui x.

3. §'(x) # 0 pentru orice x € I, x # xo.
f'(x)

4. Existd limita hm B , finitd sau infinitd.

f

Atunci functia § are limitd in xg si

f) _ e f(3)

lim —~ = lim

Thgly)  g(x)

In(si R
Exemplu. Sa calculdam limita 11m n(sin(ax)) a,b € (0,00). In acest scop, sd

x20 In(sin(bx))

N x>0
observam ca functiile

f:(0e) = R, f(x) =In(sin(ax)), g:(0,e) = R, g(x) = In(sin(bx))

sunt in asa fel incat lir% In(sin(bx)) = —oo, f, g sunt derivabile pe (0, ¢) iar
x—
x>0

¢ (x) = bscigsbl;x # 0 pentru orice x € (0,¢). In plus,

lim (In(sin(ax)))" — bim v . Acosax sin bx
50 (In(sin(bx)))’ xg(()) beoshx x50 bcosbx  sinax
X X X
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a.cos ax sinbx . py

. . a
= lim lim X = —
x—0 bcosbx x—0 SIAX . g4 b
x>0 x>0 ax

Urmeaza ca

lim In(sin(ax)) _1

0 In(sin(bx))

Alte cazuri de nedeterminare

Regulile lui L'Hopital sunt destinate in mod explicit calculului limitelor unor
rapoarte de functii ce conduc la cazurile de nedeterminare g si . Totusi, dupa
rearanjarea unor termeni sau executarea unor operatii de logaritmare, si alte ca-
zuri de nederminare pot fi tratate prin intermediul acestor reguli.

Cazul 0 - 0

In situatia in care calculul limitei xlgr)(z (f(x)g(x)) conduce la cazul de nedeter-

minare 0 - co (adicad )}g&lo f(x) =0, xlgg() |g(x)| = o0), atunci se incearcd scrierea

f
produsului ca un raport. Folosind formula fg =  se obtine cazul de nedetermi-
g

nare %, iar folosind formula fg = % se obtine cazul de nedeterminare ;.
f
Exercitiu. Determinati lim x3Inx.
x—0
x>0
Solutie. Deoarece lirrb ¥ =0, lirré Inx = —oo, limita se incadreaza in cazul de
X— X—
x>0 x>0

nedeterminare 0 - 00. Atunci

. . Inx (2] 1 S

lim x*Inx = lim —— == hmi3 =lim — =0
x—0 x—0 L x—=0 =2 x—0 —3

x>0 x>0 Xx x>0 x x>0

Cazul o0 — 0

In situatia in care calculul limitei xh_)rgclo (f(x) — g(x)) conduce la cazul de ne-

i o0 — 00 ica li = oo, li = & i = —0
determinare (adica xh_)rrj}o f(x) , xh—%clo g(x) sau xh—>n;clo f(x) ,
xh%rgcl g(x) = —o0), atunci se incearcd obtinerea unui factor comun. Folosind for-

0

f
mulele f —g = f (§ —1)sauf—g= g(g — 1), limita data se transformd intr-un

f
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f-g 11
. . f f g . .
produs, iar folosind formula f — g = —2- = — & se obtine cazul de nedetermi-
fg fg
nare .

Exercitiu. Determinati lim (" —x).

Solutie. Se va da factor comun e*, deoarece acesta creste mai rapid decat x pentru
X — o0. Se obtine ca

) ) X
lim (e* —x) = lim e (1 - —)
X— 00 X—r 00 ex
De asemenea ) .
X sl 4.
lim — == lim — =0,
X—o0 pX X—00 pX

de unde

1 1
Exercitiu. Determinati lim (2 — 2).
x—=0\tgex x

Solutie. Mai intdi, se observa ca

, 1 1 . x> —tg’x
m | o2y~ 2 ) = im - e
x—0\tg x X x—=0 tgex - x

limita initiald fiind transformata intr-o limita in cazul de nedeterminare %. To-
tusi, in locul aplicarii directe a regulii lui L'Hopital, se recomanda simplificarea
preliminard prin aplicarea limitelor fundamentale. Se obtine ca

2 2
x- —tgc x . x+tex)(x —tgx o x+tex . x—tgx
1jm27gz:hm(+g)(2 g):hm g - lim 2g
=0 tgox - x x—0 x-xtgx =0 X x50 18 X2
X
X . x —tgx x —tgx
= lim (1+g—)~hm 5 - lim 3g =21 3g
x—0 X x—0 (Q;J) x—=0 X x—=0 X
X
1 2
5 .. — 5= ) . costx—1
= 2lim —5* — 2 [lim - lim
x—0  3x? x—03cosZx x-0 x2
3] 2., —2sinxcosx 2 . sinx . 2
= —]lim———FF— = —— lim -limcosx = ——.
3 x—0 2x 3x=30 x x—0 3
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Cazurile 1%, 0°, 00

In situatia in care calculul limitei lim ( f(x)& (x)) conduce la unul dintre aceste
0
cazuri de nedeterminare, iar f(x) > 0 pe o vecindtate a lui x, se foloseste formula

8 = en(f¥) — e8Inf Pentru cazul de nedeterminare 1%, se poate tine seama si de

faptul ca lim Inf _ 1.
f—

1f—

1
‘ps s s COS X \ ;2
Exercitiu. Determinati lim ( )x .

x—0 \Cos 2x
. . CosXx .1 . . N
Solutie. Deoarece lim = 1, lim — = +oo, limita datd este in cazul de
x—0 cOs 2x x—0 X

nedeterminare 1®°. Atunci

= lim ex2  cos2x — 2 -9 elimxﬁo 7%
x—0

lim

x—0

( cos x )12 bin 5% lim, o leosacncos2s [o] —igui2ige
cos 2x

. 1 tgx tg2x
im0 3 (—T+27'2)

I
x

1
x.

Exercitiu. Determinati lin(l) (x +e)
x—

X

Solutie. Deoarece lirr(l) (x+e') =1, lim = oo, limita datd este in cazul de
x—

x—0

nedeterminare 1%°. Atunci

. 1 . In(x+e¥) 1. 4e¥ 1 : er—1
ehmxﬂo EIH(X‘F@X) — ehmxﬁo TreX—1 hmx*}O xte —2 L’x — ehmxﬁo<1+ X ) — 62‘

1
x

lim (x + %)

x—0

. o (2—cosx )Y
Exercitiu. Determinati lim ( ——— .
x—0\1—cosx

. ) 2 —cosx . . o N
Solutie. Deoarece lim { ————— | = oo, iar lim sin?x = 0, limita datd este in
x—0\1—cosx x—0

cazul de nedeterminare 00?. Atunci

lim

102
sm- x
<2 — COS x) _ elimx—>0 sin2 xln( 27cosx)
x—0

1—cosx
1—cosx

— plimx—so (sinx )2~limx40 x%(In(2—cos x)—In(1—cos x))

— plimx—o (xz In(2—cos x) ) —lim,_,o (xz In(1—cos x))
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—lim Oln(lfcosx)
. > X— T
_ efhmxﬁo(x ln(lfcosx)) —e )
sin x
: 1—cosx
o —limy o =552+ 34 0 2 g 3
P =2 11 Ssiny [g] 1y 3
&I, 3 o pbtimeo 2y ol diim, BRengetcns
11 2 X 2
— ejhmx_,o(fix +ane X cosx) — 60 —1.

g . . 1. . _
Exercitiu. Determinati lim (1 —sinx)*" 2.
x—>7

. . . . 7t .. N
Solutie. Deoarece lim (1 —sinx) = 0, lim (x — —) = 0, limita data este in cazul
x—Z =7 2

de nedeterminare 0°. Atunci
hmxa% (xf%) In(1—sinx)

lim (1 —sinx)*" % =e = elimu—ouIn(l—sin(u+3))

s
xﬁj
sin u
. In(1—cosu lim d—cosu
lim,, g uIn(1—cos u) im0 : 1 : (&) oL
=e u—0 =e u ——' u2
— lim u? sin u [%] — lim 2usinu+u? cosu
=e u—0T—cosu —= ¢ u—0 sinu

sinu

_ e—limuHO(Zu—kL-ucosu) _ 60 -1

7.3.6 Formula lui Taylor

Conform definitiei diferentiabilitdtii, a fost observat anterior cd daca f : I — R
este derivabild in xg € I, atunci existd a : I — R cu limy_y a(x) = a(xg) = 0,
astfel ca

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + a(x) (x = x0),

iar In concluzie

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0), pentrux = x.

Polinomul lui Taylor de ordinul n

In cele ce urmeaza, dorim sd extindem aceasta formuld de aproximare la una
cu acuratete superioard. Sd presupunem cd f : I — R este derivabid de ordinul
ninxg € I, n > 1. Atunci derivatele de ordin pana la n — 1 inclusiv exista pe o
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vecindtate a lui xp; pentru simplitatea expunerii, sd presupunem cd acestea exista

pe intreg I. Functia polinomiald T, : I — R definitd prin

T, (x) = f(x0) + L0 f)

se numeste polinomul lui Taylor de grad n atasat functiei f in punctul xo.

(x —x0)%+ ...+ f(”;('xo) (x — x0)"

(x —x0) +

Restul formulei lui Taylor de ordinul n
Fie acum R, : I — R, definitd prin
Ru(x) = f(x) — Tu(x), pentruoricex € I.

Atunci
f(x) = Ty(x) + Ry(x), pentruoricex € I,

"(x "(x () (x
f(x) :f(xo)+f(1!'»(x—xo)+f§!0)(x_xo)2+__.+f ( 0)(x_x0)n
+ Ru(x),

relatie numita formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare functiei f in punctul
xp. Functia R, astfel definita poartd numele de restul formulei lui Taylor de ordinul
n si mdsoara eroarea cu care polinomul T}, aproximeaza functia f.

In ceea ce urmeazd, vom incerca sd obtinem forme ale restului R, care sd pre-
cizeze mai multe informatii despre precizia aproximadrii. Sa observdm mai intai

cd, In definitia diferentiabilitatii intr-un punct xo,

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x = x0) + a(x) (x = x0),

functia polinomiald de gradul 1

firR =R, fi(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0),
reprezintd de fapt polinomul Taylor T;. Cum Ry = a(x)(x — xp), urmeaza ca
lim S0 _

X=X0 X — X

Vom demonstra o proprietate similara pentru restul de ordin 7. In acest scop, sa
calculdm mai intai derivatele polinomului Taylor T},. Se obtine ca

T(x) = £10) + T80 (x—ag) + E 0 o
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_|_

f(n)(xo) (x . xo)n—l

(n—1)!
O (x @ (x
() = £ (x0) + L0 ) + LN ey
£ (x0) n-
- (n—zg!(x_x()) 2

(n) x
1) = £ )+ T ), T ) = 10 0)

T\ (x) =0, pentrum > n.

Putem obtine de aici urmdtoarele evaluari ale restului de ordin 7 si ale derivatelor
sale in xg

Ru(xo) = R, (x0) = R"(x9) = ... = R (x) = 0.

Sanotdim g : I — R, g(x) = (x — x0)". Analog relatiilor de mai sus, se observa

o

cd
g(x0) =g'(x0) = ... = g" V(xg) =0; g (xp) = n!.
Fie x € I arbitrar. Aplicand teorema lui Cauchy functiilor R, si g pe intervalul

Ry (x)—Ru(x0) — R} (c1)
g(x)—g(xo) g'(c1)’

[x0, x] (sau [x, xo]), obtinem ca exista ¢; intre x si x astfel ca
iar cum R, (x9) = g(x9) = 0, urmeazi ca

Ra(x) _ Ryer)

gx)  g'ler)

Aplicand incd o datd teorema lui Cauchy functiilor R}, si g’ pe intervalul [xo, ¢1]

(sau [c1, xp]), obtinem c& in mod similar ¢4 existd c; Intre xg, i c1) astfel ca

Ry(c1) _ Ry(c2)
g'(c1)  §'(ex)’

deci .
Ru(x) — Rj(c2)

g(x)  g"(ca)’

Aplicand in mod iterativ teorema lui Cauchy, obtinem ca existd c,,_1 intre x¢ si x

astfel incat :
Ru(x) R V(1)

g(x) g D(ep1)
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Fie acum (Xy)x>o un sir convergent la xo, ¥ # xo. Conform celor de mai sus,
existd cy ,_1 intre xq si X astfel incat

_ Ry (en1) R (x0)
Rn(yk) _ R;(qn 1)(Ck,n—1) _ Iék,nil—xo :
g(Yk) g(}’l—l) (Ck,n—l) g(n71>(ck,n71)_g(n71)(x()) .

Ckn—1—%0
Prin trecere la limita, obtinem ca

RS (1) —RY (x0)

. Ry . -

hrn 1’1(7 k) — 1 — Ck,n—1—X0 —

k—o0 g(.Xk) k— o0 g(n )(Ck,nfl)_g(n )(XO)
Ckn—1—X0

Cum ¢ ,_1 se afla intre xg si X, urmeaza cd limy_, Cx ,—1 = Xo, de unde

RY Y (cgnat) = RV (x0)

) _ p) _
kh—g}o Ckn—1 — X0 =R (XO) =0
(nfl) . (7171)
. g (Ck,n—l) g (x0) _ o(n) — !
kh—g}o Ckn—1 — X0 -8 (xO) -
iar
lim Rn(?k) =0
k— o0 g(xk)

Deoarece (X )r>( era un sir arbitrar convergent la xg, urmeaza conform definitiei

limitei ca R
lim 7”0() =0
X—X0 (x — xo)”

Consideratiile de mai sus conduc la urmatorul rezultat.

Teorema 7.17. Fie f : I — R, I interval. Daci f este derivabilid de n oriin xg € I,
atunci existd o functie « : I — R astfel incdt limy_,x, a(x) = a(x9) = 0 gi

£ = flan)+ L0 ) 4 L0 g LGy

+ %(x —x0)".

Demonstratie. Sa considerdm atunci functia « : I — R definita prin

Ry(x)
a(x) = {”’(xxow' X 7 %o

0, X = Xg
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si s4 observam cd limy_,y, &(x) = a(xp) = 0, conform celor de mai sus. In plus,
Ry(x) = %’f)(x — X0)", pentru orice x € I (chiar si pentru x = x(, deoarece ambii
membri sunt 0), de unde concluzia. [

Restul de ordin 7 din formula de mai sus,

se numeste restul lui Peano.

In teorema precedenti s-a presupus ca f este derivabild de 7 ori in punctul
xp, obtindndu-se cu acest prilej o estimare a restului formulei lui Taylor. Vom
presupune in cele ce urmeaza cd f este derivabild de n + 1 ori pe intreg intervalul
I, lucru care ne va ajuta sa obtinem exprimari mai precise ale restului.

Fie xg, x € I. Fie deasemenea p € IN* si fie C € R definit prin

i

"(x X (”)x
£) = £l + L0 gy L0 SO0

+ C(x — xp)F.

Definim ¢ : I — R prin

/ 7 (n)
o) = O+ T e L 0y ey
Atunci
¢(x) = ¢(x0) = f(x),

si aplicAnd teorema lui Rolle functiei ¢ pe intervalul [xg, x| (sau [x, xg]) obtinem
existenta lui c situat intre x( si x (dependent de x, x, 1 si p) astfel incat ¢'(c) = 0.

Insa
o() = F(1) + (f”l(!t) (x—t) f’l(!t)> n (f’;ft) (x— 12— f"l(!t) (x — t)) L
(n+1) (n)
+ <f;' () (x—t)" — (J:z _(3! (x — t)”_1> — pC(x — )P~}
= f(n:ll')(t)(x — )" — pC(x — t)P71
si atunci

f(”:!)(c)(x — )" — pC(x — )Pt =0,
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de unde

(n+1)
C = f ' (C) (x . C)I’l*}fH’l
nlp

Se obtine atunci ca restul R, al formulei Taylor de ordinul n are forma

(n+1)
Rn == fn'p(C)(x — xo)p(x — C)H*P+1.
Pus sub aceastd forma generald, restul R, al formulei Taylor de ordinul 7 se nu-
meste restul lui Schlomilch-Roche. Prin particularizarea lui p in expresia de mai
sus obtinem alte forme importante ale restului de ordin n. Astfel, pentru p = 1
obtinem restul lui Cauchy, sub forma

(n+1) (o
R, = fn'()(x —xp)(x —¢)",
in vreme ce pentru p = n + 1 obtinem restul lui Lagrange, sub forma

R, = f(n+1)(c) (x

— (n+1)! )n+1.

Deoarece c se afld intre x si x, existd 6 € (0,1) (dependent de x¢, x si n) astfel
incat

c = xo+60(x — xp),

iar cu notatia h = x — xq, formula lui Taylor se poate scrie astfel

f(xo +h) = f(xo) + f/(lyfo)h + f”;CO)hz +...+ f(n;('XO)hn + Ry,

unde R, se poate pune sub una dintre urmatoarele forme

(n+1)

R, = f ng +0h) W1 —6)" P+l (Schlémilch-Roche)
(n+1)

R, = f (:ZC!O + 0h) hn+1(1 — )" (Cauchy) (7.2)
(n+1)

(n+1)!
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Formula lui MacLaurin

Daca in formula lui Taylor punem xg = 0, obtinem formula lui MacLaurin

f(x)=f(0)+fll(,o)erf/,z(,o)x2+...+f(2|(0)x”+1zn,

R, obtinandu-se din formulele (7.2) pentru xo = 0. De asemenea, pentru n = 0,
formula lui Taylor cu restul lui Lagrange reprezinta chiar teorema lui Lagrange.

Exemple. 1. Fie f:R — R, f(x) = ¢*. Cum
£ (x) = e, pentru orice n € N,

avem ci f(")(0) = 1 pentru orice n € N, iar

2 X"

- X X
e—1+ﬁ+5+...+E+Rn,
unde
eQx n+1 0 0.1
R, = , ,1).
A P TR €O1)

2. Fie f: R = R, f(x) = sinx. Cum

£ (x) = sin(x + %), pentru orice n € N,

avem ca f(")(0) = sin 2%, deci f?X) = 0, far f?+1) = (~1)k, k € N. De

aici,
sinx = X x—3 + x—s + ...+ (_1)n71x2n71 + Ry,
11 3" 5 (2n—1)!
unde (241}
—1)"gin (Ox + 22T
R, = ) ( 2 >x2”+1, 6 € (0,1).

(2n+1)!
3. Fie f :R = R, f(x) = cos x. Cum

FM(x) = cos(x + %), pentru orice n € IN,
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avem ci f("(0) = cos "Z, deci f+1) = 0, jar f%X) = (~1)k1, k € N.
De aici,
2 A (—1)nt1x2n

cosx=1——+—+...+

20 1 4! 2n! + R,

unde

(—1)"*! cos (Gx + (Hzl)n

(2n+2)!

R, = )x2"+2, 0 € (0,1).

Exemple. 1. Fie f:(—1,00) - R, f(x) =In(1+ x). Cum

(-1)" 1 (n—1)!
(T+xm 7

f(x) =

pentru orice n € IN¥,

avem ci f(M(0) = (=1)*=V(n — 1)!. De aici,

2 3 _1n—1n
ln(1+x)=x—x2+3;+...+( T R,
unde "
—1)nx" 1
R, = (ZD™ 0 e (0,1).

n+1 (14+0x)"’
2. f:(-1,0) = R, f(x) = (1+x)P. Cum

fMx)=p(p—1)...(p—n+1)(1+x)P"", pentruoricen € N,

avem ci fW(0) = p(p—1)...(p —n+1). De aici,

plp—1x*  plp=1)...(p-n+1)x"

p_ px
(14 x) —1+1!+ o o

+ Ry

unde

Ro= MDA g

7.3.7 Puncte de extrem ale unei functii. Conditii necesare si su-
ficiente

Fie f : I — R, I interval. S-a observat anterior cd punctele de extrem care sunt
interioare lui I si in care f este derivabild se gdsesc printre punctele critice ale
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functiei f, dar nu orice punct critic al unei functii este neapdrat punct de extrem.
De exemply, fie fi : R — R, fi(x) = x3. Atundi f](x) = 3x?, deci x = 0 este
punct critic al lui f1. Totusi, acesta nu este punct de extrem, deoarece f;(0) = 0,
iar in orice vecindtate a lui O functia f ia atat valori negative cat si valori pozitive.
In cele ce urmeazi, vom obtine conditii de extrem cu ajutorul derivatelor de ordin
superior.

Figura 7.10: Graficul functiei f; : R — R, fi(x) = x°. x = 0 este punct critic, dar
nu este punct de extrem

Teorema 7.18. Fie f : I — Rsi fie xo € I astfel incit
f'(x0) = f'(x0) = ... = "7 V(x0) =0, f")(x0) #0.
1. Dacd n = 2k, atunci xq este punct de extrem local.

(a) Dacin = 2k, iar f (n) (x9) > 0, atunci x este punct de minim local.

(b) Dacin = 2k, iar f (n) (x0) < 0, atunci x este punct de maxim local.

2. Daci n = 2k + 1, iar xq este punct interior lui I, atunci xo nu este punct de
extrem local.

Demonstratie. Conform formulei lui Taylor cu restul lui Peano, in care primele

n — 1 derivate in x( se anuleaza conform ipotezei, obtinem ca

() (x a(x
£ = Fleo) + L0 gy B0 oy

cu limy .y, a(x) = a(x9) = 0. Atunci

F) = fx0) = (£ (x0) + ) E=20)

n!
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cu
lim () (x0) +a(x)) = F") (x0).
Daca n = 2k, iar f(")(xg) > 0, existd V € V(x) astfel ca
£ (x0) + a(x) >0, pentru orice x € V,
iar deoarece (x — xo)Zk > 0 pentru orice x € V, urmeaza ca

f(x) — f(xo) >0, pentruoricex €V,

deci
f(xo) < f(x), pentruoricex €V,

iar x( este punct de minim local.
Similar, dacd n = 2k, iar f (n) (xg) < 0, existd V € V(xq) astfel incat

f(xp) > f(x), pentruoricex €V,

iar x( este punct de maxim local.
Fie acum 1 = 2k + 1 si fie x interior lui I. Daca ") (xy) > 0, existd V € V(xo)
o vecindtate a lui x( astfel ca

FM(x0) +a(x) >0, pentruorice x €V,

iar deoarece (x — x0)?**! < 0 pentru orice x € V, x < xq, respectiv (x — xo)%*1 >
0 pentru orice x € V, x > xp, urmeaza cd

f(x)—f(xp) <0 pentruoricex €V, x < xg

deci
f(xg) > f(x), pentruoricex €V, x < xo,
iar
f(x)— f(xp) >0, pentruoricex €V, x> xp,
deci

f(xg) < f(x), pentruoricex €V, x> xo,

iar xo nu este punct de extrem local. Cazul in care f")(xo) < 0 se trateazi analog.
[
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Pentru n = 2, se obtine urmadtorul corolar foarte util in studiul variatiei func-
tiilor.

Corolar 7.18.1. Fie f : I — R derivabilii de doud ori in xo € I astfel incit f'(xg) = 0
si f"(x0) # 0.

1. Dacit f"(x¢) > 0, atunci xq este punct de minim local.

2. Dacit f"(x0) < 0, atunci xq este punct de maxim local.

ALy ALy
(%, f(x,))

(x,, f(x,))

v X
w2

Figura 7.11: f'(xo) = 0si f”(xo) > 0. Figura 7.12: f'(x9) = 0si f"(x9) < 0.
xp este punct de minim local xo este punct de maxim local

Exercitiu. Fie f : R — R, f(x) = x> — 3x. Determinati punctele de extrem
ale lui f.

Solutie. Cum f este derivabild pe intreg IR, iar toate punctele domeniului sunt
puncte interioare acestuia, urmeazd conform teoremei lui Fermat ca punctele de
extrem sunt printre punctele critice. Deoarece f'(x) = 3x% — 3, f’ se anuleaza
pentru x; = —1six, = 1. Cum f’(x) = 6x, urmeazid ci f’(-1) = —6 < 0,
iar f(1) = 6 > 0, deci —1 este un punct de maxim local, iar 1 este un punct de
minim local.

7.4 Aspecte grafice in studiul variatiei functiilor

7.4.1 Asimptote

In situatia in care este necesar sd se studieze aspectul graficului unei functii sau
viteza ei de crestere, devine adesea important sd se determine daca acest grafic
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are o formd apropiata de cea a unei linii drepte, respectiv daca functia are o cres-
tere de un anumit tip precizat, de exemplu echivalentd cu cea a unei functii de
gradul intai. Dreapta de care se ,apropie" graficul functiei se va numi asimptotd,
iar in functie de pozitia acesteia se vor obtine, respectiv, notiunile de asimptota
orizontald, verticald sau oblica.

Asimptote orizontale

Fie f : D — R, 400 (respectiv —o0) fiind punct de acumulare al multimii D.
Vom spune cd dreapta y = [, | € R, este asimptotd orizontali la graficul func-
tiei f spre +oo (respectiv spre —oo) la graficul functiei f dacd limy o0 f(x) =1
(respectiv limy—, o f(x) = I).

Altfel spus, graficul unei functii f are asimptotd orizontala spre +oco (respectiv
spre —oo) daca f are o limit finita ! la +oco (respectiv la —co). In aceasta situatie,
graficul functiei se apropie foarte mult de dreapta orizontald y = I spre +oo (res-
pectiv spre —o0), aceastd dreaptd fiind asimptotd orizontald la graficul functiei
spre +-co (respectiv spre —oo).

Desigur, dacd o functie nu are limitd la +oco, atunci graficul acesteia nu are
asimptotd orizontala cdtre +oco. Mai departe, dacd +oco nu este punct de acumu-
lare pentru domeniul functiei (de exemplu, daca acesta este un interval de tip
(—o0,a), cua € R), atunci de asemenea nu putem vorbi despre asimptotd ori-
zontald la graficul acesteia spre +-co, afirmatii similare putandu-se face si despre
despre asimptotele orizontale spre —co.

Exemple. 1. Fief:R — R, f(x) = zﬁiig‘;iz Deoarece
) 1

hmu: lim ol Ut e _
x=00 2x2 —3x 4+ 2 x%ooxz(z_%_i_%) X

deci dreapta y = } este asimptota orizontald la graficul functiei f spre
+o00. Printr-un calcul similar, se obtine cd aceasta dreaptd este asimptotd
orizontald la graficul functiei f si spre —oco.
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Ty

N | =

Figura 7.13: Graficul functiei f : R — R, f(x) = 2’;2:7;‘;12

2. Fie f :R = R, f(x) = —2—. Deoarece

V241’
lim lim a lim a
im —— = lim ——— = lim ————
S 1 e L2 ) e T L
X
=lim —— = -1
TR _x 1+ %
urmeaza cd dreapta y = —1 este asimptotd orizontald la graficul functiei

f spre —oo. Printr-un calcul similar, se obtine ca dreapta y = 1 este
asimptotd orizontald la graficul functiei f spre 400, cele doud asimptote
orizontale, catre —oo respectiv cdtre 4-co, fiind diferite intre ele.

Ty

y=1

O
X

y=-1

Figura 7.14: Graficul functiei f(x) = \/x’zcﬁ

3. Fie f : (0,00) — R, f(x) = sinx. Deoarece limy_, sin x nu existd,
graficul functiei f nu are asimptotd orizontald cdtre +co. Nu putem
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vorbi despre asimptotd orizontala cdtre —oo, deoarece —co nu este punct
de acumulare pentru domeniul functiei.

Asimptote oblice

Fie f : D — R, 400 fiind punct de acumulare al multimii D. Vom spune cd
dreapta y = mx +n,m € R*, n € R, este asimptotd oblici la graficul functiei f
spre +oo daca

) - : _
x1—1>I4I-loo L = m  ar xl_l)tJrrloo(f(x)—mx) = n.

Similar, fie f : D — R, —co fiind punct de acumulare al multimii D. Vom spune
cd dreaptay = mx +n,m € R*, n € R, este asimptoti oblici la graficul functiei f
spre —oo la graficul functiei f daca

im f(xx) =m, iar xl_i)rgoo(f(x) —mx) = n.

In aceste situatii, graficul functiei se apropie foarte mult de dreapta oblicd y =
mx + n spre 400, respectiv spre —oo.

fx)
X
suficientd) ca graficul unei functi sd aiba asimptotd oblicd spre +oo este ca acea

Sa notam cd, deoarece limy .o = m # 0, o conditie necesara (dar nu si
functie sd aiba limita infinitd la 4-co. In concluzie, existenta unei asimptote oblice
spre +oo exclude existenta unei asimptote orizontale spre +oo si reciproc, un ra-
tionament similar putand fi efectuat relativ la existenta asimptotelor orizontale
sau oblice spre —co.

Exemple. 1. Fief:R = R, f(x) = O+x—1 Atunci

x2+x4+1"

3 1 (1 + 1 1
mzlimf(x)zlimL:im ( X2 x3)=1,
X—=oo  x X—00 x(x2_|_x_|_1) X—o0 x3(1+%_‘_%)

iar
3 2
, . x?+x—1 , —x“—1
Jim (f (x) —mx) = lim, <xz+x+1 - x) = lim g =1
De aici, dreapta y = x — 1 este asimptotd oblica la graficul functiei

f spre +co. Printr-un calcul similar, se obtine cad aceasta dreapta este
asimptota oblicd la graficul functiei f si spre —oco.
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Ty

Figura 7.15: Graficul functiei f : R = R, f(x) = ﬁii:

1
m= hmf(—x: lim evx =1,
X—»00 X X—r00
iar
o1
1 evxy —
Jim (7 ) = mx) = Jimy, (3% = x) = fim x= =

Cum limy e (f(x) —mx) = 400, urmeaza ca graficul lui f nu are asimp-
tote oblice spre +oco. Nu putem vorbi despre asimptote oblice spre —oo
deoarece —oco nu este punct de acumulare pentru domeniul functiei.

4

y

wX

o

1

Figura 7.16: Graficul functiei f : [0,00) — R, f(x) = xev*
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Asimptote verticale

Fie f : D — R, a € R fiind punct de acumulare la stdnga al multimii D. Vom
spune cd dreapta x = a este asimptoti verticali la stanga spre +oo (respectiv spre
—o0) la graficul functiei f daca

lim f(x) = 4oco0, (respectiv lim f(x) = —c0).
x<a x<a

Similar, fie f : D — R, a € R fiind punct de acumulare la dreapta al multimii D.
Vom spune cd dreapta dreapta x = a este asimptotd verticali la dreapta spre +oo
(respectiv spre —o0) la graficul functiei f daca

lim f(x) = 4oco0, (respectiv lim f(x) = —c0).
x>a x>a

In aceste situatii, graficul functiei f se apropie foarte mult de dreapta verti-
cald x = a, In circumstantele precizate. Sd notdm cd existenta asimptotelor verti-
cale nu exclude nici existenta asimptotelor orizontale, nici a celor oblice, deoarece
acestea din urmd sunt determinate cu ajutorul unor limite pentru x — +o0 sau
x — —oo, nu pentru x tinzand la valori finite, asa cum este cazul asimptotelor
verticale. De asemenea, Intrucat existenta asimptotelor verticale presupune exis-
tenta unor limite infinite, graficele functiile marginite pe domeniile de definitie
nu au asimptote verticale, iar asimptotele verticale ale functiilor nemadrginite se
cautd in punctele “patologice" ale domeniului de definitie sau functiei, de exem-

plu zerouri ale unor numitori sau ale unor argumente de functii logaritmice.

Exemple. 1. Fie f: R\ {1} = R, f(x) = ¥*1. Atunci

x+1
1 =1 = —
e L
x<1 x<1

x+1
1 =1i =
R
x>1 x>1

iar dreapta x = 1 este asimptota verticald la stinga la graficul functiei f
spre —oo, respectiv la dreapta spre +-co.
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Ty

wx

Figura 7.17: Graficul functiei f : R\ {1} — R, f(x) = *£1

x—1

2. Fie f : (0,00) —» R, f(x) = Inx. Atunci

IimInx = —oo,
x—0
x>0

iar dreapta x = 0 este asimptotd verticald la dreapta la graficul functiei
f spre —oo. Sd notdm cd 0 nu este punct de acumulare la stinga pentru
domeniul lui f (de fapt, f nici mdcar nu este definitd pentru x < 0),
dreapta x = 0 nefiind si asimptotd verticala la stdnga la graficul functiei

£l

-

X

Figura 7.18: Graficul functiei f : (0,00) - R, f(x) = Inx

Exercitiu. Determinati asimptotele functiei f : R\ {—1,0} — R, f(x) =

2 1
x =
FES LA
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=
Il
|
—
)
wX

Figura 7.19: Graficul functiei f : R\ {—1,0} = R, f(x) = x’fl e

Solutie. Deoarece

2
. . 1
Jim f(x) = Jim, ger =0 1=co,
y _ x2 1 -
dm fx) = Mmoo = e l= e

graficul functiei nu are asimptote orizontale.

Studiem acum existenta asimptotelor oblice, incepand cu cea spre +oco. Se
observa ca

x2 1
= tim %) — i 2 i et =1-1=1,
X—0o  x X—00 X x%oox_i_l
2 2 1 2
. X X-ex —x-—X
Tl:xll_];];lo(f(x)_mx):}%<x+16X—x>:xl_mO x+1
2
. X 1 . X
=%§§ox+1(“—1>—,}£%ox+1
1
—hm Tl 1 1o
xmeoxy+1 1

deci dreapta y = x este asimptota oblicd la graficul functiei f spre +o0. Un calcul

similar arata ca aceastd dreaptd este asimptotd oblica la graficul functiei f si spre
_Oo.

In ceea ce priveste existenta asimptotelor verticale, observam ca

X2 1 1

1 = li X = — -1 = —
xll{glf(x) - xlinjl x + 16 O—e OO
x<—1 x<—1




Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL 251

x2 1

1
lim lim ex = —e 1 = foo,
x—>—1f( x) = x——1x+ 1 0+ +
x>—1 x>—1
deci dreapta x = —1 este asimptota verticald la stinga la graficul functiei f spre
—oo, respectiv asimptota verticald la dreapta la graficul functiei f spre +oco. Simi-
lar,
2
x> 1 0 1
lim f(x) = lim ex =—-.e0- =0-0=0,
x—0 %O x+1 1
x<0 x<0
in vreme ce
2 T Vo[ y
x* 1. x ex e¥ g e
lim f(x) = lim ex = lim lim — =1- hm—glm— 00,
x—0 20X +1 x—0x+1 x—0 1 y—ooy © 1
x>0 >0 x>0 x>0 X

deci dreapta x = 0 este asimptotd verticald la dreapta (nu insa si la stanga) la
graficul functiei f spre +oco.

7.4.2 Convexitate. Concavitate

Adesea, informatiile oferite de prima derivatd a unei functii nu sunt suficiente
pentru descrierea precisi a modului de variatie a acelei functii. In special, aceste
informatii pot fi insuficiente pentru determinarea formei graficului functiei. In
cele ce urmeazd, vom studia rolul derivatei a doua a unei functii in precizarea

formei graficului acelei functii.
Functii convexe si strict convexe

Fie f : I — R, I interval. Vom spune cd f este convexd pe I dacd oricare ar fi
x,y € Isioricare ar fi t € [0,1] are loc inegalitatea

fltx+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =t)f(y).

De asemenea, vom spune ca f este strict convexi pe I daca oricare ar fi x,y € I si
oricare ar fi t € (0,1) are loc inegalitatea

fltx+ (1= ty) <tf(x) + (1A -1)f(y).
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Interpretarea geometricd a convexitatii

Deoarece M(tx + (1 —t)y, f(tx 4+ (1 — t)y)) este punctul de pe graficul func-
tiei corespunzator abscisei tx + (1 — t)y, iar N(tx + (1 — )y, tf(x) + (1 — ) f(y))
este punctul cu aceeasi abscisd de pe segmentul determinatd de A(x, f(x)) si
B(y, f(y)), observam cd f este convexd dacd si numai dacd pentru orice doud
puncte A, B de pe graficul functiei, portiunea de grafic dintre A si B se afld sub
segmentul AB determinat de acestea.

. .

A By fy) ~7? B(y. f(y))

M (- 0y, fl 0= Dy)

(=), t) +1-0) f(y) AN -0y )+ 1-0) ()

Alx,
(x f(x)')/, ! M@x+(1-t)y, f(Ex+(1-1t)y))

X
N
4

wX

Figura 7.20: Graficul unei functii con- Figura 7.21: Graficul unei functii con-
vexe cave

Functii concave si strict concave

Similar, vom spune céa f este concavi pe I dacd oricare ar fi x,y € I si oricare
ar fit € [0,1] are loc inegalitatea

fltx+ (1= t)y) = tf(x) + (1= 1) f(y),

respectiv ca f este strict concavid pe I daca oricare ar fi x,y € I si oricare ar fi
t € (0,1) are loc inegalitatea

fltx+ (1 =t)y) > tf(x) + (1 —t)f(y).

Se observad cd f este (strict) concava dacd si numai dacd — f este (strict) convexa.
Interpretarea geometrica a concavitatii

Prin analogie cu interpretarea geometrica a convexitatii unei functii, se ob-
servd cd f este concavad dacd si numai dacd pentru orice doud puncte A, B de pe
graficul functiei, portiunea de grafic dintre A si B se afld deasupra segmentului
AB determinat de acestea.
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O proprietate de monotonie

In cele ce urmeazd, se va observa ca proprietatea unei functii de a fi convexa

implicd monotonia unui anumit raport incremental.

Teorema 7.19. Fie I C R un interval si fie f : I — R, f convexd pe 1. Fie
deasemenea a € R. Atunci functia g, : I\ {a} — R, g.(x) = %, este
crescidtoare.

Continuitatea functiilor convexe

Cu ajutorul proprietdtii de mai sus, putem deduce cd o functie convexa este
continud pe interiorul domeniului ei de definitie.

Teorema 7.20. Fie I C R un interval si fie f : I — R, f convexd pe 1. Fie

o
deasemenea a € 1. Atunci f este continud in a.

O altd interpretare grafica a notiunii de convexitate

Tot cu ajutorul Teoremei 7.19, putem demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 7.21. Fie I C R un interval si fie f : I — R, f convexi pe 1. Fie de
asemenea a € I un punct in care f este derivabili lateral. Atunci
fX)=fla) _ g fy) — f(a)

Y —2 < s(ﬂ)Sfé(a)SyT pentrux <a <y € L.

In particular, daca f este derivabild in 2, urmeaza ca

f(x)—f(a) > f'(a)(x —a), pentruxel,

deci

f(x) > f(a)+ f'(a)(x —a), pentrux € I. (7.3)

Cum B(x, f(a) + f'(a)(x — a)) este punctul de pe tangenta la graficul functiei f
in A(a, f(a)) corespunzator abscisei x, urmeaza cd o functie derivabila f este con-
vexd pe I dacd si numai dacd pentru orice punct A(a, f(a)) de pe grafic, graficul
functiei este situat deasupra tangentei in A la grafic.
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4 4y B(x, f(a)+ f'(a)(x— u))//,ll

Fay+ fa)x-a)

A(a, f(a))

X i x

14

Figura 7.22: Graficul unei functii con- Figura 7.23: Graficul unei functii con-
vexe cave

Studiul convexitatii si concavitatii cu ajutorul derivatei de ordinul al doilea

In cele ce urmeazd, vom vedea cd se poate preciza convexitatea sau concavi-
tatea unei functii cunoscand semnul derivatei de ordinul al doilea.

Teorema 7.22. Fie I C R un interval si fie f : I — R de doud ori derivabili pe I.
Atunci au loc urmdtoarele afirmatii.

1. f"(x) > 0 pentru orice x € I daci si numai daci f este convexd pe I.

2. f"(x) < 0 pentru orice x € I dacd si numai daci f este concavi pe I.

Se poate observa cid dacd f”” > 0 pe I, atunci f este strict convexd pe I.

Exemple. 1. f:R — R, f(x) = x? este convexd pe R, deoarece f"(x) =
2 > 0 pentrux € R.

2. f:(0,00) = R, f(x) = Inx este concava pe (0,00), Intrucat f”(x) =
—% < Opentru x € (0,00).

3. f: R =R, f(x) = %, este convexd pe [0,00) si concavd pe (—o0,0],
intrucat f”(x) = x, f”(x) > 0 pentru x € [0,00), f"(x) < 0 pentru
x € (—o0,0].

Inegalitatea lui Jensen

Pornind de la definitia convexitatii, se poate demonstra prin inductie mate-
maticd faptul cd dacd f este convexa pe I, atunci

f(p1x1+ paxa + ...+ puxn) < prf(x1) + p2f(x2) +... + puf(xn)
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pentru orice x1,Xp,...,x, € I'siorice ty,tp,...t, € [0, 1] cuty +Hr+... +t, =1,
inegalitate cunoscuta sub numele de inegalitatea lui Jensen, pentru functii concave
avand loc inegalitatea inversa.

In particular, pentru ty = t, = ... = t;, = 1, se obtine cd
X1 +x2+...+x, <f(x1)+f(xz)+---+f(xn)
f n - n ’

pentru orice x1,x2,...,X,; € I, pentru functii concave avand loc inegalitatea in-

versa.

Exemple. 1. Deoarece f : R — R, f(x) = sinx este concava pe [0, 7],
urmeazad cd daca A, B, C sunt unghiuri ale unui triunghi, atunci

. A+B+C _ sinA+sinB+sinC
sin > ,
3 3
de unde, tinand seama ca A + B + C = 7, obtinem ca
sinA +sinB +sinC < 3\2/§
2. Deoarece f : (0,00) - R, f(x) = Inx este concava pe (0, o), urmeaza
cd

nx1+x2—|—...—|—xn S Inx; +Inx, +...+1Inx,

n n

=1In{/x1x0...xp,

pentru orice x1,x2,...,X, € (0, 00) ceea ce inseamna ca

1

X1+ X2+ ...+ xp
n

> YX1Xp ... Xn,

pentru orice x1,X2,...,X; € (0,00), ceea ce, impreuna cu observatia cd
inegalitatea raimane adevarata si atunci cand unul sau mai multi x; sunt

nuli, demonstreazd validitatea inegalitatii mediilor.

Puncte de inflexiune

Fie ¢ : R — R, g(x) = x°. Observam c&, deoarece ¢’ (x) = 6x, g este concava
pe (—o0,0] si convexd pe [0,0), in xg = 0 schimbandu-se convexitatea functiei.
Graficul functiei f are tangentd in punctul corespunzator (xo,g(x9)) = (0,0),
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portiunea din graficul lui g corespunzdtoare lui x > 0 aflindu-se deasupra acestei
tangente, iar portiunea din graficul lui g corespunzitoare lui x < 0 aflandu-se
dedesubtul acesteia. In cele ce urmeaza, vom incadra aceasts situatie tipica intr-
un cadru mai general.

Fie I C Runinterval, f : I — Rsifie xg € I. Atunci xp se numeste punct de
inflexiune al functiei f daca

1. f este continud in x;
2. f are derivatd in xy, finitd sau infinitd;
3. Existaa,b € I,a < xg < b astfel incat

f este convexa pe (a, x) si concava pe (xo,b), sau

f este concava pe (4, xp) si convexa pe (xo,b).

In aceasti sitatie, se spune cd punctul corespunzitor A(xo, f(xo)) este punct de
inflexiune al graficului functiei f.

Din punct de vedere geometric, faptul ca x( este punct de inflexiune al functiei
f Inseamnd cd graficul functiei f are tangentd in A(x, f(xp)), iar tangenta in A

wn

Jtraverseaza" graficul functiei f, in sensul cd de o parte a lui A tangenta se afld
sub grafic, iar de cealaltd parte se afla deasupra graficului.
Avand in vedere caracterizarea convexitatii unei functii cu ajutorul semnului

derivatei de ordinul al doilea, se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 7.23. Fie I C R un interval, f : I — R si fie xo € I. Daci sunt
indeplinite conditiile

1. f este continud in xo;
2. f are derivatd in xo, finitd sau infinitd;
3. Existia,b € I, a < xg < b astfel incit

f"(x) > 0pe (a,xo)si f""(x) < 0pe(xo,b), sau
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f'(x) < 0pe (a,xo) si f(x) = 0 pe (xo,D),

atunci xq este punct de inflexiune al functiei f.

In conditiile acestei teoreme, putem spune ca xg este punct de inflexiune nu-
mai dacd f” isi schimbd semnul la trecerea de la stanga lui x la dreapta lui x.

De asemenea, are loc urmétorul rezultat.

Teorema 7.24. Fie I C R un interval, f : I — R derivabild de doud ori pe I, iar

xo € Iun punct de inflexiune al lui f. Atunci f"(xg) = 0.

Exemple. 1. Fie f : R — R, f(x) = x> — 3x + 2. Atunci f este de doua

ori derivabild pe R, iar f”(x) = 6x. Atunci f este concavd pe (—oo,0],

respectiv convexd pe [0,00). Cum f este continud in 0, iar f are derivatd
in 0, f/(0) = —3, urmeazi ci 0 este punct de inflexiune.

y

O/

Figura 7.24: 0 este punct de inflexiune pentru f : R — R, f(x) = x> —3x +2

2. Fie f: R = R, f(x) = v/x — 2. Atunci f este continui pe R si deriva-
bild de doud ori pe R\ {2} — R, iar

1 2

FO =3 7= s

Cum f are derivatd in 2, f/(2) = +oo, iar f este convexd pe (—oo,2)
respectiv concavd pe (2, 0), 2 este punct de inflexiune.
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wX

Figura 7.25: 2 este punct de inflexiune pentru f : R — R, f(x) = v/x —2

Aplicatii
n
7.1. Cu ajutorul formulei de derivare (x¥) = kx*=1, determinati valoarea sumei ¥ kK1,
k=1
a2 +x+1, x>0
7.2. Fie functia f : R —- R, f(x) = . Determinatia,b € R
asinx +bcosx, x<0
astfel incdt f si fie derivabilid in xy = 0.
, ) ax+b, x>0 o
7.3. Fie functia f : R — R, f(x) = . Determinati a,b € R astfel
e“+2, x<0

incat f si fie derivabilid in xo = 0.

74. Fie f,g :R — R, f(x) =1+ |x|, g(x) = 1 — |x|. Demonstrati ci f, g nu sunt
derivabile in xg = 0, dar f + g este derivabilii in xo = 0.

7.5. Fie f : (—=1,1) — R, f pari si derivabilid in xy = 0. Demonstrati ci f'(0) = 0.
7.6. Fie f : R — R, f derivabilid in xy € R. Determinati
1) limn (f(xo+ ) — f(x0)); 2) limn? (f(xo+ z) — f(x0 — 2));
3) limn (f(xo + ) + f(x0 + 7) + f(x0 + 3) — 3f(x0)).
7.7. Determinati (dacd existi) punctele de pe graficul functiilor f urmdtoare, f : R — R,

in care tangenta este paraleli cu axa Ox
Df(x)=x3+6x2+9%x+1; 2)f(x)=x>+2x+1; 3)f(x) =4x+2.
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7.8. Fie f : (3,4+00) = R, f(x) = In(3x — 2). Determinati punctele de pe graficul
functiei f in care tangenta este paraleld cu dreapta y = 3x + 4.

7.9. Determinati ecuatiile tangentelor la graficul functiei f : R — R, f(x) = x — x%in

punctele de abscise respectiv 0, 3, 1 si precizati unghiurile pe care aceste tangente le fac
cu axa Ox.

7.10. Si se arate cd dreapta y = 7x — 2 este tangentii la curba y = x> + 4x.

7.11. Determinati cea mai mici pantd posibili a tangentei la curba y = x> — 3x% + 7x.

L ‘ xsinl, x#0 o
7.12. Demonstrati cd functia f : R — R, f(x) = , este continud in
0, x=0

xo = 0, dar graficul sdu nu are tangentd in A(0,0).

7.13. Fie functiile f : R — R, f(x) = ax> +bx+1,g: (0,00) = R, g(x) = 1,

X
Determinati a, b € R astfel incat graficele celor doud functii si aibd tangentd comunid

intr-un punct de abscisd 1.

7.14. Precizati dacii graficele functiilor f : R = R, fi(x) = [1-2%|, o : R = R,
fa(x) = /[1 = 22|, f3: R = R, f3(x) = max(x?+ 5x, 4x + 2), au puncte unghiulare
sau de intoarcere.

7.15. Fie f : R — R, f(x) = V3 + 3x2 — 4. Demonstrati ci f verifici relatia

f(x)f (x) = xﬂiji, pentru x € R\ {—2,1}.

7.16. Fie f : (0,00) — (0,00), f(x) = e2V¥ 4+ e~2V*, Demonstrati ci f verificii relatia

xf"(x)+ f'(x) — f(x) =0, pentru x € (0,00).
7.17. Demonstrati ci

—1)"(n—1)la"

n _ (
(In(ax + b)) = R

pentrun > 1.

7.18. Folosind eventual o descompunere in fractii simple, demonstrati ci

( 1 )(">_(—1)" 1 1
x2—1 -~ 2n!

(x—1)+1 (x4 1)n+1 ]’

pentrun > 1.
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719. Fie f:R — R, f(x) = e¥’. Demonstrati cii F(x) = Pn(x)exz, unde P, este un
polinom de gradul n si determinati o formuld de recurentd pentru calculul lui P,.

7.20. Determinati
1) (xIn(Bx —1))™;  2) (x2cosx)™; 3) ((x2 4+ x +3)e?)("); n € N*.

7.21. Fie f : (0,00) — (0,00), f(x) = x"~lex. Demonstrati ci f) (x) = (—1)"L%),

. . . 2 +1 . . o
7.22. Fie f : [1,00) — [1,00), f(x) = ¥=-=. Demonstrati ci f este strict crescitoare

si precizati multimea valorilor functiei.

7.23. Fie f : (0,00) — (1,00), f(x) = e* + x? + 3x. Demonstrati ci f este strict
cresciitoare, bijectivi si calculati (f~1)'(e? + 10).

, 1 1 . ,
7.24. Fie f : R — (0,00), f(x) = % + 3 Demonstrati cd f este strict descrescitoare,

bijectivi si calculati (f~1)'(2).

-2
7.25. Fie f : R - R, f(x) = Mx—;j—l’ a € R. Si se determine a € R astfel incat
xo = 1 sd fie punct de extrem.
7.26. Fie a,b,c € (0,00). Daci a* + b* + ¢* > 3 pentru orice x € R, demonstrati

folosind teorema lui Fermat cd abc = 1.

7.27. Fie f : R — R o functie polinomiald de gradul n, n > 2, cu n rdddcini reale
distincte. Demonstrati cd ecuatia f'(x) = 0 are exact n — 1 riddcini reale distincte.

7.28. Fie n € IN*. Demonstrati ci ecuatia

1 1 1

x—1+x—2+"'+x—(n+1)

=0,

are exact n riddcini reale.

7.29. Determinati numdrul de ridicini reale ale ecuatiilor
Dx¥+3x2-5=0; 2)x*—14x2+24x—6=0; 3)x°—5x+1=0;
4)3xInx+2=0;, 5 xe*—2=0

vvvvvv

valoarea parametrului m € R.
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7.31. Fie f : [a,b] — R o functie Rolle pe [a, b] cu proprietatea ci f(a)? +b> = f(b)? +
a®. Sit se demonstreze cii ecuatia f(x)f'(x) = x are micar o riddcind in intervalul (a,b).

7.32. Fie f : [a,b] — R o functie Rolle pe [a, b].

1. Demonstratici g : [a,b] — R, g(x) = (x —a)(x — b)f(x), este de asemenea o
functie Rolle pe [a, b].

flle) _ 1 1

2. Demonstrati cd existi ¢ € (a, b) astfel incat = )
! (a,b) astf f(¢c) a—c b-c

7.33. Fie f : R — R, f(x) = arcsin
derivabild.

1 + 5. Determinati punctele in care functia nu este

7.34. 1. Demonstrati ci e* > 1+ x pentru orice x € R.

2. Folosind aceastd inegalitate, demonstrati ci

ap+ay+...+ay
n

> Yaqas...ay,

pentru orice ay,ay, . ..,a, > 0 (inegalitatea dintre media aritmeticd si media geo-
metricd a n numere pozitive).

7.35. Folosind teorema lui Lagrange, demonstrati inegalititile

1. na" Y(b—a) <b"—a" <nb" '(b—a),0<a<bnecN*.

<tgb—tga< 0<a<b< 7

cos2 2 b’

3.3V 467 > 4P 457, p> 1.

4. (x+1)cos m xcos %, pentru x > 2.

7.36. Fie f : R — R, f(x) = o5 Demonstrati cu ajutorul teoremei lui Lagrange cil
|f(x) — f(y)] < |x —y| pentru orice x,y € R.

ot x _psinx .
7.37. Folosind teorema lui Lagrange, demonstrati ci )1{131(1) sy =

x>0

7.38. Folosind teorema lui Lagrange, ardtati cd ecuatia 3* + 4% = 2* + 5%, x € R, are
doar solutiile x = 0si x = 1.
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7.39. Fie f,g : R — (0,00) doud functii derivabile cu proprietitile ci f(2012) =
¢(2012) si f' - ¢*> = ¢’ - f?. Demonstrati ci f = g.

7.40. Demonstrati ci pe intervalele indicate functiile urmdtoare diferd printr-o constantd,
a cdrei valoare se cere

1. f(x) = arcsin \/ﬁ, ¢(x) = arctgx pe R.

2. f(x) = arctg(x +2), g(x) = arctg x + arctg (le)z pe R.

741. Fie f,g : (—00,—1) U (1,0) — R, f(x) = 2arctgx, g(x) = arcsin 13;2.
Demonstrati cii f si g au aceeeasi derivati pe (—oco, —1) U (1, 00), dar (f — ¢)(V/3) = 7,

(f — §)(—/3) = —m, deci f si g nu diferd printr-o constantd. Cum explicati?

7.42. Demonstrati inegalititile
1. x— %3 < sinx < x, pentru orice x > 0.

2. e +e ¥ >24 42 pentru orice x € R.

W

. 2xarctg x > In(1 + x2), pentru orice x € R.

HN

. T+ xIn(x + V1 +x2) > 1+ x2, pentru orice x € R.
5. sinx +tgx > 2x, pentru orice x € (0,7%).

7.43. Fie f : (0,00) = R, f(x) = 1“7" Determinati valoarea maximid a lui f si deduceti
de aici cid e¥ > x° pentru orice x € (0,00).

7.44. Determinati valorile limitelor

In(1 — * si — n_1-— —1
1) lim M; 2) lim M; 3) hmx n(x );
X0 x? x—0 sin(tgx) x—1 (x —1)2
— si In (4 + ¢3* 1 1
Ylim FOSTTSINT () e tim (L L),
x—+0 x3 100 In (3 4 e4Y) x—0 x—0 \arcsinx ~ x
1
32 1 2 X
8) lim (sin x)tgz Y. 9)lim (arcsmx) ; 10)limIn ——; 11) lim ( arctg x) ;
=0 0 A

12) lim (Inx)¥; 13) lim x3Fims,
X—00 x—0
x>0

7.45. Dezvoltati functia polinomiald f : R — R, f(x) = x> — 2x% + 3x + 5 dupi
puterile lui x — 2.
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7.46. Determinati polinomul lui Taylor de ordinul n asociat urmdtoarelor functii in punc-
tele date

D f(x)=ex9g=—3% 2)f(x)=In(143x);x0 =3 3)f(x) =+4x—3;
xo =1 4)f()—cosxx—% 5) f(x) =shx; xg = 1.

7.47. Determinati asimptotele functiilor

1. f:R* = R, f(x) = 23041,

X

2. f:(=1,00) = R, f(x) =x—In(1+x);

3. f:R—=R, f(x)= {(xlﬁx@ x € R\ {1,2}

0, lesaux:Z,

R\ {-2} > R, f(x) = /|25

4

(=3,3) = R, f(x) =In(332),
)

x2 1
7. f:R =R, f(x) = sin® x + 2cos 3x;

f
f:
6. f:(—00,—1)U(1,00) = R, f(x) = xarctg
f
8. f

CR\ {1} - R, f(x) = |[x — 2|7 .

7.48. Determinati a € R astfel incat graficul functiei f : D — R, f(x) = Va2 +
J/ (x — 1)2 sid aibd dreapta y = 1 ca asimptotd orizontald.

7.49. Determinati a € R astfel incdt graficul functiei f : D — R, f(x) = 22 g

x2+ax+a’
aibid o unicd asimptotd verticald.

7.50. Determinati a,b € R astfel incit graficul functiei f : D — R, f(x) = %

sd aibd dreapta y = x + 2 ca asimptotd oblici spre +oo.

7.51. Determinatia,b € R astfel incat graficul functiei f : D — R, f(x) = v/ax? + bx
si aibd dreapta y = 2x + 1 ca asimptotdi oblici spre +oo.

7.52. Demonstrati ci graficul unei functii polinomiale de grad n, n > 2, nu are asimptote.

7.53. Determinati o functie f : D — R care si aibd ca asimptote verticale toate dreptele
x=k keZ.



264 Capitolul 7 DERIVATE. DIFERENTIALE (rezumat)
7.54. Fie f,¢ : I — R, I interval, doud functii convexe. Demonstrati cd f + g este 0
functie convexd. Se poate spune acelasi lucru gi despre f — g?
7.55. Determinati intervalele de convexitate si concavitate pentru functiile

1. f: (—o0,—1) UL, +00), f(x) = /5

2. f:(0,0) - R, f(x) = x*Inx;

3. f: R\ {1} = R, f(x) = arctg 1%,

4. f:R =R, f(x) = V3sinx +2cos x;

5 f R>R, f(x)=e*.
Au aceste functii puncte de inflexiune?

7.56. Studiind eventual convexitatea functiei f : [0,00) — R, f(x) = x", demonstrati
cd (x+y> <X +y , pentru orice x,y > O sioricen € N, n > 2.

7.57. Studiind eventual convexitatea functiei f : [0, 5], f(x) = /sin x, demonstrati cii
in orice triunghi ABC existd relatia \/ sin % + \/ sing + \/ sin% < 3%.

7.58. Studiind eventual convexitatea functiei f : (0,00) - R, f(x) = xInx, demon-

strati cd In +y < W Inx + x+y Iny, pentru orice x,y > 0.



