Functii continue in punct si pe 0 multime
Functiile continue sunt un caz particular de functii care au limita. Conceptul de
continuitate este o ipoteza fundamentala in studiul unor fenomene din realitate,
dar de multe ori apar si fenomene care prezintd discontinuitdti. Proprietatile unui
fenomen discontinuu se vor studia prin aproximarea acestuia cu alt fenomen
continuu suficient de asemanator 1n aspectele sale esentiale.
Definitia 3.6
Fie AcR,x,eAsi f:4A—>R

1] Functia f este continud in x) € A

g(l){VVer(xO),EIUer(xo)a.i.‘v’xeAmU:f(x)eV

(definitia cu vecinatati)
def
2] Functia f este continud pe A sau f este functie continud < f este continud in

Vxe A.
3] Daca f nu este continud in x, € 4, prin definitie, f este functie discontinud in
Xy §1 X9 se numeste punct de discontinuitate al functiei f din A.
Teorema 3.6 (Teorema de caracterizare pentru functii continue)
FieAc R, x, € Asi f: A— R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f continua in xy € A (definitie cu vecinatati)

Ve>0, HS(S,XO) >0alVxedcu d(x,xo):‘x—xo‘ <d0=
(ii) (2) .
= d[f(x),f(xo)] = ‘f(x)—f(xo)‘ <g (deﬁnl‘gla cu (8—8))
o (‘v’(xn ) cdcux, —>xoj - [ () f(xo)j
(deﬁni‘gia cu siruri)

Demonstratia se obtine din teorema de caracterizare a limitei in punct ludnd
Xo € A, renuntand la x # xo (x, # xo) $1 pentru / =f(xy) € R. 4
Consecinta 3.1. Daca f: A — R este continua in xy € A, avem:

(4) limf(xn):f(limxn):f(x0)<:> limf(x):f(limx)

n—>0 n—0 X=X, X=X
Teorema 3.7 (Teorema de caracterizare pentru functii continue)
Fie AcR,x,€As1 f:A— R, atunci avem:

1) Daca x, € AN A, f continud in x, < (S)Ellim f(x) :f(xo)

X=X

2) Daca x, € A punct izolat, f este continud in X,.

Demonstratia este imediatd folosind caracterizarea continuitdtii cu siruri (3)
si se obtine 1) si la fel pentru 2) folosind definitia unui punct izolat al 4. <«
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Definitia 3.7
Fie I — R interval, xy € [ punct interior si f: / —> R
1] Punctul x, € I este punct de discontinuitate de speta a I-a
def ) {I J este discontinua in x,

13 (x,-0), f(x,+0)eR

2] Punctul x, € I este punct de discontinuitate de speta a 11-a
def (7) {I) f este discontinud in x,

Il) f nu este punct de discontinuitate de spetaa I -a

Observatii
1. xo € I este punct de discontinuitate de spetaall-aaluif: 4 > R

g,fo(xo—0)sau,fo(xO+0)sauf(xo—0)¢Rsauf(x0+0)eRsau
fo(xo—O)sif(x0+0)sauf(x0—O),f(x0+0)e£R

2. Pentru functia ' : 4 — R are sens definitia limitei lui f/ in x, numai pentru
x, € A "R Continuitatea lui f'in x, are sens numai pentru

xo € A. Dacd x, € A— A, functia f poate fi continua in xo, dar nu are limita in

acest punct.

3. Punctul xo € 451 f: A > R, xy se numeste punct de discontinuitate aparentdi

sau neesenfiald sau eliminabild daci exista lim f (x)si lim f (x)# f(x,). In
¥ ¥—x)

acest caz se asociaza lui f o functie continud pe A care diferd de f numai in

punctul x, € 4.
R

4. Dac exista (x,) < Acux,—x,,x, €A sisirul valorilor (f(x,)) <R

n=0
nu are limitd in R sau limita sa este diferita de f'(x,), atunci f este discontinud in
Xo € A (conditia (iii) din teorema 1.
(sau (3))).
5.Fief:AcRsixy € Bc Ac R, daca feste continua in x,, atunci f/B este
continud in x, si au loc cazurile speciale:
I B={xed|x<x,} <A sifeste continui la stinga in x, € A
p f/ , este continud in x, € A4.

IT B= {x eAdlx> xo} C Asi feste continud la dreapta in xy €A

def
< f/, este continud in xy € A.

6. Din teorema 2 si observatia 5, rezulta echivalentele:
J continud la stanga in x, € 4

(8) fcontinud in xy € 4 < si =

/ continud la dreapta in x, € 4
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(Ellig%f(x):f(xo—O):f(xo)
= s <:>31imf(x)=f(x0)(5)
Ellig%f(x):f(xonLO):f(xo)
Exemple.
1°Fie f: [-1,1] > Rcuf(x) =3, Vx € 4 =[-1,1] = f continua pe A.
2Of( )_ ( )_ I;XEA f t t t - lt .o
x)=¢,  (x)= 0:x¢d unctia caracteristica a multimii

A =[0,1] este continud pe (0,1) si are puncte de discontinuitate de speta a I-a in:
Xo = 0 SI Xo = 1.

R
Pentru x € R - {0,1} fixatsi (x,) < Rcux,—x,,avem:
I Daca x, € (0,1) atunci existd ny € N, np > 1 a.i. x, € (0,1) si pentru
n>ny=f(x,)=1-f(x0) =1= fcontinud in Vx, € (0,1).

R
II Fie x, <0 cu x, — 0 si (x,) fixat, atunci f (x,) = 0 si linolf(x) =f(0-0)=0,

x<0

iar lim f(x)= f(0+0)=1= deci x=0 este punct de discontinuitate de speta

x—0
x>0
a l-a.
La fel se aratd cd xo = 1 este punct de discontinuitate de speta a I-a.
0 o I;xeQ : o
3° Functia Dirichlet f :R > R, f (x) = este discontinua in
0;xeR-Q

Vxo€R si xj este punct de discontinuitate de speta a II-a. Fie Vx, € R fixat si
presupunem, prin reducere la absurd, ca f'este continua in x,. Pentru Vx,€Q

(n=0) s1 x, —>Rx0 , avem: f(xn)zlif(xo),decif(xo)zl.
Pentru  Vx e R—Qsi x;:xo avemf(x,;):Oif(xo)decif(xo):o cum

f(x,)eR siavem f(x,)=1# f(x,)=0 este absurd, deci f nu este continud in

R
xo. Cum pentru x, - x, cux, e Qsix, <x, avem
lim f(x)=f(x,—-0)=1 si pentru x —x,cux, eR-Q,x <x,

X=X
xX<xy

avemlim f(x)= f(x,—0)=0, rezulta ca nu exista f (x,—0). La fel s aratd ca
X=X
x<x,

nu exista f (x, +0).
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x;xeQ

=xf (x) cu f functia Dirichlet de
0;xeR-Q, f( ) / |

4° Functia F:R—)Rch(x):{

R
la 3°. Functia F este continua in xo = 0. Pentru Vx, € R cu x, > x, avem: F (x,)

= X, dacd x, € Q si F(xn)i)O:F(xo); jar pentru x, e R-Q avem

F(xn) _050= F(x,). Deci exista limF(x)=F(x,)=0. Functia F este

x—0
discontinua in Vx, e R".
Definitia 3.8. Fie 4 B < Rdoua multimi si f:4— R o functie continua

pe A.
1] Functia f* poate fi prelungiti prin continuitate pe B, daca exista g: B —> R

continua astfel incat /' =g/ ,.
2] Daca B=A4u {xo} , functia /" poate fi prelungitd prin continuitate in x,, daca
existd g:B — R continud astfel incat /' =g/, .

Teorema 3.8 Fie AcCR, f:A—> R o functie continua. Exista o functie

unica g:A— R continua astfel incit g/ , = f, daca si numai dacd, in orice x,

punct de acumulare pentru A(xo ed c Z) sixg £ A, existalim (x) finita.

X=X

Demonstratie Fie B =4 (inchiderea lui 4), g:B — R functie continud cu

g/ ,=f, atunci pentru Vx, € B (punct de acumulare pentru B) cu xo ¢ 4,
existd limg(x)=g(x,) si avem lim f(x)=limg/ ,(x)=g(x,)€R si feste

oxg % parey
prelungiti  prin  continuitate in x5, Dacd x,ed4 N4, avem
i £ (x) = /() - (). 4
Exemple.

_sinx

1° f(x)= . ,xeR" se poate prelungi prin continuitate in x, = 0 € R,

sin x

deoarece exista lim =1.

x—0 X

2° f(x)=signx,x e R" nu poate fi prelungita prin continuitate in

x0=0 (£(0+0) =1 f(0~0)=~1si nu existé lim / ().

x—0
1 . e A
3° f (x) = =z cu x € R" nu poate fi prelungita prin continuitate in

xo = 0, deoarece lirrolf(x) =+o¢R.

Teorema 3.9 Fie AcCR,x, e 451 f,g: A— R functii continue in
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xg € A, atunci functiile: f £ g, Mf (V?\, € R), f-g, ! (g #0pe A),
g

|/

,max{f,g},min{f,g},fg sunt continue in x, € A.

Demonstratia este imediatd folosind (i77) (3) din teorema 3.6 si operatiile cu

siruri convegente din R. <«
Teorema 3.10 A, BcR,sif:4—>B,g:B—>R functii. Daca f este

continua in xy) € A §i g este continuad in y, = f(xo) € B, atunci go f:A—>R
este continua in x € A.

R
Demonstratie. Fie V(x, )n>1 c Acux,—>x, €A sicum feste continud in x,

€ A, avem lim f(x,)=f (limx”)z f(x,)=y,. Functia g este continui in

n—>0 n—>0

Y, € B st avem:

lim(ge /)(x,)=&[tim £ (x,) | =g £ (tim=, )| =2 () = (g /) () si g este

n—>0

continud in x, € A. Conform teoremei 1 ((iii) (3)), daca f continua pe 4 si g
continua pe B, atunci go f este continua pe 4. 4

Proprietiti ale functiilor continue pe multimi din R
Fie A — R si in unele cazuri 4 = [ interval, iar f : 4 — R o functie.
Teorema 3.11 (Teorema lui Bolzano)
Daca f:1 — R este o functie continud, atunci f ([ ) c R este interval.

Demonstratie. Fie / = f(7) = R si sa dovedim ci / este interval.
Dupa definitie: Vy,,y,eJcuy <y,siVAeRcuy <A<y, sd
aratim cd A €J . Dacd y, = f(a), YV = f(b) cua,belsia<b, se dovedeste ca

existd c € (a,b) astfel incat f (c) =\ si atunci [ AP yz] c J, deci J este interval.
<

Consecinta 3.2 (Teorema intersectiei a lui Cauchy)
Daca f :1— R este o functie continud §i pentru x,,Xx, €l avem

f(xl)f(x2 ) <0, atunci exista cel putin un punct c intre x; si x, astfel incdt f (c)

= 0.

Demonstratia este directa din teorema 3.11 pentru A = 0. <

Consecinta 3.3 (Teorema valorilor intermediare)

Fie I — R interval si f: I — R functie continud, atunci f are
proprietatea Darboux (proprietatea valorilor intermediare) pe 1.

Demonstratie. Daca I, c [ este interval, dupa teorema 1, f (/;) este interval si
deci f are proprietatea Darboux (Va, b € I cu [a, b] = [, atunci f (I}) = J;
interval, adica pentru VA intre f(a) si f (b) exista
c € (a, b) astfel incat f(c) = 1). 4
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Consecinta 3.4
Daca f: I — R este functie continua pe intervalul I§if(x) #0,Vxel,
atunci f are semn constant pe I (fie f > 0 pe I, fie f < 0 pe ).
Teorema 3.12 (Teorema de invarianta a multimilor compacte)

Fie A R o multime compacta §i f : A — R. Daca f este functie continua pe A,

atunci f (A) < R este multime compacta.

def
Demonstratie A — R este multime compactd <> A este inchisa si marginita

& V(x,) , < A contine un subsir (xnk )k>1 c(x,)  cu

X, —=—>X, € A. Fie Vy, € f(4) pentru Vn >1 si un subsir al sau
(ynk )M c (yn )nzl c f(A) cuy, T“(ﬂ)yo € f(A)

Daca y, € f(A)pentrun>1, atunci existd x, € A pentrun>1 a..

yn = f(xn) sl cum A este CompaCté eXiSté (xnk )kzl

lim , :mf(xnk):f[mxnj=f(x0)ef(A) deci

R

Vo o2 Vo =/ (xo) € A sif(A4) este multime compactd. <

c (xn )n21 c A4 ali.

Teorema 3.13 (Teorema lui Weierstrass)
Fie A < R o multime compacta si f : A — R o functie continua, atunci f este
marginita si isi atinge marginile pe A.

. |AcRcompacta™n _
Demonstratie o = f(A4) = R compacti=> f(A)
f continua pe 4

marginitd §i inchisd = f marginita pe A (conform definitie1) si
sup f(A), inf f(4) € f(A4), adicd exista x;, x, € 4 a1 f(x) <f(x) <
f(2), Vx € Asif(n) = inf£(4), f (x2) = sup f (4). <

Consecinta 3.5
Fie I c R interval compact si f : [ — R functie continud, atunci
f(I) R este interval compact.

Consecinta 3.6
Fie I c R interval i f: [ — R functie monotond pe 1.

Pentru Vx, €I, exista f(xo —O), f(xo +O) eR cu

f(x0 — 0) < f(xo) < f(xo + O) si f are numai puncte de discontinuitate de speta
al-ape L

Teorema 3.14
Fie I — R interval §i f : I — R functie monotond, iar f(l) c R este interval,
atunci f este continud pe 1.

Demonstratia in bibliografie ([10], [13], [16]). <«

Teorema 3.15
In multimea R au loc urmatoarele limite fundamentale:
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. sinx . 1Y . 1
() lim 2 < (b)}gl;(ﬂ;j “e (o)lim(1+x): e
(@ 1m ™) i@ (a5 00 1)

x—0 X x—a X
(P50 () limt e

1 1
(h) }Ci_rgxx =1 (z) £1£101xx =0

x>0
Demonstratia in bibliografie ([11]; [13]; [16]). <
Definitia 3.9
Fie / —c Rinterval i f: I - R o functie.

1] f estef unctie Ve>0,36 (s) > 0 (independent de x)
uniform

continuipe A < (9) al Vx,x,eAcu ‘xl —xz‘ =

=d(xl,x2)<6:>d[f(xl),f(xz)}<8

2] feste functie AL >0ai. Vx,x, e A=
Lipschitz
sau functie (10)4=d [f(xl),f(xz )} = ‘f(xl )=/ (x, )‘ <
lipschitziana <L ‘ X, — xz‘ —Ld ( X, xz)
pe A
Pentru L €(0,1) f'se numeste contractie pe A.
Observatii.
1. Notiunea de functie continud in x, € A este cu caracter local, depinde de
xedAnVeuVe?(x,).

2. Notiunea de functie uniform continua pe 4 are caracter global, este valabila
pe toatd multimea 4.
3. Functia f nu este uniform continua pe 4, daca si numai dacad avem:

Je, >0a.i. V(&) > 0 (independent de x), Ix,, x, € 4
(11) cu d()cl,xz):‘xl —xz‘ <8(8):>d[f(xl),f(x2)]:
:‘f(xl)—f(xz)‘ >¢g

Teorema 3.16 Daca f : I — R este functie Lipschitz pe A, atunci f este
uniform continud pe A.
Demonstratie. Avem:

Ve>0.8(e) = (L) siavem|f ()~ f ()| < L]~ x| < L8 (e) =
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€ . .
= Lz =g, Vx,x, € Acu ‘xl —xz‘ < 8(8) = f'este uniform continud pe 4. <4

Teorema 3.17 Daca f : I — R este functie uniform continua pe A, atunci f
este continua pe A.
Demonstratie Vx, € A fixat s1i Vx € 4, cum f este uniform continud pe 4,

avem: Ve >0, 38(8) >0al Vx,xedcu
x—x|=8= ‘f(x)—f(xo)‘ < &=>fcontinui in Vx, € 4 = fcontinui pe 4. 4

Observatii
1. Din teoremele IV si V rezultd implicatiile: f contractie pe A = f este functie
Lipschitz pe 4 = funiform continua pe 4 = f continua pe 4.
2. Faca f este uniform continua pe B — 4 cu B# A4, nu rezulta obligatoriu f
continud pe B.
Exemplu Fie 4 =R, B=[0,1] c 4 51 f: R — R functia caracteristicd a lui B;
f este uniform continud pe B si totusi f nu este continua in x; = 0 si x, = 1, deci f
nu este continud pe B.
3. Daca f'este continua pe 4, nu implica f uniform continud pe A4.
Exemplu

1 . : :
f (x) = —este continua pe 4=(0,1), dar ' nu este uniform continua pe 4.
X

Teorema 3.18 (Teorema lui Cantor)
Fie A cRsif: A — R o functie continua pe A. Daca A este multime compacta
din R (inchisa §i marginita) atunci f este uniform continua pe A.

Demonstratia prin metoda reducerii la absurd din bibliografie ([10], [11],
[13]). <

Exemple
1° f(x) =ax+b,xeRsia,beRcua#0.Pentru x,,x, e R, avem:

‘f(xl)—f(xz)‘ =|a||x, — x,| < & daca |x, —x,| <ﬁ=5(8) = feste uniform
a

continud pe R. De fapt f este functie Lipschitz pe R cu
L =lal > 0 s1 dupa teorema IV este uniform continua pe R.

2° f(x)=sinx, x € R este functie Lipschitz pe R cu L = 1, avem:

‘f(xl)_f(XZ)

uniform continud pe R.

:‘smx1 —smxz‘ S‘xl - X,|, Vx,,x, € R=feste

1 ) : .
3° f(x)=—cuxeA=(0,1)c R nu este uniform continua pe 4. Prin reducere
X

la absurd, presupunem ca f este uniform continud pe A. Pentru

€=1,35,>0cul0<o6<lali. i—L

<1,Vx,x, € (0,1) daca
xl x2

62



1 Sl+% pentru Vx €(0,3).

‘xl - xz‘ < d <1; in aceste conditii avem
x

Fie x = g € (0, 1) sl avem: % <1= 0 >1 este absurd, deoarece

de (0,1) = fnu este uniform continua pe 4.

4° f(x)zx/;,xe[o,oo) sifie x, =x>0,iar x,=x+hcuVh>0.

h
Avem: ‘f x+h ‘ ‘f x1 )‘ Jx+h—+Jx= m_\/;<

<i:x/Z.Dacélu€1m Ve>0,38(e)=¢">0 sipentru 0<h<d=¢

Jh

= ‘f(x +h)- f(x)‘ < g, deci feste uniform continui pe [0,0).

Modulul 3.2 - Derivate si diferentiale de ordin I
pentru functii reale de o variabila reala. Aplicatii

Derivata s1 diferentiala sunt doua concepte fundamentale ale matematicii,
care reprezintd o sintezd pe plan matematic a unor probleme concrete din:
geometrie, fizica, economie, informatica, tehnica etc.

Derivata permite studiul vitezei de variatie a unor procese care depind
de mdarimi variabile din realitatea fizica; din punct de vedere matematic,
derivata reprezinta "viteza de variatie a unei functii in raport cu variatia
argumentului”.

Diferentiala este intim legatd de problema aproximarii locale a unor
procese neliniare prin procese liniare; in limbaj matematic, diferentiala permite
"aproximarea locald a wunor functii prin functii liniare"” (sau functii
polinomiale de gradul intai).

Problema centrald a "Calculului diferential in R" si in general in R" (n >
1), constd in aproximarea unei functii date in vecindtatea unui punct, cu o
functie liniara, astfel incat eroarea pe care o facem sa fie un infinit mic de ordin
superior fatd de variatia argumentului.

Fie D < R o multime deschisda (notatie consacratd in text pentru aceastd
clasia de multimi), xo € R un punct de acumulare pentru D, x, € D N R si in
acest caz s-a definit notiunea de Ilimitdi in punct pentru

f:D—>R:lim f(x)=/eR.Dacidx, € RN D D), atunci s-a definit nofiunea

)C—))C
de functie continud in punct. Notiunea de functie continua in punct se poate
caracteriza astfel:
fcontinud in x, €D ND < existd lim f (x) =f (xo) < pentru

X—>Xg
xixo, avem f(x):f(xo)apentru (x—xo)io, avem
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R
[f(x)—f(xo)]—m.
in punctele de acumulare x, €D ND existd o legiturd intrinseci intre
cresterea (variatia) argumentulur notatda Ax=x-x, §1 cresterea (variatia)

functiei in punctul xo, notata Af (x,)=fix) — fix,). Vom evalua comportarea lui

Af (xo) fata de comportarea lui Ax in doud moduri diferite:

I raportul
Y (x) S (x) o M) S rh)=/ (%) |, g
Ax X=X, Ax h ’

Af(xo)zf(xo +h)—f(x0)
II diferenta
Af(xo)—AAx=[f(x)—f(xo)]—A(x—xo) cu 4e€Rsau
Af (x,)—Ah=| f(x,+h)= f(x,) |- 4h,YheR;(4€R), care vor conduce la
notiunea de functie derivabild in punct i respectiv notiunea de functie
diferentiabila in punct

f:D—>Rsix,eDNnD cR.

Definitia 3.10

Fie D < R multime deschisd, x,e D "D cRsi f: D —>R.
1] Functia f are derivatd in x, € D, elementul notat 1 (x0) dat prin:

(1)f'(x0)difnmf(x)_f(x°):1imf(x°+h)_f(x°)eﬁ

X—>X, X — XO h—0 h

(Ax:x—xozheR j

2] Functia f este derivabild in x, € D, daca exista f (x,)eR.

3] Functia f'este derivabili pe D, daca este derivabild in orice x, € D
si 11 asociem functia:

(2)f:D>Reu f (x,)= fim )=/ ()
XA)XO x J— xo

functia derivati sau derivata lui f pe D.

4] Daci existd lim f(x)=1 (%) Z fi(x)e R, fare derivati la stinga in x, €

X=X X — xO
x<Xxq

,Vx, € D numita f

D siin cazul f,(x,)eR feste derivabild la stinga in

xXo € D.

Daca exista lim

f(x)-f

X—>X, X X

xX>Xg

(%) ’z fi(x,) € R, fare derivatii la

S

dreapta in xyeD si in cazul f,(x,)€R feste derivabild la dreapta in x,eD.
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