Modelul cinematic al
manipulatorului



Miscarea diferentiala

Pentru un lant cinematic cu n grade de libertate modelate, prin
variabile din cuple 0,, ... ©_, se pune urmatoarea intrebare: Cum
influenteaza deplasarea infinitezimala din cuple postura
efectorului (pozitie si orientare)? Adica, cunoscand (problema de
cinematica directa) dependenta 0 —x

unde 0=[0,,...,0 1" si X=[x,y,2,a, B, 7]
sau

00 - OXx



Miscarea diferentiala

Coordonate generalizate pot fi definite in felul urmator
g =&9; +&d
unde

‘0, daca cupla este de rotatie

g =+

1, daca cupla este de translatie
Astfel obtinem coordonatele generalizate sub forma:

q:[qy"-’qn]T



Jacobianul

Jacobianul se defineste ca fiind operatorul (matricea) care
modeleaza dependenta 60 — Ox

5X(m><1) — ‘](mxn) (q) ) 5Q(nx1)
Pentru a obtine acest operator se porneste de la problema de
cinematicd directd x =f(q) unde f(q)=[f,(q),....f_ (@)

m — numar grade de mobilitate
n —numar grade de libertate

Diferentiind expresia aceasta obtinem



-

Jacobianul

oy - OR@ o, oh@ g
0, o,

sy M@ s 0T s
9, d,

Cu alte cuvinte putem spune ca )'((mxl) —> J(mxn) (Q) -q(nxl)




Jacobianul

Definirea Jacobianului reprezinta un mare castig din punctul de
vedere al modelam matematice. Daca relatia dintre coordonatele
generalizate (din cuple) si postura efectoruiui era data de o functie
neliniara, de aceasta data relatia dintre vitezele din cuple si
vitezele (liniare si unghiulare) ale efectoruiui sunt exprimate prin
calcul matriceal. Sau, relatia vitezelor implica suprapunerea

efectelor.



Pozitia efectorului este

‘x=1,c0s0, +1, cos(0, +0,)
<y =I,sin0, +1,sin(0, +0,)
0=0,+9,

(5x=—(I,sin0, +1, sin(0, +0,))50, — 1, sin(, +90,)50,
5y = (I, cos, +1, cos(®, +0,))30, +1, cos(8, +0,)30,
50 = 50, + 56,

/\




"—(I,sin6, +1,sin(0, +0,)) —I,sin(0, +6,)"
ox=| | ,cosO, +I,cos(0,+6,) I, cos(0,+6,) |-

1 1
—(I,sin0, +1,sin(0, +0,)) -, sin(0,+0,)
J=| l,cos0,+1,cos(0,+0,) |, cos(0,+860,)
Observam
X | J(a)
X = si J=
X J,. (Q)

5,

00




Compunerea vitezelor liniare si unghiulare

Calculul Jacobianului de baza necesita studiul dependentei dintre
vitezele coordonatelor generalizate si vitezele efectorului. Pentru a
pregati acest studiu se face o scurta prezentare a cinematicii
solidului rigid, mai precis a modul de compunere al vitezelor
unghiulare si liniare. Ne punem problema determinarii vitezei unui
punct P in reperul {A}. Punctul P este definit fata de un repet {B}
iar acest reper are o miscare generala fata de reperul {A}.
Complexitatea problemei este redusa prin mecanismul PCAP. Vom
descompune miscarea generala in miscare de translatie si de
rotatie si vom obtine primitivele prin studiul acestor tipuri de
miscari.



Compunerea vitezelor liniare

In cazul unei miscari de translatie

in care reperele au aceeasi orientare,
atunci cand reperul {B} se deplaseaza
fata de reperul {A} cu viteza AVB_Org

{A}

punctul P se deplaseaza cu viteza BVP

compunerea vitezelor se face cu relatia:

A A

Vo ="V + BVP sau in caz general

B _org



Compunerea vitezelor unghiulare

In cazul unei miscari de rotatie atunci
cand originile celor doua repere sunt
comune (nu se deplaseaza reciproc in
timpul miscarii) si cand reperul {B} se __ﬁ} """""""""""""
roteste cu viteza unghiulara w fata de (A
reperul {A} iar punctul P este fixat in

reperul {B}, compunerea vitezelor se face cu ajutorul relatiei
Ay, _ A

unde: p este vectorul de pozitie a punctului P; in acest caz viteza liniara,
viteza unghiulara si vectorul p sunt exprimate in reperul {A}.



Compunerea vitezelor unghiulare

. A A . . U . e A
Relatia Vp = @z XP poate fi scrisa matriceal utilizand

tensorul vectorului de rotatie

0 -o, o,
A A~ ~
Vo, ="@yp unde @=| o, 0 -o,
-0, O, 0



Compunerea vitezelor liniare si unghiulare

Daca utilizam cele doua
rezultate anterioare pentru
a descrie o miscare p
compusa dintr-o translatie P Rt
si o rotatie, atunci cand
reperul {B} se deplaseaza
(translatie si rotatie) fata de
{A} iar punctul P se
deplaseaza fata de {B}.
compunerea vitezelor se
face astfel:

{A}



Compunerea vitezelor liniare si unghiulare

Compunerea vitezelor se face astfel:

A, _ A Ap B A~ Ay B
Ve ="Vg o TR Vo + "0 - gR-"p

unde



Propagarea vitezel

Propagarea vitezei se refera la modul in care vitezele unghiulare si
vitezele liniare, din cuplele de rotatie respectiv de translatie,
influenteaza (determina) vitezele efectorului. Acest fenomen este
modelat cu ajutorul Jacobianului.

x=J_(0)-0

unde: x are doua componente: v Si w.



Propagarea vitezel

Pe de alta parte, propagarea vitezei poate fi studiata si cu ajutorul
relatiilor de compunere a vitezei, ceea ce face ca propagarea
vitezelor sa poata fi utilizata la calculul Jacobianul. Pentru aceasta
se calculeaza viteza liniara si unghiulara a reperului {i+1}, fata de
{i}, atunci cand se cunoaste miscarea reperului {i} si miscarea
relativa a reperului {i+1} fata de reperul {i}.



Propagarea vitezel

Observatie

* Miscarea relativa mentionata poate fi (in cazul unui lant cinematic al
manipulatoarelor) de doua tipuri: translatie si rotatie, ceea ce
conduce la particularizarea rezultatelor obtinute.

* Conform strategiei utilizate in studiul cinematicii solidului rigid,
relatiile care vor urma ignora reperul in care sunt exprimate. Acest
neajuns va fi rectificat atunci cand se va prezenta algoritmul iterativ
de compunere prin parcurgerea lantului cinematic de la baza la
efector.




Propagarea vitezel

In cazul translatiei ecuatiile de
propagare a vitezelor liniare si
a celor unghiulare sunt:

r

Viuy=V,+o,xp,,+d.,-Z,

(Wi = O,

p.., - vectorul de pozitie a lui originii

reperului {i +1}; V.., - viteza reperului {i+1};

c]i+l - modulul vitezei de translatie a v, - viteza reperului {i};

reperului {i+1}; W, - viteza unghiului a reperului {i};

Z., - axa reperului {i+1};



Propagarea vitezel

In cazul rotatiei vitezele
iniare si unghiurile sunt:

Vi+1 — Vi T (oi ><pi+1

®,, =0+, {i}

\

{i+1}

unde .
Qi+l — 0

i+1

Z.

1+1



Propagarea vitezel

Din ultimele 2 relatii de calcul a vitezelor de translatie si rotatie se
poate de generalizat o formula comuna:

-

V.,=V. + O, XP.+1+d|+1

i+1

0. ., =0, +6 v/

L 1+1



Propagarea vitezel

Observatii:

 Compunerea vitezei liniare: Viteza liniara a reperului trebuie
inteleasa ca viteza originii reperului si a tuturor punctelor care au
o miscare liniara fata de acel reper.

 Compunerea vitezei unghiulare: Viteza unghiulara trebuie
inteleasa ca viteza de rotatie a tuturor punctelor fixe din acel
reper.



Algoritmul de compunere al
vitezelor poate fi utilizat direct
pentru determinarea analitica
a Jacobianului. Tn cazul
structurii plana RRR se obtin
urmatoarele rezultate:

Exemplu




Utilizam relatia:

(

.

V.

(!).

_V +(!) ><p|+1_|_d|+1
L =, +0 2.,

1+1

Exemplu

1+1




Utilizam relatia:

-

V' _V +(!) ><p|+1_|_d|+1

0., =0 +0 2.,

L 1+1

Pentru fiecare viteza avem:

Exemplu

1+1




Utilizam relatia:

(

.

(

\.

V' _V +(!) ><p|+1_|_d|+1

0., =0 +0 2.,

1+1

o, =0-"Z,
w,=0,+06,-"Z,

_ 3 0
0,=0,+06,- "7,

Exemplu

1+1




Explicit:

Exemplu

|, cosO,

| 1;sIn 6,

0

—|,sin 0,

|, cos 9,




(

L1+l

0. ., =0, +6 v/

i+1

V' _V +(!) ><p|+1_|_d|+1

0, +

i+1

-6,-6, 0
0 0
0 0

| [, cos(0, +6,)
| 1,s1n(0, +6,)
0




Exemplu

—1,sing, 0 -6,-6, 0] [l,cos(0,+6,)
cosd, |-0,+|6+6, 0  0|Lsin(6,+6,)
0 0 o o] o

—(I,sin®, +1,sin(0, +6,)) —I,sin(®, +6,) 0] &
vy =| 1,c0s6, +1,cos(6, +6,) 1,cos(6,+6,) 0|6,
0 0 0|l 6

] 3



"—(1,sin0, +1,sin(6, +0,)) —1,sin(0,+0,) 07 €

Exemplu

|,cos6, +1,cos(0,+6,) 1 ,cos(8,+60,) O
0 0 0

deci
—(l,sin®, +1,sin(6, +0,)) —l,sin(6, +6,) 0
|,cos0, +1,cos(0,+0,) L cos(0,+6,) O
0 0 0




Exemplu

Compunerea vitezelor unghiulare:

— O O

— O O

_— O O

_— O O

— O O

O O




Exemplu

Jacobianul de baza

,cosf, +1,cos(6, +0,)
0

0
0
1

0

0
0
1

—(l,sin@, +1,sin(@, +0,)) —l,sin(0,+0,) 0]
|, cos(0,+6,) O 0
0

-1 6

0
0
1




Observatie:

In acest caz Jacobianul a fost calculat in cupla n si nu in sistemul
efectorului. Pentru a trece de la cupla n |a sistemul efectorului este
necesara utilizarea unor transformari suplimentare:

- —_— — —_— — —_—

Ve — Vn —I_ (Dn X pne Ve I _pne Vn
3 — — .
0, =0, o, | [0 | ||lo]
unde p,. este vectorul de pozitie a prehensorului {e} in reperul n.



{O}




Relatia dintre cei 2 Jacobieni de baza este:

‘]e: °‘Jn
0 |

unde



Exemplu (continuare)

Consideram exemplul precedent |la care se adauga prehensorul:




Exemplu (continuare)

Jacobianul de baza are forma

—(l,sin@, +1,sin(0, +0,)) —l,sin(6,+0,) 0
|,cos0, +1,cos(0,+6,) |l,cos(8,+6,) O
0 0 0

0 0 0
0 0 0
1 1 1




Exemplu

Vectorul de pozitie al prehensorului scris relativ la baza

Ve | T_(Lsin®, +1sin(0, +0,)) L sin(0, +0,) 0
0
Ve, , cos®, +1,cos(0, +0,) I, cos(®,+6,) 0
_VP3__ OVP?,,Z . O O O .
_0)3_ 0(!)3.)( 0 0 0
o, 0 0 0
) i 1 1 1
| (03’2_




Exemplu

Vectorul de pozitie al prehensorului scris relativ la baza

- 1,cos(0, +0,+0,)
°p.. =|-1,sin(6, +0, +0,)

L 0 —
' 0 0
0 0

1,sin(0, +0, +0,) 1;cos(0, +0, +0,)

—l,sin(6, +6, +0,)
—l,cos(0,+6, +6,)
0




Aplicind formula de determinare a Jacobianului Je =

Exemplu

,cos0, +1,cos(0, +0,)
0

0
0
1

|, cos(6,+60,)
0

0
0
1

—(l,sin0, +1,sin(0, +0,)) -l sin(®, +0,) -l,sin(0,+6,+0,)

l,cos(0,+0, +60,)
0

0
0
1




