Miscare rigidului si transformari
omogene. Matrici diagonal
antisimetrice
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Matrice de transformare pentru 2D

* Orientarea lui B fata de A se poate modela cu ajutorul unei matrici
(operatorul) de rotatie notata

A

2 R
simbol care poate fi citit sub forma rotatia de la B la A.
cosd —siné

R=|
'singd  coso




* Ortogonalitatea matricei de rotatie implica urmatoarele doua
proprietati:

- Determinantul matricei este egal cu unu
det(2R) =1

- Transformarea inversa este transpusa transformarii

ER AR—l ART



Matricea de rotatie poate fi utilizata prin mecanismul de compunere

mentionat la transformarea unui vector oarecare:

"P=gR P



Matricea de rotatie conduce la al doilea mod de utilizare al relatiei, cel
care a dat numele transformarii, rotatia unui vector oarecare. De
aceasta data sistemul de referinta vizavi de care se exprima vectorul

este acelasi. Avem:
cos@d —sin@
' sin@g cos@







Rezultatele anterioare pot fi sistematizate in urmatoarele concluzii:

e Operatorul de transformare 2D este o matrice 2x2 a carei coloane sunt

transformatele versorilor sistemului transformat;

* Elementele matricei de transformare sunt cosinusurile directoare ale axelor

sistemului transformat fata de axele sistemului in care se face transformarea;

e Operatorul de transformare este, in fapt, o matrice de rotatie in jurul axei

perpendiculare (aici a) pe cele doua directii ale sistemelor de coordonate;
* Matricea este ortogonala, pentru care inversa este egala cu transpusa;



Transformari 3D cu origini comune

Utilizam repere 3D drepte adica acelea care respecta regula miini
drepte adica:

.=XxV; X=yYx17;, Yy=7xX
Rezultatele precedente pot fi generalizate:
* In 3D exista trei tipuri de rotatii elementare(primitive) pe cele trei
directii;
e Operatorii de transformare sunt matrice 3x3 a caror coloane sunt
transformatele versorilor sistemului transformat;



Transformari 3D cu origini comune

* Elementele metricelor de transformare sunt cosinusurile directoare
ale axelor sistemelor transformate, fata de axele sistemelor in care se
face transformarea;

* Primitivele sunt matrice de rotatie in jurul axelor x, y, z;

* Matricele mentionate sunt ortogonale, adica au inversa egala cu
transpusa.



Transformari 3D cu origini comune

* In conformitate cu generalizarile facute, operatorul de rotatie este o
matrice 3x3 de tipul

A
BR: Iy Ty Ty

Sau



* Matricea de rotatie pe axa z:

* Matricea de rotatie pe axa y:

* Matricea de rotatie pe axa x:

RZ (a) —

R, (£) =

R.(7)=

cosa -Sina 0
sinae cosa O
0 0 1

cosB 0 sing|
0 1 0
—sing 0 cosp

1 O 0
0 cosy —siny
0 siny cosy




Transformari 3D cu origini comune

Descrierea primitivelor este urmata, conform mecanismului PCAP, de
analiza posibilitatilor de compunere. Ne putem imagina de exemplu
rotatia sistemului {C} in jurul unei axei urmata de rotatia noului sistem

{B}in jurul altei axe. Poate fi descris matematic prin operatorul

cR=5RcR



Generalizarea compunerii rotatiilor

n-1
0 Kk
n R= H k+1 R
k=0
unde

k
k+1 R

este una din rotatiile elementare mentionate sau o rotatie compusa din
rotatii elementare.



Observatie referitoare la ne-comutativitatea rotatiilor. Deoarece, in
general, produsul a doua matrice este necomutativ, ordinea de
compunere conduce la rezultate distincte, asupra carora succesiunea
de indici (A-B-B-C si nu B-C-A-B) atrage atentia (identificarea

paternului):



Ceea ce este remarcabil, vizavi de problema compunerii, este faptul ca
orice rotatie poate fi descompusa in trei rotatii elementare. Aceste trei
rotatii pot fi realizate in mai multe moduri dintre care mentionam
urmatoarele doua:

e Unghiuri fixe: atunci cand cele 3 rotatii se definesc vizavi de reperul
initial;

* Unghiurile lui Euler: atunci cand cele 3 rotatii se definesc vizavi de
reperul curent (rotit anterior).



Cos
Cos

a
8] 31n{a]
| -Sin[g]

De exemplu unghiurile lui Euler in succesiunea ZYX permit
obtinerea oricarei orientari. Relatia calculeaza transformarea dintre
reperele {A} si {B}.

Cos
Sin

I

o

:R=R,(2)R, (AR (7)

-Cos[y] Sin[a] + Cos[a] Sin[B] Sin[y] Cos|
Cos[a] Cos[y] +Sin[a] Sin[B] Sin[y] Cos|

Cos[B] Sin[y]
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Daca insa utilizam succesiunea ZYZ (tot de tipul Euler) se obtine relatia:

:R=R, ()R, (AR, (7)

(Cos[a] Cos[B] Cos[y] - Sin[a] Sin[y] -Cos[y] Sin[a] - Cos[a] Cos[A] Sin[y] Cos[a] Sin[A]
Cos[B] Cos[y] Sin[a] +Cos[a] Sin[y] Cos[a] Cos[Y] - Cos[B] Sin[a] Sin[y] Sin[a] Sin[A]
\ -Cos[y] Sin[B] Sin[B] Sin[y] Cos[A]

\

J



Atunci cand cunoastem orientarea reperului
{B} fata de reperul {A}, adica coeficientii
matricei de transformare de la {B} la {A}: A
r1;-+ M35 §i dorim sd determindm unghiurile s R=| 1y
lui Euler, adica succesiunea de rotatii care
conduc de la reperul {A} la reperul {B} B
putem utiliza ecuatiile:

a =atan2(r,,r,)

B=atan2(-r,,, \/rfl +1,)

y =atan2(r,, ;)




atan2(y, ) = <

( a,rctan(%)

T x
> arctan( ” )

L — arcta,n(ﬁ)
2 Y

arctan(%) + 7T

| undefined

if z > 0,
if y > 0,
ify <0,

if z <0,
ifr=0andy=0



Compunerea rotatiilor conserva urmatoarele proprietati

e Operatorii de transformare sunt matrice 3x3 a caror coloane sunt
transformatele versorilor sistemului transformat;

* Elementele matricelor de transformare sunt cosinusurile directoare
ale axelor sistemelor transformate fata de axele sistemelor in care se
face transformarea;

* Matricele mentionate sunt ortogonale, adica au inversa egala cu
transpusa.



-iind date cele 2 repere {A} si {B} se scriu

Urmatoarele transformari: \
Z
(B} {A]
Reperul {B} rotit fata de {A} —=---——-- e
s // I
] ) ) _ V4
0 1 0 0 0 -1
A B Ye / ‘
10 0 0 -1 0




