Sisteme optimale



Principii de optimizare

Problema tipica de inginerie: este un proces care
poate fi reprezentat de un model matematic. Este dat,
de asemenea, un criteriu de performanta, cum ar fi
costul minim.

Scopul optimizarii este de a gasi valorile variabilelor
din proces care satisfac cel mai bine criteriul de
performanta.

Doua componente procesului de optimizare:
(i) proces sau model

(ii) criteriul de performanta 2



Criterii tipice de performanta:
profit maximum
cost minimum
minimum efort
eroarea minima
deseuri minime
debit maxim
cea mai buna calitatea a produsului

Unde criteriul de performanta se exprima printr-
un model matematic.



Optimizarea statica: variabilele au
valori numerice fixate in functie de
timp.

Optimizarea dinamica: variabile
sunt functii de timp.



Caracteristici esentiale

Fiecare problema de optimizare contine
trei elemente esentiale:

1. Cel putin o functie obiectiv (criteriu
de performanta), care  trebuie sa fie
optimizata.

2. Constrangeri de egalitate.

3. Constrangeri de inegalitate.



Printr-o solutie fezabila intelegem un set de variabile care satisfac categoriile 2
si 3. Regiunea solutiilor fezabile se numeste regiunea fezabild.
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O solutie optima este un set de valori ale
variabilelor care se contin in regiunea
fezabila si ofera, de asemenea, cea mai
buna valoare a functiei obiectiv din
categoria 1.

Pentru solutionare problemei de
optimizare, modelul trebuie sa fie
determinat.



Conducerea optimala

* Conducerea optimala este cea mai
convenabila conducere din punct de vedere
tehnico-economic  dintr-o multime de
conduceri posibile.

* Determinarea si realizare a solutiilor optime

este o problema fundamentala in automatica
si in alte domenii.

* Optimizarea sistemelor automate are atat
aspecte teoretice vaste cat si importante
aspecte aplicative.



Conducerea optimala

* Conducerea optimala este o abordare a proiectarii
sistemelor de control, unde este realizat cel mai bun
control posibil din pun in ceea ce priveste o masura de
performanta.

* Teoria controlului optim a inceput sa se dezvolte in anii
celui de-al doilea razboi mondial. Rezultatul principal al
acestei perioade a fost teoria Wiener-Kolmogorov care
abordeaza sistemele SISO liniare cu zgomot gaussian.

* Cele mai multe teorii au inceput sa dezvolte in anii 50 si 60:
.. Tn 1957 Bellman publica cartea Programarea Dinamic3
.. Tn 1960 Kalman publica generalizarea multivariabila a
lui Wiener-Kolmogorowv.
.. In 1962 Pontryagin publicd principiul maximului.
. . In1965 Isaacs publica cartea despre jocuri diferentiale.



Conducerea optimala

 Optimizarea SA implica rezolvarea succesiva a mai
multor clase de probleme:

1. Se formuleaza scopul optimizarii. Scopul se
formuleaza matematic prin stabilirea expresiei unui
criteriu, functiei de cost.

e 2. In calculul solutiei trebuie sa fie luate in considerare
restrictiile 1a care sunt supuse elemente componente
ale SA. Existenta restrictiilor determina in mare masura
aparitia problemei de optimizare.

e 3. In baza criteriului si limitarilor impuse trebuie
elaborata si realizata solutia care asigura optimizarea si
se obtin cele mai bune performante.



Conducerea optimala

e Datele initiale referitoare la obiect si semnale
exterioare formeaza informatia apriorica referitoare
la sistem:

Informatia apriorica

Sunt cunoscute Incompleta
caracteristicele Ca are loc modificarea
ORsi a caracteristicilor OR
semnalelor _ .
Se introduc elemente de corectie
Algoritmul de l
reglare, care Ajungem la Sisteme‘adaptive
asigura un
criteriu de

performanta



Sistem adaptiv

Conturde
adaptare

R- regulator

OR-obiect de reglare

AO- analizator obiectului de reglare
El- element logic de adaptare

AS- analizator semnalelor de intrare
EE- element de executie



Formularea problemei de optimizare

* In formularea problemei de optimizare automat intervine o
serie de date, informatii legaturi, restrictii, conditii, care se
numesc elementele problemei.

* Elementele de baza:

* 1. Sistem dinamic prezentat prin model matematic S.

e 2. Conditii initiale I.

* 3. Conditii finale F.

* 4. Multimea marimilor de intrare admise (restrictii U).

* 5. Limitarile asupra variabilelor de stare R.

* 6. Criteriul de optimizare/ de performanta/functia de cost

Q.

* Traiectorie optimala



Formularea problemei de optimizare

e In afara de elemente de baza sunt si cele secundare ca:
* 1. Restrictii si legaturi functionale.

2. Conditii parametrice.

* 3. Restrictii diferentiale.



Formularea problemei

e Consta prin faptul ca sistemul dinamic se prezinta
printr-o descrie matematica adecvata, prin ecuatia
diferentiala, sau functia de transfer, functia
frecventiala.

* O larga raspandire au modele ISE — intrare-stare-

lesire:
x(t) = f(x(t), ult),t)
y(t) = f(x(t),u(t), t)



Formularea problemei

* O larga raspandire au modele ISE — intrare-stare-

lesire:
x(t) = f(x(t),u(t), t)
y(t) = f(x(t),u(t), t)

Pe langa aceasta sunt fixate si conditii initiale.

Ce reprezinta starea initiala a sistemului X, la
moment de timp initial t;



Formularea problemei

e Conditii initiale I

* 1. Pot fi fixate intr-un punct al spatiului X.

* 2. Poate fi libera pe o submultime x, € X.

* 3. Momentul initial poate fi fixat la o valoare data t,,



Formularea problemei

e Conditii finale F:

 Ca si cu starea initiala, conditii initiale sunt compuse
din starea finala x € X, in momentul final de timp

t; € T (t>t)).
* 1. Pot fi fixate intr-un punct al spatiului X.
2. Poate fi libera pe o submultime x € X.
* 3. Poate fi complet libera pe X.

* 4. Momentul final poate fi fixat la 0 anumita
valoare data t;



Formularea problemei

* Restrictii asupra marimilor de intrare U:

* Se considera ca marimile de intrare reprezinta un
vector semnalelor de intrare

U=(ul(t), u2(t),...un(t)),

* si sunt admise daca satisfac restrictiile din domeniul
U, care se va preciza si asigura miscarea sistemului S
din conditii initiale I'in conditii finale F.



Formularea problemei

* Restrictii impuse asupra variabilelor de stare R:

* Variabilele de stare pot fi impuse la restrictii sau nu
reiesind din specificul problemei.



Criteriu de optimizare

e Daca sunt cunoscute:

* - modelul matematic de descriere a sistemului S.

e -conditii initiale /.

e - conditii finale F.

* - restrictii asupra vectorului de stare R.

e - restrictii asupra vectorului de semnalelor de intrare U.

Se determina o familie de traiectorii:
F={S, I, , U, R}
Care se numesc traiectorii admise.



Criteriu de optimizare

Se determina o familie de traiectorii:
F={S, I, L, U, R}
Care se numesc traiectorii admise.

 Multimea traiectoriilor admise F este generata pe

multimea comenzilor admise U, cu respectarea
conditiilor S, I, F, R.

Fiecarei traiectoriei din multimea F i se poate atasa

un numar determinist, un indicator sau index
comulativ de performanta Q.



Criteriu de optimizare

In general index de performantd Q are formd:
t

1
I, = J Lo(x(t),u(t), t)dt + uy(x0,t0,x1,t1)
to

Unde:
x(t) = f(x(t), ult),t)
x € R™ - vector de stare
u€ R™ - vector de control

t € [t0,t1] - timpul



Criteriu de optimizare

In general index de performantd Q are formd:

t1
Iy = J Lo Ge(6), u(6), E)dt + g (%0, t0, x1, £1)
to

Constrdnageri fizice:
x(t) = f(x(t),ult),t)
u € U — U- setul de semnale de control admisibile
X€ X — setul de traiectorii de stare admisibile
t0 — timp initial
t1—timp final



Criteriu de optimizare

* Daca I, este index de performanta admisibil pe
multime de comenzi ce admit unul sau mai multe
extreme, atunci se poate formula problema de
optimizare, adica determinarea comenzii u(t) € U,

care extrimeaza indice de performanta I,:

. mi(r} I, - u* and x* - controlul optimal si
ue

traiectoria optimala



Criteriu de optimizare

In general ilndex de performanta Q are forma:
t
Iy = f Lo Ge(6), u(6), £)dt + g (%0, t0, x1, £1)
to

Prin particularitatile functiilor L, (-)si 1y (-) se obtin
diverse criterii si probleme de optimizare:

1. Problema de tip Lagrange L, (-)# 0 si g () =0
2. Problema de tip Mayer Ly (1)= 0siug () #0
3. Problema de tip Bolza L, (:)# O si ug (+) # 0




Control cu bucla deschisa/inchisa

* Daca este data o singura stare initiala xO si se cauta
controlul optimal u(t), care il duce sistemul din
starea initiala in starea finala si avem control in
bucla deschisa.

* Daca se cauta controlul optimal in functie de starea
sistemului avem controlul in bucla inchisa.



Formularea problemei de
optimizare

 Elemente de baza ca
° F={SIII FI UI R}

* Permit sa formuleze o mare varietate de probleme
de optimizare.
* Perechea vectorilor de stare si timp (x(t)t)

formeaza o traiectorie in sens restrans, daca
elementele lui x si t sunt componentele ale unei

traiectorii in sens larg.



Formularea problemei de
optimizare

* Fie ca avem o multime de traiectorii admisibile
criteriului de performanta Q si se marcheaza fiecare
traiectorie admisa cu /, care depinde de comanda

U pe intervalul [t,, t;]

Iy = Io(u(t)) (1)
Printr-o alegere corespunzatoare a criteriului de

performanta, functia (1) admite cel putin un max sau
un min pe multimea U.



Formularea problemei de
optimizare

* Astfel, in cazul problemei de optimizare in minim se
cere ca sa se determina comanda optima U™ pentru

care
Iy =IH(u") <Iy(u),VueU (2)

lar in problema de optimizare de maxim se cere
intrare optima pentru care

Iy =I,(u”) =1I,(u),vuelU (3)



Formularea problemei de
optimizare

Formulele (2) si (3) precizeaza faptul ca in general
solutia unei probleme de optimizare este data de

extremul absolut sau global al /,

Metode uzuale de rezolvare a problemei variationale
conduc de regula la extreme locale pentru care se
cauta apoi extremul absolut (min sau max). Aceasta
constituie solutia optimala.



Formularea problemei de
optimizare

Daca u*(t) este o comanda extremalda (localda sau

globald), atunci traiectoria (x*(t) ,u"(t), t) corespunde
acestei comenzi si se va numi traiectorie extremala.



Formularea problemei de
optimizare

In functie de cerintele problemei de optimizare
valoarea optima u*(t) se poate obtine in una din
urmatoarele forme:

1. Ca functia vector de timp u*(t) si aceasta
constituie comanda optima.

Traiectoria (x(t) , t) corespunde comenzii optime
u*(t) si se numeste traiectoria optima si se
nseamna (x*(t) , t).



Formularea problemei de
optimizare

In functie de cerintele problemei de optimizare valoarea
optima u*(t) se poate obtine in una din urmatoarele
forme:

2. Ca functia vector de variabile de stare x(t), sau
marimile de iesire y care corespunde traiectoriei optime
u (t)= V(x*(t), t)=w*(y*(t), t) si atunci avem
problema de comanda optimala in circuit inchis.

Functiile V si w determina in acest caz conditii optime
dupa variabile de stare si respectiv marimea de iesire.

Problema data se numeste optimizarea automata.



Formularea problemei de
optimizare

e In orice problema de optimizare se cere de a
determina comanda in circuit deschis u*(t), sau
conducerea in circuit inchis V* sau respectiv
w”, pentru orice moment de timp t €[t,, t;], care
finale F, astfel incat sa fie satisfacute restrictii R, iar
index de performanta Q sa ia valoarea in min sau
mayx, in conditii de restrictii U asupra intrarilor.



Formularea problemei de
optimizare

* Din aceasta formulare rezulta ca S, |, £ R formeaza
structura rigida (hardul) problemei de optimizare,
iar restrictile U asupra intrarilor reprezinta
elementul mobil, sau variabila care determina
campul de testare.



Criteriul de optimizare

* Criteriul de optimizare/de perfromanta se exprima printr-o
forma matematica functionala de forma:

Q = Q(xp,y, u,x,p, t) = extrem (4)
Unde x, - marimea de intrare
Y —marimea de iesire
1 —marimea de comanda
x —vector de stare
p — perturbatie
t —timp

Relatia (4) se prezinta ca:
t1l

Q = F(x,u)dt = min
t0



Metode de construirea sistemelor
optimale

* Pentru construirea sistemelor optimale o larga utilizare au:

1. Metode clasice variationale.

2. Principiul maximului (principiul lui Pontreaghin).

3. Metode programarii dinamice.

4. Metode analitice de construire a regulatoarelor.



Metode clasice variationale

e Calculul wvariational are ca scop generalizarea
constructiilor analizei clasice, pentru rezolvarea
problemelor de extremum in spatii functionale
(extreme de functii cu o infinitate de variabile).



Formularea problemelor clasice
de calcul variational

Problema lui Dido

Problema brahistocronei

Problema lui Kepler

Problema echilibrului mecanic al grinzii incastrate la capete
Problema echilibrului unei membrane elastice deformate
Problema de minimizare a timpului de tranzit al unui rau
Problema oscilatiilor pendulului simplu

Problema lui Chaplygin

Problema izoperimetrica



Problema lui Dido

* Din punct de vedere istoric este prima problema de calcul
variational.

 Este cunoscuta datorita unei legende redate de poetul latin
Vergilius in epopeea in versuri Aeneis ("Eneida"). Legenda
intemeierii orasului antic Cartagina ne relateaza cum ca printesa
feniciana Elisa (cunoscuta la romani sub numele de Dido), sora
regelui Pygmalion al orasului Tyr, ca urmare a unor conflicte cu
aristocratii a fost nevoita sa paraseasca orasul, retragandu-se din
calea fratelui sau insetat de putere, a traversat Marea Mediterana
Si a acostat in regiunea tarmului nord-african. Capetenia tribului
bastinas i- a fagaduit atat pamant cat va putea sa cuprinda cu o
piele de vitel. Dido a taiat pielea in fasii inguste, le-a legat cap la
cap, iar cu firul (funia) obtinut a putut marca un teritoriu destul
de vast langa tarm. Pe teritoriul marcat a aparut cetatuia Byrsa, in
jurul careia s- a dezvoltat mai tarziu orasul Cartagina.



Problema lui Dido

e Continutul matematic al legendei poate fi formulat
astfel: cum trebuie de amplasat firul in raport cu
tarmul marii pentru ca el sa delimiteze un lot de
pamant cu o suprafata maxim admisibila, adica
problema consta in a determina curba din plan de
lungime fixa | ( | - lungimea funiei), care margineste
o figura de arie maxima.

y(x)
S
>

O Afa;0) B(b;0) X

Y A




Problema lui Dido

e Sa presupunem ca pe portiunea analizata tarmul
marii are forma unei drepte si consideram sistemul
de coordonate cartezian xOy, astfel incat axa Ox sa
reprezinte tarmul marii.

* Fie punctele A(a;0),B(b;0) reprezinta capetele
firului, iar pozitia firului este descrisa de graficul
functiei netede y = y(x), x€[a;b]

v(x)
S
>

O A(a;0) B(b;0) X

Yy A




Problema lui Dido [ A\

O A(a;0) B(b;0) X

e Intrucat capetele x = a si x= b ale firului sunt fixate,
avem

y(a)=y(b)=0. (1)
Lungimea / a firului se calculeaza conform formulei

lzj\/1+(y'(x))2dx (2)

a
iar aria lotului limitat de fir conform formulei:

S[y(x)]= [ y(x)dx (3)



Problema lui Dido [ A\ ’

O A(a;0) B(b;0) X

* Problema se reduce la determinarea functiei
netede y = y(x) , care satisface conditiile (1), (2) si-i
asigura integralei (3) valoarea maxima.

* Din motive evidente problema lui Dido se numeste
problema izoperimetrica. Forma cautata a firului
este cea a unui arc de cerc.



Problema brahistocronei (curba celei mai rapide
descendente sub actiunea fortei gravitationale)

* Cu toate ca probleme de calcul variational au fost
formulate si rezolvate inca in antichitate, drept
moment al aparitiei calcului variational ca disciplina
matematica se considera anul 1696 cand in revista
,Acta Eruditorum” a aparut scrisoarea lui Johann
Bernoulli in care acesta formula renumita problema
a brahistocronei.

* Originea termenului brahistocrona se afla in limba
greaca (brakhistos este cel mai scurt, khronos timp
timp).



Problema brahistocronei (curba celei mai
rapide descendente sub actiunea fortei
gravitationale)

e Un punct material M porneste din punctul A fara
viteza initiala si se misca fara frecare, sub actiunea
fortei de gravitatie cuprinsa intr-un plan vertical ( A
si B nu stau pe aceeasi verticala).

* Problema brahistocronei consta in urmatoarele:
dintre toate curbele netede, aflate intr-un plan
vertical, care unesc punctele fixe A si B, cu B mai
jos decat A, sa se determine acea curba pe care
punctul M ajunge din A'in B in timpul cel mai scurt.



Problema brahistocronei (curba celei mai rapide
descendente sub actiunea fortei gravitationale)

A(a;0) X
Q | >

M(x;y)

y v B(b;y-)



Problema brahistocronei (curba celei mai rapide
descendente sub actiunea fortei gravitationale)

* Fie y=y(x)(x€[a;b]) ecuatia curbei netede cautate,
y(a)=0,y(b)=y2,b>0,y2 >0,a=0, iar v=v(x) - marimea
vitezei de deplasare a punctului material M 1n
fiecare punct (x;y(x)) al arcului AB.

* Tn momentul in care ordonata pozitiei punctului
material va fi egala cu y, punctul material va pierde
mgy unitati de energia potential3. Ins3 citre acest
moment va creste energia cinetica cu mv?/2 unitati.



Problema brahistocronei (curba celei mai
rapide descendente sub actiunea fortei
gravitationale)

* Prin urmare, daca T[y] este timpul necesar pentru
ca punctul material sa ajunga din Ain B pe arcul
v = y(x),x€[a;b], vom avea

1 12
Mye)= [ £ = - B J; gyy (i’)c)

* Tn conditiile mentionate vom spune ca timpul este
o functionala de tip integrala, care depinde de v si,
care verifica conditiile y(a) =0, y(b) =



Calculul variational

e Calculul variational clasic rezolva problema
extremelor functionalelor prin mijloace
asemanatoare celor folosite de analiza clasica in
rezolvarea problemei extremelor functiilor de una
sau mai multe variabile.



Calculul variational

e Calculul in functie de o singura variabila:
e Functia primeste extrem intr-un
anumit domeniu.

e Conditia necesara de extrem in
punctul x,, daca este derivata:

f’(xo):O

e Calculul variational:
e Adevarat extem pentru y(x)

I[g}zi'F(x,w,wx)dx

e Conditia necesara de extrem este:

dl

de

tl
Izj F(t,u(t),u(t))dt
t

0
|I=min, pentru semnalul de comand|[ gasit u(t)

0
positive
gradient +
+
+ 5
maximum
y
A

| y =y(x) + 8\'(x)|

V(X)

negative
gradient

b

n



Calculul variational

e Se deriveaza I[g]:

b
= i o B O Ml Pls

e Se seteaza I[0] = 0 pentru valoarea extremala, substituind termenul cu £=0:

MW ip=v(x) O¥(0)= OWx () =y (x) DW(0)= w0)=u(x)
8(8) v(x) 0]=v(x) g (&)=ve(x) r 0)=v,(x) ( )
: O G Gl M

d boF o
d_é(o):ﬂaiwai "XJ”"C 5dex+j yedx=0

* Integrarea integralei a doua prin parti:

-b
b oF _ 8F oF _ oF
8u — v dx= {au | jdx[ ]vdx jdx[ } vdx

o | vdx =0

Q—

8F_d(8FJ

8F _
vdx jdx( vdx =0



Ecuatia Euler-Lagrange

e Functia v(x) este o fucntie arbitrara si unica solutie ca integrala sa fie zero este ca
alti factori ai integralei sa fie zero

b

j OF d (oF
) ou dx|\ ou,
e Rezultatul se cunoaste sub denumirea de ecuatia Euler-Lagrange:

vdx =0

oF d | oF
ou dx| ou,




Ecuatia Euler-Lagrange

oF d | OF
Ou dx| ou,

oF d aF]

du dtlou
* Ecuatia Euler este un nucleu principal al calculului
variational si exprima conditii necesare de minim al
functionalei /

OF

* Deoarece —— este functia de trei variabile u(t), u(t),t.




Calculul variational

In forma desfasurata avem:

d laF] d OF dU 0 OF du d OF
_|= |
dt Lou

Quoudt oudu ot It ou
Ecuatia Euler se prezinta atunci in forma:

OF d OF 9°F u_aZFu_
du dt ou oudu ouz =




Calculul variational

La solutionarea problemei variationale se cauta
raspunsul pe extremala, care aduce |la max sau la min

functionala.
Pentru acesta se utilizeaza conditiile Legendre:
0°F

PYi ke > 0,pentru I sa fie minima

52

5pz S < 0,pentru l sa fie maxima



Functii de doua variabile

e Analogic la calculul multivariabil:
e Functii primesc valoarea extremala
pe domeniul definit.
e Conditia necesara de extrem pentru
Xo, daca este diferentiabila:

ﬁ(xo,yo)zfy(xo,yo)=0
e Calculul variational este asemanator:
w(x,y) =u

I = ”F(x,y,u,ux,uy)dxdy
D

dl

OF Ow,

e
_[Jg—ivdxdy +g§—ivxdxdy +g§7Fyvydxdy =0

H{Z—Z—i[atj g[gjﬂvdmy 0

J oF ow OF 0o
:8QF(x,y,w,wx,wy)dxdy:”[aw52) ow. avj;

6w oe

j dxdy

oOF d

oF

ou dx

ou

_I_

d

oF

dy

ou

y




Ecuatii Euler-Lagrange

e Ecuatia Euler-Lagrange pentru mai multe variabile:

G_F_ZN: d | OF
ou ‘5 dqg,| ou

! q;




Exemplu 1

* De calculat extremul functionalei:

= f;(uz — 2ut)dt — functionala
e Conditii initiale: u(1)=0, u(t)= semnal de comanda
* Conditii finale: u(2)=1

e F=[u? — 2ut]
oF
Pl R i P
OF d 0 . d oo oo
au[u —Zut]—d—%[u — 2ut]= 2t-a2u— 2t —2u =0



Exemplu 1:

6_F[. d 0
ou dt ou
u = —t;
. t2
u=——++¢;

2

3
u(t) = —% + ¢t + Cy;
u(1)=0;u(2)=1

3
u(l) = — 1? + ¢11 + ¢,=0;

3
u(2) = —2? + c12 + ¢,=1;

2 — 2ut] — === [u? — 2ut]=-2t-= 21 = —2t — 2ii = 0



d%F
~—— = 0,pentru [ sa fie minima
E | 1 . ou
xemplu 1:
0°F . . .
302 < 0,pentrul sa fie maxima

13
U(l) - = E + C11 + C2=O; 92 (u?—2ut)

sgz —2>0—functionala data tinde la minim

3
u(2) = — % + c12 + ¢,=1;

1—1 2
c—6 C

23 1
u(2) = =t (g —c2)2 + ¢,=1;
-2+ cpml >
p (6 c2) €=
c2=-2,c1=13/6

3
() = —=+=t—2;



Exemplu 2

* De calculat extremul functionalei:

o | = f13(3ut — u?)dt — functionala
e Conditii initiale: u(1)=1, u semnal de comanda
* Conditii finale: u(3)=4

= [3ut — u?]
OF OF OF  d [0F
7~ at (9670 > 5 = e il
oF d d
oo [But —u ]—d—a—[3t— u?l=3t—2u=0

ey = %t; u(1)=1.5=1; u(3)=1.5*3=4

* Functionala nu are extremuri definite pe intervalul
respectiv [1,3]



Exemplu 3

* De calculat extremul functionalei:

¢ | = ff(u — t?u?)dt — functionala

e Conditii initiale: u(1)=1, u semnal de comanda
e Conditii finale: u(2)=2

* F=[u — t*u?]

IOF_d ﬂ]_o.>3_”_£ f]

ou dtlowl 7~ ou dtlou

O e 42227 40 . . 2.27 _

au[u teu“] dtau[u t“u<] =0
da . 2.2 d 2.

® — —— —_ = — {14+ =
dtau[u teu”] dt(l 2t“1)=0



Conditii initiale: u(1)=1, u semnal de comanda
Conditii finale: u(2)=2

Exemplu 3
d 0 . . d .
o« ———[u— t?u?] = ——(1+2t%u)=0
dt ou - dt
d .
e ——(1+2t%11)=0
dt
1+2t*u=c
_c—-1 _cl 1 = c—1
U,—?, - u-t—z — Cl1l = T
cl
u=——+= c2; 0%F
t —— = 0,pentrul sa fie minima
cl oU?
u(l)=——+c2 =1,
L 92F
C ~ . " ~
U(2)=— 7 +c2 = : 302 < 0,pentrul sa fie maxima
c1=2;c2=3 az(u_.t22u2)=-2t2<0 — functionala data tinde la maxim
2 ou
u=—-+3;



Ecuatia Euler-Puasson

e Tn cazul cand functia de sub integrald este
derivabila de n ori, si functionala are forma:

T
/=f G[t,u(t),u(t), ...,u(")(t)]dt

* Unde functiile u(t), u(t) sunt netede si derivabile
de n ori, atunci ecuatia Euler capata urmatoarea
forma:

® 98¢ doG d? oG d™ 09G 1) dt
Z( ) dt‘au(l)

— __1\n
ou aton Tacau T TV @ aam



Ecuatia Euler-Puasson

 Este o ecuatie diferentiala, nelineara de ordinul 2n cu
conditiile initiale si finale:

u®ty) =u’, uPM=u’, i=0,mn-1

e Solutia ecuatiei se obtine ca u(t,cl,c2,...,cn), contine 2n
constante de integrare, care pot fi determinate din
conditiile de limita (initiale si finale).

 Pentru a determina tipul extremumului (maximum sau
minimum) se utilizeaza conditiile Legendre, care capata
urmatoarea forma:

"G _ . onG
dum — 0, 5w ™

max >0



Exemplu

* De calculat functionala

+ ] = [, (2t?u — u?)dt

* Conditii: u(0)=0, u(1)=0; 1(1)=1, n=2

e Aplicand ecuatia Euler-Puasson s-a obtinut:

G d G d? 9G
e i el |
ou dtou dt? oiu

e 2t2 —2uM () =0
» uW () =t
* Dupa integrare de 4 ori obtinem:

6
e u(t) = — + c1t3 + c2t? + 3t + c4
360



Exemplu:

* Din conditii de limita: u(0)=0, 1 (1)=0; 1(1)=1, n=2
se obtine

359 9
e C4=0:c3=1:c2=—>2: ] = —
120 90
9 359
cu(t) =+ 223 302 4y
360 90 120

* Din conditii Legandre avem G =2t?u—u?

62
PY TR -2 -> este maxim



Ecuatia Euler-Lagrange

e Tn cazul cand functia de sub integrald este

derivabila de n ori, si functionala are forma:

T
J =] Glt,u (t),uy(t), ..., up(t), t, 1y (t), 1y (t), ..., (t)]dt (1)

to

u;(t) e U, i=1m

) @i(t,u (), uy(t), ., un(®)) =0, j=15 i=1m s<m(2)
2) @i(t,uy (), uz(t), ., U (£), 14 (£), Uz (£), ., U () = 0, s <m (3)
3) ft: @i(t, uy (), uy (B), ..., g (£), 1, (), Ux (£), ..., U (£)) = L (comst.) (4)



Ecuatia Euler-Lagrange

* Problema variationala se formuleaza 1n felul
urmator:

* Este necesar de a gasi astfel de functii uf(t) € U,
care ar trece prin conditiile de limita u{(t,), u{T) ar
satisface ecuatiile de legatura si sa extremizeze
functionala (1) (ex. ] min).

 Problema formulata pentru conditiile (2), se
numeste geodezica.

 Pentru (3) se numeste Lagrange. lar pentru
conditiile (4) se numeste izoperimetrica.



Ecuatia Euler-Lagrange

* Problema Lagrange se solutioneaza utilizand
multiplicatorii Lagrange A, astfel pornind de la
functionala (1), se compune o functionala
adaugatoare:

]'—

G +ZA (t)(p]] dt = fr(;-dt (5)

* Functionala (5) deplnde de m functii u,(t) si s functii
A(t) si se studiaza la minimum.



Ecuatia Euler-Lagrange

e Tn cazul dat, pentru a solutiona problema se utilizeaz3
ecuatia Euler, care are urmatoarea forma:

06" _daG" _
aui dt Bu, -

i=1,m (6)

* Si se rezolva cu unul din tipurile de ecuatii de legatura
(2), (3) sau (4). In rezultat se obtine un sistem alcatuit
din m + s ecuatii care contine tot atatea necunoscute.

° u(t), i=1m
2i(t),  j=1s
Acest sistem impreuna cu conditiile de limita este
suficient pentru a determina toate necunoscutele.



Rezolvarea problemelor de conducere
optimala prin aplicarea metodelor variationale

e Se da modelul obiectului prin ecuatii diferentiale

de stare:
X —P(xy, %y, e, x,u) =0, i=1,
. S
Recapitulare: ) =t —— =25
Yy =X, Yy =X =Xy, V=X =x3
X3 = —Q@pX] — A1Xy; — QX3 + U
X, = Xp, Xy, = X3
X3 = —@pX] — A1Xy — QX3 + U
X1 —x2 =0, Xo—x3=0

Xzt apx +a;x; +ax3—u=0

Sunt cunoscute conditiile initiale si finale

n (1)

. x1 (0), xj (T).



Rezolvarea  problemelor de conducere
optimala prin aplicarea metodelor variationale

e lar criteriul de optimizare se da in urmatoarea

forma:
T

] = | Glxqy,x,,...,x,,uldt (2)

to
* Din multimea comenzilor admise U, este necesar
de a determina acea comanda care apartine U,
care ar aduce functionala (2) la minimum
J— min, iar obiectul va fi transferat din starea

initiala in starea finala.



Rezolvarea  problemelor de conducere
optimala prin aplicarea metodelor variationale

* |In cazul dat ecuatiile de stare ale obiectului sunt utilizate
in calitate ecuatii de legatura in calculul variational.

e Daca se admite ca asupra variabilelor de stare x1, x2, ...,
xn si comenzii u(t) nu sunt impuse nici un fel de restrictii,
atunci solutionarea problemei poate fi efectuata, ca in
calculul variational, astfel se compune functionala

adaugatoare:
= [dx;(t)
G+ E A,-( C’it —¢,)

* Aj, xj, u—variabile independente.

T
dt=f G*dt (3)
t

0




Rezolvarea  problemelor de conducere
optimala prin aplicarea metodelor variationale

* Fata de functiile u(t) si xj(t) se compune ecuatia
Euler, la care se adauga, in calitate de ecuatii de
legatura, ecuatiile obiectului, astfel obtinandu-se
un sistem alcatuit din (2n + 1) ecuatii.

aG* aG* d aG* _
=0, i=1n (41

P dx; dt 0x;

xXi — P(xq, X3, ..., Xn,u) =0, i=1,n (4.2)



Exemplu:

* H(s) = Ys) _ 1. ocuatia diferentiala: y"'(t) = u(t)

u(s)  s2’
» Conditii initiale: y(0)=0; y(0) = 1
e Conditii finale: y(1)=1; y(1) = 0
* Functionala:
T T
] = [ ut(®)dt = [ Gdt

* Trebuie de determinat comanda optimala u(t), pentru
care J-> min si obiectul trece din starea initiala in starea
finala.



Exemplu:

* H(s) = Ys) _ 1. ocuatia diferentiala: y"'(t) = u(t)

u(s)  s2’

* Trecem la reprezentare intrare-stare-iesire:
° y:x]_; y = x] = XZ;

e x2=u, din ecuatia diferentiala.

aG* aG* d aG*
=0, a—xi—aa—xi=0. i=1,2 (2 var. de stare)
‘).Cj o l/)]:Or j=1,2

J=f A () + A1(k1 — x2) + A2(k2 —w]dt = [ G " dt



aG* dG* doG*

Exemplu:  Z=o wm-za=°

J=f A () + A1k — x2) + A2(k2 —w]dt = [ G " dt
* Se aplica ecuatiile lui Euler:
G =u?(t) + 11(x1 — x2) + 12(42 — )

. % =2u+0- A2=0 (1)
ou
0G* d 90G” _
oxi aron - Li=1.2
dG* d 0G” d .

° —_ — _ = — _ _ 5
dx1  dtdx1 0 dt (0+41+0) A1=0 (2)
0G* d 9G”

_ _a _ o
0x2 o dt 0%2 _(O_ A1+ O) dt (0 + 0 + /12) =-A1—12=0 (3
e (x1—x2)=0 ®
e x2 —u=0 (5)




Exemplu:

* Din ecuatia (2) obtinem: i1(t)=c1
* Din ecuatia (3) (11 — A2=0) obtinem:
e 12 =- A1=-c1 -> A2 = —clt+c2.

* Din ecuatia (1)(2u- A2=0) avem

2 ladlo
u—z— 2C 2C



Exemplu:

* Din ecuatia (5) (x2 — u=0) obtinem:
e x2=u

clt?  c2t
e x2 = [u(t)dt=- —t+t—+c3

* Din ecuatia (4) ((x1 — x2)=0) obtinem
e x1 =x2

3 2
e x1 = [x2(0)dt = — <=+ ==+ c3t + c4



Exemplu:

3 2
e x1 = [x2(0)dt = — <+ ==+ c3t + c4

* Constantele de integrare se determina din conditii
initiale si finale:

e x1=vy; y(0)=0;x1(0)=y(0)=c4=0
+x1(1)=y(1)=— =+ =+ 3+ 0 =1
« x2(0)=y(0) = 3 = 1
+x2(1)=y(1) = - =+ =+ 1=0




Exemplu:

_c41+c22+1=0
S S
1274 "€ B

cl=12;c2=4, c3=1; c4=0

*u=—6t+2



Principiul maximului

e Principiul maximului, elaborate de Pontreaghin , este similar
calculului variational din care a si derivat, dar totodata este
legat si de programarea dinamica.

ePrincipiul maximului se bazeaza pe urmatoarele elemente:
1. Sistemul este descris de ecuatiile de stare:

() = filku,t), i=1n (1)
2. Timpul initial £, si timpul final T sunt date.

3. Unele componente ale vectorului de stare au valori date la
momentelede timp tysi T

x;(to) = x7, xi(T) = x}



Principiul maximului

4. Indicele de performanta este dat de urmatoarea

functionala:
T

J =1 folx,u,t)dt » min (2)
to
5. Comanda u(t) este supusa restrictiilor de tip inegalitate si
se include in multimea comenzilor admisibile U.

6. Se cauta comanda optimala u*(t) care transfera sistemul
din starea initiala in starea finala, astfel incat sa optimizeze
criteriul J respectand restrictiile impuse comendzii.

Functiile f; sunt continue pe toate variabilele si derivabile pe
variabile de stare (xq, X, ..., Xy, t) .



Principiul maximului

Metodologia de solutionare presupune urmatoarele:
Se compune functia Lagrange in felul urmator:

n n
L =‘pofo+zl/)i(fi—5ci) =H—21/Ji5€i (3)
i=1 i=1
Functia H se numeste Hamiltonian
n
H=) ¥if (4)
i=0

Functia H se mai numeste functia de stare a lui Pontreaghin.
Functia y; satisface urmatoarea relatie:

COH z": o o 5
lpl_axl_ . Ol/)laxl; I =UuUn
1=

Ecuatiile (5) se numesc adjuncte sau duale.




Principiul maximului

Hamiltoniaul H, dupa cum se observa, nu este o functie de

variabila xq , din aceste considerente:

- aH_O:) B .
Yo = xg Yoy = const.

Principiul maximului pentru variationala cu conditiile

determinate fixate si timpul fixat se formuleaza in felul

urmator:

» Pentru ca comanda admisa u*(t) si x*(t) sa fie optimale,
este necesar sa existe asa solutie nenula:

() = Wo, Y1, - ¥n)

a ecuatiilor adjuncte
n

. ofi(x* (1), u*(®))
Vi = —Z 0x;(t) !

=1



Principiul maximului

Pentru orice t = [ty, T], astfel ca functia H pe variabila u sa

atinga valoarea maximala, adica:

H[Y* (0, (), u* ()] = max[y*(0), x"(0),u"(®)] (6)
Ecuatiile (1) si (5) contin (2n+ 1) ecuatii diferentiale si
inclusiv. (2n+ 1) constante de integrare, Tnsa pentru
determinarea lor avem doar 2n conditii initiale.

Insa constanta Y, poate fi aleas3 arbitrar, din unica conditii ca

Yy < 0, de obicei se admite, ca Yy = —1



Exemplu:

* Se da obiectul de reglare, descris prin f.d.t.:

K I
FH(s) =35 = 5= >y"() = ku()

 Conditii initiale: x(0)=x10; x(0) = x20
 Conditii finale: x(T)=x1T; x(T) = x2T

* Functionala care trebuie sa fie minimizata este:
o] = fOTuz(t)dt — min

* De gasit comanda optimala si traiectoria optimala
in baza principiului maximului.



Exemplu:

* 1. Descriem obiectul de reglare in forma ecuatiei de
stare.

* x1=y

ey =x1=x2(t)=f1
 § = x2 =ku(t)=F2

« x = f0 = u?(t)

* 2. Pentru determinarea functiilor i se scrie expreia
pentru hamiltonianul:

* H =Y oWifi=¥of0 + P f1+ P, f2

 Se fac substitutii si se obtine:
* H = ou”(t) + P1x2(t) + 1 ku(t)



Exemplu:

* H =1ou®(t) + P1x2(t) + Pakul(t)
* Functiile ; = 9H _ _ n dt;

0x; 0x;

. d¢°—¢o(t) = 0->y0(t) = c0;
. %zlpl(t) = 0->Y1(t) = cl;
. %zl/;z(t) = —1(t);-> P2(t) = —clt + c2;

e Hamiltonianul va avea urmatoarea forma:

o H = You?(t) + Pyx2(t) + Poku(t)=cOu?(t) +
clx2(t) + (—clt+c2)ku(t)



Exemplu:

e Hamiltonianul va avea urmatoarea forma:

o H = You?(t) + Px2(t) + Poku(t)=cOu?(t) +
clx2(t) + (—clt+c2)ku(t)
3. Conditii de minimizare a Hamiltonianului pe vaiabila u
este:
0H
— =2c0u(t) + (c2 —clt)k =0
ou
4. Legea de conducere este:

ZcOu(t) _ (clt—c2)k= clkt c2k

2c0 2c0 2c0




Exemplu:

4. Legea de conducere este:
u(t) _ (clt—cz)k= clkt c2k

2¢0 2c0 2¢O
5. Expresia de la pasul (4) se inmulteste cu k:
clt—c2)k? c1k?t  c2k?
ku(t) = CHDRT_ et
2¢0 2¢0 2¢0

6. Expresia de la punctul (5) o integram pentru a calcula
X2:
clk?t?  c2k*t

X2= — +c3=A
4¢0 2¢0

7. Se cuoaste ca x1 = x2(t)=A

clk?t3  c2k?t?
x1=

= x2

+ c3t+c4

12c0 4c0




Exemplu:
7. Se cuoaste ca x1 = x2(t)=A
c1k?t3  c2k?t?

x1= — + c3t+c4
12¢0 4¢0

8. In baza conditiilor initiale si finale determinam c0, c1,c2,c3,
c4.

c0=-1; c3= x20 c4=x10

6T 12 6T
x10 + x20 — x1T +

SkZI k2T3 5§iT3 5§%T3

272 x10 + SszxZO — 1272 x1T + 12T x2T

x2T

cl = —

C2 = —




Metoda programarii dinamice

* Presupunem ca sistemul supus optimizarii se
reprezinta cu urmatoarele ecuatii de stare:

x(1) = flx(1), u(?), 7)
t € [t,, tf]
u(t) € U

(1) x(tg) =x%  x(t) € X;

J=gq [x(tj), tf] + | ;fofo(x, u, t)dt



Metoda programarii dinamice

* Pentru ca perechea (u*(t),x*(t)) sa optimizeze problema
(1) este necesar ca orice valoarea lui t' €[tO,tf] si
semnalul de comanda u*(t0, tf) trebui sa fie optimala in
raport cu starea x*(t’) in care se va afla sistemul Ia
momentul t’.

* Valoarea minima a criteriului J, va depinde de valori
alese ale lui t’ si x(t") si se exprima:

six(e ), ¢ = min[go(x(t), 1) + [ o, u, 0df] (2)

* Pentru cazul cand

t=1tg s(x(tf), tf) = go(x(tﬁ, tﬁ.

Functia s = fix(t ), ¢ ) se numeste functia Bellman.



Metoda programarii dinamice

* Dupa unele transformari functia Bellman se
transforma in ecuatia Bellman, care are urmatoarea
reprezentare:

Os Os
0 = minu(r) €U| fo(x, u, t) + Z —fix,u, )+ — | (3)
=1 0x; ot

. - os os
minu(t) € U| fo(x, u, ) + ,; aif,-(X, u,t) | = — Py (4)

Os

os
minu(t) € U[fo(x, u,t) + af(x, u, t)] = a (5)



Metoda programarii dinamice

* Dupa unele transformari functia Bellman se
transforma in ecuatia Bellman, care are urmatoarea

reprezentare:

S0, 1) = oK1 1) ©)

0 0
Solx,u, t) + a—if(x, u,t) = — j: (7)

0
auj

+ 2 =0 (8
(f()(xa u, t) axf(xa u, t)) - ( )



Algoritmul de conducere optimala

* 1. Din ecuatia (8) se determina conducerea ca functie
de “s”:

u® =u*(s)

e 2. ux(s) se substituie in ecuatia (7) si, solutionand-o la

“o_

conditiile de limita, se determina functia Bellman-“s”.

* 3.Functia Bellman, obtinuta |a pasul precedent, se
substituie in expresia comenzii din conditia 1 sl se

determina conducerea optimala ca functie de
variabilele de stare.

u* =u*(x1,x2,...,xn)



