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Introducere

* Tn orice descriere modelul este elementul cheie. Tn acelasi timp trebuie
subliniat faptul ca aceasta descriere nu este unica. Un rol aparte din
punctul de vedere al mecatronicii il joaca descrirea dinamicii sistemului.
Modelele pentru sistemele dinamice pot fi construite in domeniul timp
continuu, discret sau mixt.

e O prima definitie a sistemelor este cea de sistem termodinamic:
portiune din univers pentru care se poate delimita un “interior” si un
“exterior”, interiorul continand un numar oarecare de corpuri
macroscopice, considerate ca avand o structura fizica continua.
Caracterizarea acestor sisteme se realizeaza prin starile lor
termodinamice, reprezentate ca o multime de parametri, care descriu
aspecte interne ale sistemului si relatile cu mediul inconjurator
(exteriorul sistemului). Tranzitia de stare a unui sistem termodinamic
este denumita proces fizic.



Prezentarea schematica unui
sistem




Clasificarea modelelor de obiecte
dupa proprietat

 Diversitatea si complexitatea proceselor tehnologice si tehnice intalnite
in practica presupune o varietate mare de modele matematice care
descriu adecvat functionarea si proprietatile lor. Reiesind din aceste
considerente si tinand cont de unele particularitati identice, modelele
matematice ale obiectelor de conducere pot fi clasificate dupa cum

urmeaza.



Clasificarea modelelor de obiecte
dupa proprietat

* Modelele matematice utilizate in studiul sistemelor
automate pot fi de tipul:

1. Intrare-iesire
- ecuatii diferentiale;

- functii de transfer;
- functia frecventiala.

2. Intrare- stare-iesire
- ecuatii de stare



Modele intrare-stare-iesire

Notiunea “stare” reprezinta o notiune care s-a dovedit in
decursul timpului extrem de recomandata pentru intelegerea
naturii sistemelor dinamice. Aparuta pentru prima data in
lucrarile matematiceanului H. Poincaré, notiunea de “stare” a
fost utilizata pentru studiul comportarii dinamice a sistemelor
oscilante mecanice, descrise ca si modele matematice de
ordinul doi. Ulterior, conceptul a fost generalizat — prin
lucrarile matematiceanului A. Leapunov — pentru modele de
ordin superior.



Modele intrare-stare-iesire

e Un sistem strict couzal este caracterizat de
transferul marimii de intrare spre iesirea sistemului

conform schemei prezentate in:

intrare u(t) — stare x(f) — 1esire y(t)



Modele intrare-stare-iesire

* |n figura de mai jos se prezintd schema bloc a unui sistem dinamic.

Sistemul este strict cauzal deoarece variabila de intrare afecteaza mai
intdi variabila de stare, prin ecuatia diferentiald de stare (aceasta
defineste dinamica sistemului), iar variabila de stare determina, printr-o

ecuatie algebrica (ecuatia de iesire), variabila de iesire a sistemului.
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Modele intrare-stare-iesire

* Un sistem dinamic poate fi caracterizat prin:

e una sau mai multe marimi de intrare variabile in timp
u;(t ) care formeaza intrarea sistemului;

* una sau mai multe marimi de iesire variabile in timp,
y; (t) care formeaza iesirea sistemului;

* 0 ecuatie diferentiala care leaga variabilele de stare
x, (t) de derivatele acestora, de marimile de intrare
u; (t) si perturbatia v(t);

* 0 ecuatie de iesire, care leaga marimile de iesire y, () de
variabilele de stare x, (t) si de marimile de intrare u. (t) .



Modele intrare-stare-iesire

* Se defineste sistemul simplu strict cauzal ca si sistemul de tipul:
dx
— = f(x,u,v,t
o Al )
y=g(x)

* Tn care nu exista nici o conexiune de tip reactie inversa.

* Ecuatia diferentiala de stare si ecuatia de iesire formeaza

impreuna modelul matematic al sistemului dinamic.



Exemplu

* Pentru un sistem termic trecerea dintr-o stare de
echilibbru in alta stare de echilibru poarta
denumirea de proces. Exemplu de variabile de
stare: masa, temperatura, volumul, presiunea,
densitatea, entropia etc.

A Stare initiala

Variabila 1

proces

Stare finala

>

Variabila stare 2



Modele intrare-stare-iesire

* Orice sistem liniar poate fi reprezentat prin modelul

cu variabile de stare (state-space model) descris de
ecuatiile:

dt

{dx(t) = A-x(t) + B - u(t)
y(t) = C - x(t) + D - u(t)

* Prima ecuatie a modelului se numeste ecuatie de
stare, iar ecuatia a doua se numeste ecuatie de
lesire.



Modele intrare-stare-iesire

* Variabilele de stare sunt elementele “cu memorie”
din sistem (cele care implica schimburi energetice).
Acestea pot fi identificate si in sistemul de ecuatii
diferentiale, fiind semnalele care se deriveaza.

e Daca sistemul are un semnal de intrare u(t), un
semnal de iesire y(t) si o variabila de stare x(t),
atunci va fi descris de cele doua ecuatii de mai sus,
unde A4, B, C, D sunt coeficienti (constante).



Schema bloc (flowchart) pentru modelul cu ecuatii de stare
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Modele intrare-stare-iesire

* Pentru a determina modelul cu variabile de stare a
unui sistem, trebuie parcurse urmatoarele etape:

 Scrierea ecuatiilor diferentiale care descriu sistemul
si identificarea intrarilor, iesirilor si a variabilelor de
stare din sistem.

* Prelucrarea ecuatiilor diferentiale in domeniul timp
pentru a ajunge la ecuatiile modelului cu variabile
de stare.

* |dentificarea coeficientilor/matricelor 4, B, C, D.



Modele intrare-stare-iesire

Matricea Structura Dim. Denumire
-x, (t) |
X X, () Nx1 matri(.:ea de stare N '
(matricea de tranzifie a starilor)
_xN(t)_
X, (t) |
dX . X, (t)
T =X Nx1 |matricea derivatei variabilelor de stare
| X (1) ]
-u,(t) i
u,(t)
v Mx1 |matricea variabilelor de intrare
[y, (1)
[y, (1) |
Y. (t)
Y Qx1 |matricea variabilelor de iesire
| Yo(t)]




Modele intrare-stare-iesire

—all ap; . AN
A 8y 8y e an NxN |matricea sistemului
----- (system matrix)
_a_\., a_\.z ..... am
-b,, b, ... b,y
B by by b NxM |[matricea de intrare
vee 2ss  sasms  sss (input matrix)
_bNl by e b
(¢, €2 oo CiN
€3 €2 e Can : fogi
C QxN matricea de iesire
e (output matrix)
[Cqi Cqr - Con
d,, dp, e dyy,
dy, dyy e dyy : :
D n Y2 QxM matricea de transfer direct
e we e o (direct transmitance matrix)
dg dgy oo Aoy




Exemplu

* Fie circuitul de mai jos, pentru care tensiunea de
alimentare u(t) se considera semnal de intrare, iar
tensiunea pe condensator y(t) se considera semnal
de iesire. Sa se determine matricele 4, B, C, D din
modelul cu variabile de stare pentru acest sistem.
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Exemplu

* Ecuatiile diferentiale care descriu sistemul sunt:

(u(t) =R iy (t) +u,(t) +y(t)
i, (t) = ig(t) +ic(t)
y(t) = R-ig(t)

™ —

di, (t)
t) =Ly-
u, (t) U
. dy(t)
Lic(®) =Co—7—
Matricea variabilelor de intrare: U = [u(t)]

Matricea variabilelor de stare:

Matricea variabilelor de iesire: Y =[y(0)]
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Exemplu

(u(t) = R-i,(t) +u,(t) +y(t)
i, (t) = ig(t) +ic(t)
y(t) = R ig(t)
di
u,(t) =Loy- l;it)
dy(t)

Lic(®) =Co-—7—

U= [u(®)]

|

i, (t)
y(t)

Y =[y®)]

vl dx(t)
X
=A-x(t) + B -u(t)
[
y(t) =C-x(t)+ D -u(t)
Q=1

* Ecuatia de stare din model X=4-X+B-U poate fi
scrisa desfasurat astfel:

diL(t)/dt] _ [

dy(t)/dt

a4
azq

aq;
Azz

I

i (t)
y(t)

I+]

b4
b2,

]-u(t) =

{diL(t)/dt = aqyq i (t) + ayp - y(t) + byy - u(t)
dy(t)/dt = ayq iy (t) + azy - y(t) + byy - u(t)



Exemplu

* Deoarece u; (t) nu este nici variabila stare si nici
semnal de intare

di;(t) 1 _
lc;t =1 (u(@®) —R-i (1) —y(®))

* Dupa desfacerea parantezelor si re-aranjarea
termenilor, se pot identifica coeficientii

di,(t) -R ~1 1
— . t + — t — t
—R -1 b 1
Ay = — A1 = — = —
11 Lo 12 LO 11 LO



Exemplu

] = Lo e[+ ] wo =

{diL(t)/dt = @yq " iy, (t) + agp - y(t) + byq - u(t)
dy(t)/dt = ayq iy (t) + ayy - y(t) + byy - u(t)

dy_(t) = Cio- (iL(t) - iR(t)) = l (iz.(t) - y(t))

dt Co R
1 -1
‘ = —iy(8) + = y(&) + 0 u(t)

Co Co 'R

-1
Co'R,

Az, = Ay = b,y =0

1
Co’



Exemplu

e Matricea sistemului A si matricea de intrare B sunt asadar:

[-R -1
Ly Ly 1/Lo
A= 1 -1 B =
— 0
Cn Cn 'R

* Ecuatia deiesire dinmodel Y =C - X + D - U poate fi scrisa desfasurat astfel:

y(t) = [c11 €12] - [;1;((;)) + [d11] - u(t)

* Deoarece y(t) este in acelasi timp semnal de iesire si variabila de stare, rezulta:

y)=0-iy(t)+1-y(t)+0-u(t) Cc=[0 1] D=[0]



Transformari

e Ecuatia diferentiala a unui sistem poate fi
transformata prin operatii matematice simple sub
forma:

any(") (H)+ an_ly‘"_” ) +...+a,y(t) = bmu("’)(t) +..byu(t)
sau

YO@) + 5y @y 4 %y =By u(t)
a

n n n

sau

YO0 = =2 D1y~ 20 iy 4 Py )+ Do)
a a,

n n n



Transformari

* Fie ca este dat un sistem descris prin ecuatia diferentiala

(n) (n—1) . (n) (n—1) .
Yy + a1 Yy +---+an—1y+any=bou +b1 U +---+bn—lu+bnu

* Sau

Y (s) (s" +a1s" T+ a5+ an) =U(s) (bosn +bs" . 4 bs + b.n)

* Functia de transfer:

Y(s)  bes"+bis" 4. 4+ byys+ by
U(s) "+ a1s" 4.+ An-18 + an




Forma canonica controlabila

* Reprezentarea intrare-stare-iesire

0

_.an

[ bn - anbo bn—l - an_lbo e

0

_an_l —an_2 P

0

0 I
0 T
1 Tn-1
—aq Iy
bl - alb() ]

I
)

Tn-

+ byu



Schema bloc

—» b0
bn-2
—» bn-1
u X, \
» 1/s Yn . 1/s e 2 N S /N ol bn
vrn) v(n-l) v(l)
al
an-1 |«
an |«

y'=




Exemplu:

e Este data:

* Obtinem




Forma canonica observabila

o 00 ...0 -a, || ™ " b, — agb
T2 1 0 ... 0 —Qp-1 T2 bn_l—an_lbo
: = . : : . + :
21 o : : 21 :
x.n _0 0 ... 1 —aq | , i bl—alb()
I
I
y = [00 ... 0 1] : |[+bu
Tn-1
Ty




Schema bloc

u(t)

o
3

x X,y X x X X X ¥(1)
({)—lr llsﬁLé—i s> st 1/s ilé—"» 1/s ﬁ'»i%—»

2




Exemplu:

s+ 3

* Este data: oo

UGs)
Y(s)

e Obtinem:




Forma diagonala canonica

 Sistemul se descrie prin functia de transfer data in
urmatoarea forma

Y(s) _ P(s)

U(s) (s+pi)(s+p2)-(s+pn)
ki ko ky,
N s+ p1 +3+p2+.”+8+pn

* Forma diagonala canonica este

—p; 0 e e 0 1
0 — P9 . 0 1
x(t)=1 : ot e b x(E) | u(?)
: : .. 0 :
0 0 0 —p, |




Schema bloc

u(t)

1/

X
>(+f » 1/s
“P1

1/s

¥(1)
»

)
>T_>

T—F T_li,
(8] ot

1/s

T_k
3




Exemplu:

o U(S)_ s+ 3 _ s+ 3

* Obtinem




Convertirea modelului ISI->FDT

* Este dat sistemul dinamic descris prin urmatorul
model matematic

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t)=Cx(t)+Du,
x(0)=x,

e Convertirea se face in baza relatiei:

. . 1 _~adj(sI-A)
G(s)=C(sI—A)~'B+ D—Cdet(S[_A) B+D



Calculul matriciei inverse de ordinul 2

. ((111 (112)
a1 a2
1. Se calculeaza det(A) dupa formula:

a] dai12

det A = = 11099 — (1209

a1 a2

e Daca det(A)>0, matricea este inversabila
* 2. Se scrie transpusa matriciei A.

a1l azy
a2 a2



Calculul matriciei inverse de ordinul 2

3. Se construieste matricea adjuncta a lui A

g ((1 b)
c d , unde

a=(—1)""|ax]
b= (—1)"%|ay;|

c=(—1)""|ay/|

d = (—1)*"*|ay |
4. Se construieste inversa matriciel A

A1 = ! A
det A )




Calculul matriciei inverse de ordinul 3

a1 ai12 a3
A= |an ax» axy
31 dz2 d33

e 1. Se calculeaza det(A) dupa formula:

ap; a2 a3

det A = (121 22 23| = 1122033 + 1130210132 + A12023031 —

a3y da3i2 a3s

— (13022031 — d11023 32 — 12021 A33.

e Daca det(A)>0, matricea este inversabila
* 2. Se scrie transpusa matriciei A.

(1.11 (1‘21 (1-31
tA = a2 a2  azo
(113 923 (133



Calculul matriciei inverse de ordinul 3

3. Se construieste matricea adjuncta a lui A

a

(_1)1-?-1

-3 (@12

a b c
d e f ) d
g h 1 ,unde

+2 |12

a2

23

a32
133

32

13 a3

(122

a1z az23

(—1)**

az1
az23

as
az3

as
az3

a1
a3

g=(-1*"
h — (_1)3*2

=

4. Se construieste inversa matriciei A

Al

1

A #*

det A -

(121

22

a1
a2

a1
12

31
a32

a3
as2

[ SR S
o =




Exemplu

* De transformat fdt in modelul intrare-stare-iesire

0 1 0 10
x=10 0 1 |x+]|0]|u
-1 -2 -3 0
y=[1 0 O0]x
1 0 O s 0 O
sl=s|0 1 0l=]0 s O
0O 0 1 0 0 s
s 0 O] 0 1 0 s —1 0
(sI—A)=1|0 s 0|—1]0 0 1|1=1|0 s -1
0 0 s -1 -2 -3 1 2 s+43
s —1 0
det(SI—A):det[O s —1 [=s%(s+3)+25s+1=53+3s>+2s+1
1 2 s+3




Exemplu

s —1 0
det(SI—A):det[O s —1 |[=s5%(s+3)+2s+1=53+3s>+2s+1

1 2 s+3

(s +3s+2) s+3 1

—1 s(s+3) S

adj(s] — A — —(2s+1 2

(51 — ay-1= 2HYGI= D) S (2s+1) s

det(sl — A) s3+3s?2+2s+1

G(s)=C(sl —A)™'B

1 0 0] ~1 s(s + 3) 0
-5 —(2s+1) s?|LO
s3+3s2+2s+1

(s? +3s+2) s+3 1 [10]

G(s) =

10(s? 4+ 3s + 2)
s34+ 3s2+2s+1

G(s) =



Exemplu

Este dat sistemul:

SQ .
. 0 1 3] .
s, x(t)=[_1 _z]x(t)+|:l u(t) Syt V() =—5v(1) +22(0)
- q(t)=0.5v(1)
z(t)=[1 —1{x(2)

De obtinut functii de transfer: G1(s)=Z(s)/U(s); G2(s)=Q(s)/Z(s);

Z
H1(s) =% H2(s) =% H(s) :%



Exemplu

, 0 1 3]
S, x(1)= {_1 _z]x(t) + [1 u(t)
z(t) = [1 —1-: x(1)

a=[2 L] B=[]ic=01 -1p=0.

G(s) = C(sl — A)"1B + p=c2H=D p

det(sI—A)
st=sly 11=[5 o]

s 0

(sI—4)=|, S] [1 _2] . s+2

det(sI—A):det[i s_-|—12]ZS (s+2)+1=5s2+2s+1



Controlabilitatea sitemului

Este dat sistemul prezentat in spatiul starilor:

dx(t)
dt

y(t) =C-x(t) + D -u(t)

=A-x(t) + B -u(t)

* Defenitie: Sistemul este controlabil daca si numai dacaoricare ar fi doua stari xy=x(t,) si x,;=x(t;)
si momentele de timp t, t; (t;< t;), existd o comanda u(t), cu t € [ty,t;], care sd permita

trecerea sistemului din starea initiald x, in starea finala x;.

* Un sistem este complet controlabil daca toate starile ii sunt controlabile.

* Un sistem este total necontrolabil daca toate starile i sunt necontrolabile.



Controlabilitatea sitemului

» Sistemul este controlabil daca si numai daca

lc=[B AB A2%B..A"1B]
e Sistemul este:

* cu stare controlabila — daca si numai daca rangul matricei de

controlabilitate este egal cu dimensiunea n: rangI'c =n.
 cu stare partial controlabila daca rang I'c =r<n;

* cu stare necontrolabilad daca rang I'c = 0.



Exemplu

* De verificat controlabilitatea sistemului descris prin
model intrare-stare-iesire:

il o=l



