Capitolul 7

ELEMENTE DE TEORIA
CAMPURILOR

7.1 Definitii si proprietati

7.1.1 Campuri scalare. Cimpuri vectoriale

Fie D C R3. Numim camp scalar pe D o functie (cu valori scalare) u : D — R.
Numim camp vectorial pe D o functie (cu valori vectoriale) F: D — Vj. Astfel,
oricdrui punct M € D i se poate asocia un scalar (in cazul cAmpurilor scalare),
respectiv un vector (in cazul cdmpurilor vectoriale). Atunci cand un astfel de
camp nu depinde decat de pozitia punctului M, el se numeste stationar, in cazul
in care el depinde si de alte variabile (de obicei de timp) numind-se nestationar.

7.1.2 Aspecte fizice

De exemplu, oricdrui punct de pe suprafata Pamantului i se poate asocia tem-
peratura in acel punct, obtindndu-se un camp scalar (evident, nestationar). Ace-
lasi lucru se poate realiza asociindu-i umiditatea relativa, presiunea atmosferica,
s.a.m.d.

Similar, oricdrui punct de pe suprafata Pdmantului i se poate asocia inten-
sitatea campului gravitational in acel punct (directionatd catre centrul de masa
al Pamantului, necesitdnd utilizarea unui vector pentru caracterizare completd),
obtindndu-se un camp vectorial (stationar). Acelasi lucru se poate realiza asoci-
ind viteza si directia vantului in acel punct (care, din nou, necesita utilizarea unui
vector pentru caracterizare completd), obtinandu-se insa in acest caz un camp
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vectorial nestationar.

Vom nota uneori u(M), in loc de u(x, y, z), (respectiv E (M), in loc de F (x,v,2))
pentru a sublinia dependenta cdmpului de punctul M, mai degraba decat de co-
ordonatele x, 1, z ale acestuia, in special in cazul in care cAmpul respectiv cores-
punde unei realitati fizice.

Campuri de componente

Fie un cAmp vectorial F : D — V3,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, ¥, 2)k.

Pentru determinarea acestui cAmp vectorial este deci necesara determinarea a trei
campuri scalare P, Q, R, numite cimpuri de componente.

Camp vectorial de clasi C*

Se spune ca F este camp vectorial de clasa Ck k>0, 1in situatia in care cam-
purile scalare (functiile) componente P, Q, R au aceastd proprietate.

7.2 Campuri scalare. Gradientul unui camp scalar

7.2.1 Suprafete de nivel

Fie u : D — R un camp scalar. Numim suprafata de nivel (suprafatd echipoten-
tialda) a cAmpului u locul geometric al tuturor punctelor lui D pentru care valoarea
lui # rdmane constanta.

Ecuatia unei suprafete de nivel

Suprafetele de nivel ale lui u au deci ecuatia u(x,y,z) = C, C € R. In parti-
cular, ecuatia suprafetei de nivel care trece printr-un punct dat My(xo, yo, zo) este
u(M) = u(Mp), unde M este un punct curent de pe suprafatd, forma analitica a
acestei ecuatii fiind u(x, y, z) = u(xo, yo, zo0)-

Sd observam de asemenea cd printr-un punct al domeniului D trece o singurd
suprafatd de nivel, in vreme ce doud suprafete de nivel oarecare fie coincid (daca
au acelasi C), fie nu se intersecteaza (daca ele corespund la valori diferite ale lui
0).

Exemplu. Fie campul scalar u : R® — R, u(x,y,z) = x> + y> + z%. Atunci
suprafetele de nivel u(x,y,z) = C, C > 0, sunt sfere cu centrul in O(0, 0, 0) si
razd v/ C, in vreme ce suprafata de nivel u(x,y,z) = 0 consta dintr-un singur
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| punct, anume originea O.

7.2.2 Derivata unui camp scalar dupa directia unui vector

Fiind dat un cAmp scalar #, dorim sd studiem variatia acestuia dupd o directie
datd, intr-o vecindtate a unui punct dat. Prin analogie cu cazul functiilor de o sin-
gurd variabild reald, pentru care studiul monotoniei se putea realiza cu ajutorul
derivatei, vom defini acum notiunea de derivata dupa o directie.
Fie u : D — R un cAmp scalar, fie My € D si fie ¥ un vector oarecare. Numim
s 1. a  die ot Lot , du o X
derivata a lui u in My dupa directia lui 7, notata ¥r , mdrimea care masoara
Mo
viteza de variatie a lui u In aceasta directie, raportatd la unitatea de lungime,

definita prin

du ) u(M) — u(Mp)
- = lim S
dv M, [MoM)—0 I[(MyM)

—— —
unde [(MyM) reprezintd lungimea orientatd a vectorului MyM,
o —
— |MoM||, pentru MoM = t7,t > 0,
I(MgM) = . s
—||MoM]|, pentru MoM = t7,t < 0.

9 9 . au
S3 observam cd —

do

ia in calcul, in fapt, nu doar directia, ci si sensul lui 7.
My

Monotonia unui camp scalar dupa directia unui vector

Observam atunci urmadatoarele

. du . . . .
e Daca T > 0, atunci campul scalar u creste Intr-o vecinatate a lui M
0
My

dupad directia (si sensul) lui 7,
du

e Daca 5 < 0, atunci campul scalar u scade intr-o vecinatate a lui My
v
My

dupa directia (si sensul) lui 7.

Legatura cu conceptul de derivata partiala

Conceptul de derivatd dupd directia unui vector il generalizeazd pe cel de

d

derivatd partiald. Astfel, pentru v = 7 obtinem ca _L; = %/ iar pentru 7 = 7,

respectiv @ = k, obtinem c& du_ ou respectiv du _ ou
P o ont i oy PN R T o
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Formula de calcul

Teorema 7.1. Daci u este de clasii C' pe o vecindtate a lui My, iar T = v17+ va] +
vsk este un vector nenul, atunci

du _ du (7 ou vy  du v 1)
dg |, ox |, gl "oy |, 118l oz |, 7] '
My My My My
o Ay Y1 U2 U3 . 1 . =
Intrucat & Tl Tal sunt componentele versorului director al lui 7 cu ace-
g)|” ||9]|” |7
lasi sens ca si ¥, membrul drept reprezintd produsul scalar dintre vectorul #i =
ou — ou - ou 7 . . . .
5 +5 |, T k normal la suprafata de nivel a lui u prin My si verso-
MO MO MO

rul asociat lui 7 cu acelasi sens ca si @.

Practic, valorile derivatelor partiale ale lui u, calculate in punctul My, se in-
multesc cu componentele corespunzdtoare ale versorului obtinut prin impartirea
lui 7 la norma sa, adunandu-se apoi rezultatele.

De asemenea, formula de mai sus se poate pune si sub forma

Ju

o+ ou +
cos 3y cos 3 e

Mo

cos 7y,
My

My My
unde cos «, cos B, cos y sunt cosinusii directori ai lui @.

Exemplu. Determinati derivata cAimpului scalar
u:RP 5 R, u(x,y,z) = x4+ x? — xXyz
in My(1, —3,2) dupa directia vectorului = 27 — 2] 4 k. Creste u intr-o ve-

cindtate a punctului My dupa directia lui 7, sau scade dupa aceasta directie?
Determinati ecuatia suprafetei de nivel a lui u pe care se aflda M.

Solutie. Calculdm mai intdi derivatele partiale ale lui u. Au loc relatiile

g—z = %(x3 + x?y — xyz) = 3x% 4+ 2xy — yz
g—; = %(x3 +x%y — xyz) = ¥* — xz

ou 0

Fr E(x3 + x%y — xXyz) = —Xxy.
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Precizam acum valorile acestor derivate partiale in punctul My. Pentru x = 1,
y = —3,z = 2, obtinem cd

ou
7 ay

a_u
"0z

= 3.
My

My My

De asemenea,

13] = /22 + (—2)2 +12 = V9 =33,

iar versorul asociat lui 7 cu acelasi sens ca si U este

1 1 .2 2. 1.
L G S(T—274R) = S7— 574 -k
R A A U VR
Atunci
du 2 <2> 1 1
Ml 3. ci (e (=2) 432 == >
i | 37D —3)+33=73>
0

Deducem de aici cd intr-o vecindtate a punctului My campul scalar u creste dupd
directia (si sensul) lui 7. Deoarece u(Mp) = 13 + 1?(=3) — 1(—3)2 = 4, rezulti ca
ecuatia suprafetei de nivel a lui u pe care se afla M este u(M) = 4.

7.2.3 Gradientul unui cAimp scalar

Fie u : D — R un cAmp scalar de clasd C!. Numim gradient al lui u cAmpul
vectorial definit prin

radu = a—u?+ a—uﬁ—k B_uE
& ©ox ay] 0z

Exemplu. Determinati grad u, unde u : R®> — R este cAmpul scalar definit
prin

u(x,y,z) = x>+ yz.

Solutie. Se obtine cd

_ 9.2 -, 92 -, 9.2 T 2T Tk
gradu = ax(x +yz)i + ay(x +yz)] + 8z(x +yz)k = 2x7+ zj + yk.

Exemplu. Determinati grad u, unde u : R®> — R este cAmpul scalar definit
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prin
u(x,y,2) = 22 +y?+ 22 = ||7|
(norma vectorului de pozitie 7 = x7+ y7 + zk atasat lui M(x, y, z)).

Solutie. Pentru (x,y,z) # (0,0, 0), se obtine ca

9 J d -

gradu = a(\/xz + Y2+ 227+ @(\/xz + >+ 227+ a—z(\/x2 +y? + z2)k
a 7+ Y 7+ z k

SIS

1 . . -
= (X7 4 y7 + zk).

oS

Are deci loc relatia

|~

grad([|7]}) = K 7 #0.

=~y

Gradientul ca vector normal

Sd observdm cd grad u |, (vectorul gradient calculat intr-un punct M) este
coliniar cu versorii normali la suprafata de nivel a lui u care trece prin punctul
M. In fapt, in ipoteza ca grad u | M, 7 0, unul dintre versorii normali este

- gradu [y,

4

ngad U | pg,
celalalt fiind —7i.
Proprietatea de proiectie

Conform (7.1), rezulta cd, pentru un vector 7 dat,

du
dd

B

= gradu |y, -

]| = pry(grad u |Mo)r
Mo

unde ,,-" noteaza produsul scalar a doi vectori. Obtinem cd derivata dupa directia
unui vector este proiectia scalara a gradientului pe acel vector.

Directia celei mai rapide cresteri (descresteri)

Conform (7.1), rezultd cd, pentru un versor @ dat,

= gradu [y, - T.
My

dd
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De aici, calculand derivata dupa directia versorului 7 (in fapt, directia gradientu-
lui), obtinem

du
dii

rad u
= gradu |y, -1 = gradu |, 8 g

My | ngadu | Mo ) ngad“ |MOH.

Deducem de aici cd directia lui 7 (in fapt, directia gradientului) este o directie de
crestere a lui u. Similar, directia lui —7 (in fapt, directia opusd gradientului) este
o directie de descrestere a lui u.

Deoarece

du

75 = gradu [y, -0 = ngadu |M0Hﬁ-z7: ngadu |M0Hc056,

0

unde 6 este unghiul dintre # si 7, obtinem atunci

cos 0.
My

Cum |cos 6| < 1, directia celei mai rapide cresteri (descresteri) a cimpului sca-
lar u este cea a unui versor al normalei la suprafatd. De asemenea, sensul de
crestere este sensul gradientului, sensul de descrestere fiind sensul opus gra-
dientului.

Exemplu. Fie cimpul scalar
u:R3 — R, u(x,y,z)= x2 —y2 + 72

si fie A(2,1, —2). Sd se determine suprafata de nivel ce trece prin A, gradien-
tul cdmpului scalar u in acest punct si un versor director al normalei in A
la suprafata de nivel a lui u. Precizati daca u creste sau scade dupa directia
acestui versor.

Solutie. Deoarece u(A) = 7, urmeazad ca suprafata de nivel a lui u care trece prin
A are ecuatia u(x,y,z) = u(A) = 7, adicd x> — y? + z> = 7, fiind un hiperboloid
cu o panzd. Deoarece

Jdu ou ou

5. — 2 7 5. — _2 7 = — 2 7

ox * y Yoz :
rezulta ca

grad u = g—Z?—k ?)_;q- g—;l% — 2x7— 2y] + 22k —> gradu |, = 47— 2] — 4k.
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Un versor director al normalei la suprafata de nivel a lui u care trece prin A este

. gradu |, 1 I N D
n= = (47— 27— 4k) = — (47— 27 — 4k)
lgradu o] ~ 21 (225 (a2 6
_ 2 1. 2
333"

Deoarece 7i are sensul gradientului, se obtine ca u creste dupa directia lui 7.

Proprietdti de calcul

Au loc urmatoarele proprietati, consecinte imediate ale proprietatilor deriva-
telor partiale cu ajutorul carora este definit gradientul (aditivitate, omogenitate,
formula de derivare a produsului, formula de derivare a raportului, regula lan-
tului).

Teorema 7.2. Fie uq, up doud campuri scalare de clasi C pe D si fie c € R. Atunci
1. grad(u; + up) = grad u; + grad uy;
2. grad(cuy) = cgrad(uy);
3. grad(uqup) = (grad uy)uy + ui(grad up),

iar dacd up # 0 are loc i
[Z5] 1
4. grad (—) = —l(grad u1)up — ug(grad uy)].

Fie de asemenea u un camp scalar de clasi C* pe D si fie ¢ : R — R o functie de
clasd C'. Atunci

grad ¢(u) = ¢'(u) grad u.

Exemplu. Dacd
7= x4 yJ + zk,

determinati f : [0,00) — R de clasd C! astfel incat 7- grad f(||7]]) = ||7||
pentru orice 7 € V3.

Solutie. Conform regulii lantului, rezulta cd

7:‘

grad f(I7ID = F/(I7) grad(I7l) = £ (UFD ey, 770
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De aici, pentru orice 7 # 0,

R N "A7D - FAFD o2 S 1
7-grad fIF) = - () = el = HEel e = ey ).
Urmeaza ca
FATDIF = 171> = FA7) = |7, 7 #0.
Atunci f'(4) = u pentru orice u € (0,00) (de fapt, prin continuitate, si pentru

2
u:0),iarf(u):/udu:%—I—C,CElR.

7.3 Campuri vectoriale. Divergenta si rotorul unui
camp vectorial
In cele ce urmeazd, vom incerca sa caracterizam atat ,intensitatea"”, cat si rota-

tia unui cdmp vectorial F. Ambele concepte vor fi mai usor de urmarit daca ne
imagindm campul vectorial respectiv ca descriind miscarea unui fluid. Intuitiv,

NANAYT 72727 NNV LY
NNAN KT S NN N VS
A N N I A A T
e L YN N T T YN N
O LV NN 7 NN
S LIV NNN S T NVNN

Figura7.1: F, B : R® — V3, Fi(x,y,2) = xT+ y], B(x,y,2) = —xT— yT

tigurile de mai sus, in care cAmpurile vectoriale respective sunt reprezentate cu
ajutorul unor sdgeti par sd descrie patru situatii distincte.

In prima, cAmpul vectorial pare a fi in expansiune, avand ca sursa principala
originea, care pare si ,,emitd" campul vectorial. In cea de-a doua, originea pare sa
,absoarba" campul vectorial. In cea de-a treia, cAmpul vectorial pare s execute
o miscare de rotatie in jurul originii. Toate aceste situatii sunt ,pure", in sensul
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Figura 7.2: F3,F; : R® — V3, B(x,y,2) = —yT+ &7, Fa(x,y,2) = (y — x)T— (x + )T

ca in primele doud exemple campul (sau fluidul) executd o miscare radiald (de
indepartare sau apropiere de centru), corespunzatoare , emisiei" sau , absorbtiei",
fara rotatie, In vreme ce in al treilea exemplu este executatd o miscare de rotatie.

In fine, cea de-a patra situatie este ,mixtd", in sensul cd sunt executate in ace-
lasi timp o miscare de rotatie si una de apropiere de centru (,,absorbtie").

Pentru a studia aceste fenomene (,,emisie" si ,absorbtie” pe de o parte), res-
pectiv rotatie pe de alta parte, vom introduce in cele ce urmeazd doi operatori
diferentiali, numiti divergenta si rotor.

7.3.1 Divergenta unui cimp vectorial
Fie F: D C R® — V3 un camp vectorial de clasi C,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Numim divergenti a cAmpului vectorial F cdimpul scalar definit prin

.= OdP 9Q dR
leF_$+a_y+B_z'

In aceste conditii, referindu-ne la primele doua exemple,
- d d d
le(Fl) = a(X) + @(y) + E(O) =2>0,

.= 0 0 d
div(Ry) = S0+ 5 (9 + L0 = -2<0,
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deducand, intuitiv, faptul cd divergenta pozitiva este asociatd unor fenomene de
,emisie", iar divergenta negativa unora de ,,absorbtie" (o justificare mai detaliata
va fi oferitd ulterior). Ceea ce este poate mai putin intuitiv este faptul cd toate
punctele domeniului ,emit", respectiv ,,absorb", originea nefiind singurul punct
cu aceastd proprietate, asa cum pare sd indice desenul.

De asemenea,

- 0
div(F3) = aa—x(—y) + @(x) + aa_z(O) =0,

.= d d )
div(Fy) = S =0+ 5 (X =P+ S0 = -2 <0,

ceea ce confirmad intuitia initiald (in al treilea exemplu are loc doar o miscare de
rotatie, fard ,emisie" sau ,absorbtie", iar in cel de-al patrulea are loc o ,absorb-
tie").

S observam ci putem defini similar si divergenta unui camp vectorial G :
E C R? — V,. Astfel, daci G:E— V; este un camp vectorial de clasa cl,

G, y) = P(x,y)i+Q Y],
vom numi divergentd a cimpului vectorial G cAmpul scalar definit prin

. = JdP 9Q
le G == g + @
Campuri vectoriale solenoidale

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C'. Spunem ci F este solenoidal
in D daca div F este identic nul in D.

Conform cu observatiile anterioare, un camp solenoidal este un camp fara
surse (pozitive sau negative, adicd atat fara ,emisie" cat si fara , absorbtie"). Sa
observam cd, utilizand notatiile de mai sus, I% este un camp vectorial solenoidal.

Proprietiti de calcul

Au loc urmaétoarele proprietati.

Teorema 7.3. Fie Fy, F, doui campuri vectoriale de clasi C' pe D, fie u un camp
scalar pe D gi fie c € R. Atunci

1. div(F; + B) = div(F) + div(E);

2. div(cF)) = cdiv(E);
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| 3. div(uFy) = (gradu) - i + u div(Fy).

Ultima formuld este un rezultat analog formulei de derivare a unui produs, cu
deosebirea cd lui u, fiind un cdmp scalar si nu unul vectorial, nu i se poate aplica
divergenta.

Exemplu. Determinati div E,unde F: D — Vj; este campul vectorial definit
prin
F(x,y,2) = xT+yj+ zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z))

Solutie. Se obtine ca

. = 0 0 0
divF = g(x)+@(y)+a—z(z) =1+1+1=3.
Are deci loc relatia
div(7) = 3.

Exemplu. Determinati div F, unde F : D — V3 este cimpul vectorial definit
prin
F(x,y,2) = |[FII*7

(7F=x1+yr+ zk reprezintd vectorul de pozitie atasat lui M(x,y, z))
Solutie. Se obtine cd
div F = div(||7||*7) = grad(||7||%) - 7 + ||7]|? div(7).

Cu notatia ¢(x) = x?, deducem

|~

grad(|[7]%) = grad ¢(|[7]) = ¢'(|[7])) grad |7]| = 2|[7|l;zr =27, 7 #0.

=~

Deoarece
divy =3,

rezulta ca
div F = 2774 3||7)|* = 2||7]|* + 3]|7||> = 5|7

Solutie alternativa. Observam ca

F(x,y,2) = (&* + y* + 2)(xT+ y] + zk)
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= x( + ¥+ D)+ Y+ + D+ 20+ + 2k,

si atunci
div(F) = (2 + 12 + 20 + (2 4+ 12 + ) + (2 + 2+ 2)2)
ox oy 0z
:2x2+(x2_|_y2+22)+2y2+(x2+y2+22)+222+(x2+y2+22)

= 5(x? + y2 + 22).

7.3.2 Rotorul unui camp vectorial

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C?,

F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Numim rotor al campului vectorial F campul vectorial rot F definit prin

&

-(5-%)

—

1

Jdz  Ox

()5 (22

rotﬁ =

NS~
QO &y -
Yl =

Referindu-ne la exemplele de mai sus,

rot Fy = = (%(0) - a%(y)) 7+ <%(x) - %(0))7

=2 Hlo ~
< o~
o Flo =

(5500 550)F =0

similar observandu-se ca rot [, = 0. Aceasta confirmd, din nou, intuitia initiala

(lipsa fenomenenului de rotatie din primele doua exemple). In plus,

ro’cl-?;»j = = (aa—y(O) — %(x)) 7+ (%(_y) _ aa_x(o)> 7

Flo =~
R Yo —y
o Yo =

—y
+ (%(x) - %(—y)) k = 2k,
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- (%(0) - %(—x - y)) I+ (aa—z(y —X) = %(@) 7

o Yo =1

d 0 - >
+ (a(—x —VY) — @(y — x)) k = —2k.

Notatie alternativa

In loc de rot F se mai foloseste si notatia curl F (,,to curl”, din limba engleza,
inseamna ,a se rasuci', ,,a se ondula").

Campuri vectoriale irotationale

Fie F : D — V3 un camp vectorial de clasi C!. Spunem c4 F este irotational
in D daci rot F este identic nul in D.

Sa observam cd, utilizand notatiile de mai sus, F si F, sunt cAimpuri vectoriale
irotationale.

Proprietati de calcul

Au loc urmaétoarele proprietati.

Teorema 7.4. Fie Fy, F, doud campuri vectoriale de clasi C! pe D, fie u un camp
scalar de clasii C pe D si fie c € R. Atunci

1. rot(F; + E) = rot(F;) + rot(E);

2. rot(cEy) = crot(Ey);

3. rot(uﬁl) = gradu X 151 + urot ?1.

Ultima formuld este, din nou, un rezultat analog formulei de derivare a unui

produs, cu mentiunea cd lui u, fiind un camp scalar si nu unul vectorial, nu i se
poate aplica rotorul.

Exemplu. Fie cdimpul vectorial [:R3— V;,

F(x,y,2) = (y + 2)T+ (z + 07 + (x + y)k.

Demonstrati ci F este atat irotational, cat si solenoidal.
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Solutie. Se obtine ca

77 K
F—| 2 9 9
rot F = ox ay 0z

y+z z+x x+y
_ (9 _9 )~ (3 9 >H
_(ay(x+y) az(Z”) Lt az(y“) ax(”y)]
0 0 -
—I—(a(z—l—x)—@(y-i—z) k
=(1-1)7+1 -1+ @1 -1k =0.

Are deci loc relatia
rot(ﬁ) =0,

campul vectorial F fiind irotational. De asemenea
divF = a( +z)+ J (z 4 x) + a(x+ )=0+04+0=0
VET Y Ay azo VT -

Are deci loc relatia
div(F) = 0,
campul vectorial F fiind si solenoidal.
Exemplu. Determinati rot E,unde F : R3 — V; este campul vectorial definit

prin
F(x,y,2) = xT+yj+ zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z)).

Solutie. Se obtine ca

T 7 k
rotF = % % %
x Yy z

d d . d d . d d -

= (570~ 50) 7+ (5209 - 520 7+ (5200~ 55

Are deci loc relatia
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Exemplu. Determinati rot ﬁ, unde F: D — V3 este campul vectorial definit
prin
F(x,y,z) = ||7||°7

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x, y, z))

Solutie. Se obtine ca
rot F = rot(||7]|*7) = grad(||7||?) x 7+ ||7]| rot(¥).

Cu notatia ¢(x) = x2, obtinem

H

grad(|[7]%) = grad ¢(|[7])) = ¢'(|7])) grad |7]| = 27|l = 27, 7 #0.

=l

Deoarece
rot7 =0,

urmeaza ca
rotF =2 x7¥+0=0.

Solutie alternativa. Observam ca

F(x,y,2) = (X2 +y* + 2 (T + y7 + zk)
= x( + Y2 + T+ y? + P+ DT+ + 7 + 2,

si atunci
7 7 k
T 0 0 0
I‘Ot(F ) = a 8_ a—

x(x? —l—y +2%) y(x —l—y +2%) z(x? -|—y +2%)
( z(x* +y* +2%) — J (y(x +y +z2)))

( (G0 P+ 2) — (P 4y 4 )T

J 2 .2 2y 2 ,.2, .2 > 7
+(a(y(x +y°+2z9) @(x(x +y +2z9) )k
= Qyz — 2yz)T+ (2zx — 2zx)7 + (2xy — 2xy)E =0.
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Exemplu. Fiind dat un camp scalar u, precizati daca urmatoarele operatii au
ca rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. div(rotu), 2. grad(divu), 3. div(grad u), 4. rot(grad u).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, Intrucat rot u nu este bine definit (roto-
rul se poate aplica unui camp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 2 nu este bine definitd, intrucat div u nu este bine definit (divergenta
se poate aplica unui cAmp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 3 este bine definitd, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului grad u
este un scalar).

Operatia 4 este bine definitd, cu rezultat un vector (rotorul vectorului grad u
este un vector).

Exemplu. Fiind dat un cAmp vectorial F, precizati dacd urmatoarele operatii
au ca rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. rot(grad F), 2. grad(div F), 3. div(rot F), 4. rot(div F).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, intrucat grad F nu este bine definit (gra-
dientul se poate aplica unui cdmp scalar, nu unuia vectorial).

Operatia 2 este bine definita, cu rezultat un vector (gradientul scalarului div F
este un vector).

Operatia 3 este bine definitd, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului rot F
este un scalar).

Operatia 4 nu este bine definitd, intrucat rot(div F) nu este bine definit (rotorul
se poate aplica unui cAmp vectorial, in timp ce div F este unul scalar.

7.3.3 Operatorul V al lui Hamilton

Operatorii de baza ai teoriei cdimpurilor mentionati mai sus, anume grad, div
si rot, se pot exprima sub o forma simplificatd cu ajutorul urmatorului operator
diferential V, numit si operatorul lui Hamilton,

Jd, Jd_, 0=

Acest operator poate fi gandit ca un vector simbolic, cu conventia cd produsul

, o : . J
fiecaruia dintre simbolurile —, —, —
ox" oy’ 0z
partiald corespunzdtoare a acestei functii.

cu o functie (cAmp scalar) u este derivata



240 Capitolul 8 ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

Exprimarea gradientului

Astfel, pentru un camp scalar u de clasa C L

Jd, OJ_, O0- _Buq ou._, au—»_
Vu—<£l+@]+£k>u—al+@ +$k—gradu,

operatie care trebuie ganditd similar Inmultirii dintre un vector si un scalar.
Exprimarea divergentei
Similar, pentru un cAmp vectorial F de clasi C?,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, 2)k,

rezulta ca
= (0. 0, 8—») . . > dP 9Q OJR . =
V.F_<$1+@]+$k <P1+Q]+Rk>—ax+ay+az—dlvF,

operatie care trebuie ganditd similar produsului scalar a doi vectori. Sa remar-
cam, totusi, ca operatia respectiva nu este comutativa. Intr-adevar

= d 0 d
F-V=P— — + R—.
v ox + Qay + 0z
Exprimarea rotorului
De asemenea
T 7 k
Vxﬁ:% % aa—zzrotf,
P Q R

operatie care trebuie gandita similar produsului vectorial a doi vectori.
Retinem deci

= =

Vu = grad u, V.-F=divF, V x F =rotF.

7.3.4 Operatorul A al lui Laplace

Prin analogie cu operatorul V al lui Hamilton, putem introduce urmatorul ope-
rator diferential A, numit si operatorul lui Laplace, sau laplacian

02 9% 92

A=—=+5+-5.

a2 T Iy? oz
2 9 &
o2 9y a2
cu o functie (cAmp scalar) u este derivata partiald corespunzdtoare acestei functii.

Din nou, se face conventia cad produsul fiecaruia dintre simbolurile
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A aplicat unui cdmp scalar
Astfel, pentru un camp scalar u,

C\ox2 oy?  9z2 )7 9x2  9y?  09z2

Se observa cd, in fapt,

div(grad u) = div (a—uT+ a—uj'—i— a—“%) _9 <8u> + 9 <a_u) + 9 (E)u)

ox  dy’ 0z ox \dx oy \dy oz \ 9z
_ %u L 0%u n Pu Au
Cox2 oy 9z2

Altfel scris,
Au =YV -(Vu) = Vu

A aplicat unui cdmp vectorial
Pentru un caAmp vectorial F,
f(x, y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)]T + R(x,y, Z)E,
rezultd ca

AF = A(PT+ Q7 + RK) = (AP)7+ (AQ)] + (AR,

operatorul A aplicandu-se pe componentele lui F.

7.3.5 Productivitatea unui domeniu si circulatia unui camp vec-
torial
Productivitatea unui domeniu

Fie F : D C R® — V3 un camp vectorial de clasd C!. Vom numi productivitate

a domeniului V C D cantitatea // div FdV.
1%

Circulatia unui cdamp vectorial

Vom numi circulatia cAimpului vectorial F de-a lungul curbei (I) C D mari-
mea (scalard)

C:/fwﬁ:/PM+Q@+Rﬂ.
r r
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Observam cd daca E este un camp de forte, atunci C reprezinta lucrul mecanic
efectuat de F de-a lungul lui (T).
Sd presupunem acum ca (I') mdrgineste un domeniu plan D;. Definim atunci

1 -
=——— | F-dr
Con aria(Dl)/r r

ca fiind circulatia medie pe unitatea de arie a lui D;.

7.3.6 Definitia revizuita a rotorului

Putem defini atunci rotorul unui cAmp vectorial F, nu neaparat de clasi C!, pre-
cizand proiectia (scalard) a lui pe un versor arbitrar 7 din V3 cu ajutorul formulei

= 1 F
gTotF(M) = lim  ~——-o | F-d7,
pr;; rot F(M) aria(lDIS—ﬂ) aria(Dl)/F '
MeDq

(T') fiind curba inchisa care margineste D1, un domeniu continut intr-un plan per-
pendicular pe 7, atunci cand aceastd limita exista.

Daci F este un camp vectorial de clasi C', aceastd definitie se reduce la defi-
nitia initiald. Totusi, aceasta din urma definitie precizeaza sensul fizic al rotorului
ca fiind circulatia infinitezimala pe unitatea de arie.

7.4 Campuri vectoriale particulare

Vom incepe prin a mentiona cateva proprietdti de legdtura intre gradient, diver-
gentd si rotor.

Teorema 7.5. 1. Pentru orice cimp scalar u de clasd C?,

rot(grad u) = 0.

2. Pentru orice cAmp vectorial E de clasi C2?,

div(rotF) = 0.

Demonstratie. 1. Fiind dat un cAmp scalar u de clasd C?, si observam ca

— — E

; g) 3 ?u  u ., ?u  Pu .
rot(gradu) = |37 v 32| = — T+ _ j

ﬁ ﬁ ﬁ dyoz  9dzdy 0z0x  0x0z

Jx dy 0z
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Pu  Pu \- =
i <8x8y a ay8x> k=0,
conform egalitdtii derivatelor partiale mixte ale lui u.
2. Fiind dat un camp vectorial F de clasa C2?,
ﬁ(x, y,z) = P(x,y,z)T+ Q(x,y,2)T + R(x,y, Z)E,

sd observdm ca

div(rot F) = div KG_R - 8_Q> 7+ (a—p - a—R> 7+ (a—Q — 8_P> ﬂ

dy 0z oz Odx ox  dy
_ 2 (R0, 0 (0P aRY 0 (0 o)
- 9x \dy 0z oy \dz  ox dz \ox  dy

__%R__¥Q4_¥P__¥R4_¥Q__¥P
~ 9xdy 0xdz Oydz Jydx 0zdx  0zdy
—0,

conform egalitdtii derivatelor partiale mixte ale lui P, Q, R. [ |

7.4.1 Campuri potentiale
Fie un camp vectorial F:D— Vs,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

Vom spune cd F este un camp potential daci el este gradientul unui cAmp sca-
lar, adicd existd u : D — R astfel ca F = grad u, campul scalar # numindu-se
potentialul sau functia de fortd a cimpului vectorial E.

Legdtura intre potentialul unui cAmp vectorial si potentialul unei forme dife-
rentiale

Se observi de aici ci daca F este un cAmp potential,
F(x,y,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k.

iar u este potentialul sdu, atunci

ou ou Ju
FPARECI MR M

Altfel spus,
F(x,y,2) = P(x,y,2)7T+ Q(x,y,2)] + R(x, y, 2)k
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este un camp potential dacd si numai daca forma diferentiald asociata
dF = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz

este formd diferentiald exactd, iar u este un potential pentru F dacs si numai
dacd este un potential pentru dF. Obtinem atunci urmdtoarea consecintd a Te-
oremei 4.10.

Teorema 7.6. Fie F : D C R® — R un camp de clasi C* pe domeniul simplu conex
D. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

1. / F - d7 este independentd de drum in D.

2. / F.-dF =0 pentru orice curbd inchisd netedi pe portiuni (C) continutd in
C
D.

3. F este camp potential.

4. F este camyp irotational.

Dacd D nu este simplu conex, atunci primele trei conditii sunt echivalente, iar cea
de-a patra este o conditie necesara pentru celelalte trei, nu neapdrat si suficienta.
In plus, are loc urmdtoarea formuld de calcul, similard formulei Leibniz-Newton
pentru integrala definita.

Corolar 7.6.1. Fie F : D C R® — R un cimp potential pe D si fie AB o curbi netedi
pe portiuni in D. Atunci

//TB ﬁ -dr = M(xB, ]/B/ ZB) - u(xA/ yA/ZA)/

unde u este potentialul lui F.

Exemplu. Fie cdimpul vectorial F:R® — V3 definit prin
F(x,v,2) = xyz(yz7 + zx7 + xyk).

Demonstrati ci F este un camp potential si determinati un potential al aces-
tuia.
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Solutie. Observam ca

F(x,v,2) = xy?2%T+ x2y22] + x>y?zk,

iar
r7F
r—| 9 9 9
rot F = ox ay 0z
xy’z? x*yz? x*y’z

_azz_az2>~ (8 22y 9 22)~
= (ay(x y°z) aZ(x yz9) | T+ aZ(xy z°) Bx(x yz) |7
d .2 2 9, 23 )*
+ (530292 - P2 )
= (2x%yz — 2x%y2)T + (2xy*z — 2xy%2)] + (xyz? — 2xyz?)k = 0.
Urmeaza ci F este irotational si, fiind definit pe intreg IR? (care este simplu conex),
este si cAmp potential. Fie u potentialul sdu. Atunci

Ju 2 2

ou ou _ o o O _ o9
5 = W ay—xyz, 5, =Xz

Deducem cd ,
u= /xyzzzdx = Exzyzzz + ¢1(y, 2).

Observam ca u(x,y,z) = %xzyzz2 verificd toate cele trei egalitdti, fiind deci un

potential al lui F.

Exemplu. Fie campul vectorial F : R® — V3 definit prin

F(x,y,2) = (x +y + 2)(xT+ y] + Zk).

Demonstrati ci F nu este un camp potential.
Solutie. Observam ca

F(x,y,2) = (4 xy + x2)T+ ( + yx +y2) + (& + 2x + zy)k,

iar

Flo—t
o =

7
rot F = % %2
X>+xy+xz vP+yx+yz z2+zx+zy
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= (i(zz+2x+z )—i( 2+ yx+ z))?
+ (3(x2+x + xz) — i(224—zx+z ))q
0z 4 ox V)

ox
=z—-yYi+x—-—27+W— x)E.

d 0 >
+ <—(y2 +yx +yz) — @(x2 +xy + xz)) k

De aici, rot F este neidentic nul in R3, iar F nu este irotational. Nefiind un camp
irotational, F nu este nici un camp potential.

Exemplu. Fie campul vectorial F : R® — V3 definit prin
F(x,y,2) = (¢ +y* + 22)"(x7 + y7 + k).

Demonstrati ci F este un camp potential si determinati un potential al aces-

tuia.
Solutie. Observam ca
E(x,y,2) = ||7||*"7, 7= x7T+ y]+zk.

Cautdm atunci un potential u de forma u = ¢(||7||). Atunci

— - ? = e
grad u = grad ([|7])) = ¢'(I|r||)W, r#0,

iar
— — 1 — — — =
712" = @'(HY\I)W = ¢'([7Fl) = [[F|>**!, 7#0.
De aici,
Pr)=r"" r >0 = o) = /rZ”Hdr _ +C
’ 2n +2

Se obtine cd un potential al lui F este

(\/x2+]/2+22)2n+2 1 2 2 2w+l
2n+2 = o2 Y +25)"

u(x,y,z) =
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7.4.2 Campuri solenoidale

Reamintim ¢ un cAmp vectorial F : D — V3 de clasi C! se numeste solenoidal
in D daci div F este identic nul in D.

Urmadtoarele proprietdti sunt atunci consecinte ale formulei lui Stokes, res-
pectiv ale formulei Gauss-Ostrogradski si formulelor de legdturd mentionate in
Teorema 7.5.

Teorema 7.7. 1. Fluxul unui cimp solenoidal de clasi C* printr-o suprafati ne-
tedd itnchisi este 0.

2. Rotorul unui camp G de clasit C2 este un camp solenoidal.

7.4.3 Campuri armonice

Fie F : D C R® — V3. Vom spune ci F este armonic daci este in acelasi timp
solenoidal si irotational.

Dacd D este simplu conex, atunci F este de asemenea un camp potential. Fie
u potentialul acestuia. Atunci

Au = div(grad u) = div F = 0. (7.2)

O functie u de clasd C? care satisface ecuatia (7.2), numitd ecuatia lui Laplace, va
fi numita functie armonica.

Exemplu. Fie campul vectorial F definit prin F : R® — V3,

F=@Wy+z2)+E+x)7+(x+ y)E.

Determinati un cimp vectorial A astfel ca F = rot A.
Solutie. Fie A : R® — V3,

A(x, y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)T + R(x, y, Z)E.

Atunci
L 20 oP  9R 90 P
A2 9 9| _ (22 _ =)y (L T2 )70 (2= _T2 )%
otA=1ac 9y % <8y BZ)H_(BZ 8x> +(8x 8y>k'
P Q R
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de unde
J0R 0Q
@ — & =Y +z
P IR _ ik
9z ox
0Q oP
\a — @ =x+ y
Din motive de simetrie, cautam P, Q, R astfel incat
(OR 1 00 1
@—E(y+z), 5, = —§(y+2)
oP 1 oR 1
g—E(Z‘i‘x), g——E(Z‘i‘X)
00 1 oP 1
\g—i(x*‘y)/ Em 2(x—|—y)
Deoarece
o _ 1(z + x)
oz 2 ’

rezultad ca

1 1, 1
P—/z(z—i—x)dz—zlz +§zx+g01(x,y).

Similar, deoarece
oP

1
@——E(Hy),
rezulta ca

P—/—l(xqL )d _ 1 2—1x + @a(x, 2)

Comparand cele doud expresii ale lui P, observam ca o posibila solutie este

1, 1 1, 1 1
P=2"4 -zx— 37 — Sxy = —(y
17 Ty =5l

Din considerente similare obtinem

— 2% — %x(y —2).

IR PR N S R P R N S
Q= 4(2 x°) 2y(z x), R= 4(x y) 2z(x ).

Campul vectorial cautat este atunci
Fo 22— 4 txy - }*_{12_2 o
Fe o 102Dt 5xy—2)| 71— |3 )+ -] 5

1 , 2 1 -
Z(x —y )+§z(x—y)} k.
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Exemplu. Fie campul vectorial F definit prin F : R® — V3,

F = x7+ yj + zk.

Demonstrati cd nu existd un camp vectorial A de clasa C? astfel ca F = rot A.

Solutie. Daci ar exista un cAmp vectorial A de clasi C2 astfel ca F = rot A, atunci
ar trebui ca
div F = div(rot A) = 0.

Observam cid

2 0 9 . B
dlvF_a(x)+@(y)+g(z)—l+l+l—37&0,

de unde deducem cd nu exista un cdmp vectorial A cu proprietatile cautate.

Aplicatii
7.1. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci
grad(d-7) =4, div(@ x 7) = 0, rot(d x 7) = 24.
7.2. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci
grad(@-7)") = n(@-7" 4, n<cN*

7.3. Fie d € V3 un vector constant. Demonstrati ci

a a-7 o
d = 7, 7#£0.
gra (H H”) FlF R T

7.4. Determinati o functie f : [0,00) — R de clasd C' pentru care

7 grad f(||7]]) = [|7]].
7.5. 1. Demonstrati cid

?
il

grad( )= —n 7#0,neN.

7

| n
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2. Demonstrati cid F:R?®— V;,

@

—

f(x,y,z):— 7, rT=x —|—yj'—|—z%, CeR,C>0,

Gk
(cAmpul fortelor de atractie gravitationali) este un cdmp potential.
7.6. Fie F : R® — V3,
F(x, Y,z) = (yz +4x)7+ (xz + 4y)7 + (xy + 42)K.
Calculati rot F si arititi ci E este irotational.
7.7. Fie F : R® — V3,
F(x, y,2) = (xy — 227+ (4xz — y*)T+ (yz — 2x2)k.
Calculati div F si aratiti ci F este solenoidal.
7.8. Determinati ¢ : (0,00) — R de clasd C' astfel incat campul vectorial
F(x,v,2) = x@(x)T — yo(x)] + x2zk
sii fie solenoidal. Pentru ¢ astfel determinat, precizai rot F.

7.9. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasi C', iar @ € V3 este un vector
constant, demonstrati ci

fAI7ID

171

div(f(|[7])a) = (7-d), 7#0.

2. Demonstrati ci

a 7-d ~
div <T> = — 7S 7 7& 0.
171 7%

7.10. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasii C', demonstrati ci

div(f(I7ID7) = fAFDIFI +3£I7]), 7 #0.

div (

3. Determinati p € R astfel ca

2. Demonstrati cd

N

|~

) |17l

=l

div(||7]|P7) = 0.
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711. 1. Daci f : [0,00) — R este o functie de clasii C?, demonstrati ci

div(grad f([7]) = F'(I7) + 2L "(’Q,ﬁ”), 740,

2. Demonstrati cd
2 ~
7]

171

7.12. Fiind date doud cAmpuri vectoriale ?, G de clasi cl demonstrati ci

=U

div(E x G) = rot(F) - G — rot(G) - F.

7.13. Demonstrati ci dacd doud cdmpuri vectoriale f, G de clasi C! sunt irotationale,
atunci E x G este solenoidal.

7.14. Fie u, v doud campuri scalare de clasi C' si fie F campul vectorial definit prin
F = gradu x grad v.
1. Demonstrati ci F este solenoidal.
2. Demonstrati ci E = rot A, unde A = %(u gradv — v grad u).
7.15. Fie F un camp vectorial de clasi C2. Demonstrati cii
V(V-F)=V?F+V x (V xF,

adicd
grad(div ﬁ) = AF+ rot(rot f)

” oA

(prima formd este mai usor de retinut, intrucit toti membrii contin ,pdtrate” in care
intervine operatorul Hamilton, putdnd fi si privitd prin analogie cu formula de derivare
a unui produs).

7.16. Demonstrati cd, folosind notatia

P
F= [Q] pentru F = PT+ Qf + Rk,
R

au loc relatiile

0 -2 4
. = a a a = — a z ya -
leF—[a @ $:| F, rotF = Ea g - F.
—2 2
dy  ox
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7.17. 1. Demonstrati cd, pentru orice d, 5, ce€ Vs,
Ax(bxd)= (@ O)b—(a-)b.
2. Fie E, G doui campuri vectoriale de clasi C'. Demonstrati cit
Vx(ExG) =[(V:-GF—(V-FG|+ (G- V)F - (F- V)G]

(prima parte este similari celei din formula de mai sus, iar a doua este ,,comple-
tarea” ei, dupd schimbarea ordinii in produsele simbolice, care, reamintim, sunt
necomutative).

3. Demonstrati (si pe aceastd cale) cid dacd @ € V3 este un vector constant, atunci

rot(@ x 7) = 24.



