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* Principiul D’Alembert si metoda cinetostaticii
* Principiul deplasarilor virtuale

* Principiul D’Alembert — Lagrange. Ecuatiile generale ale dinamicii. Coordonate generalizate
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» Anterior, am analizat metodele de rezolvare a problemelor de dinamica, utilizand legile lui Newton.

« In Mecanica teoretica sunt elaborate si alte metode de rezolvare a problemelor de dinamica, la baza carara
stau anumite presupuneri initiale, numite principiile mecanicii

* Principiul DAlembert (legat de metoda cinetostaticii) — metoda de rezolvare a problemelor de dinamica, in
care ecuatiile diferentiale ale miscarii sunt scrise in forma de ecuatii de echilibru.
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Fie un punct material de masa m, care realizeaza miscare relativa in raport cu sistemul inertial de
coordonate Oxyz sub actiunea fortei active F2 si a reactiunii R.

— Z —
Forta de inertia este vectorul F* = —ma, A R
Astfel, principiul DAlembert se formuleaza astfel: 4
Fortele active, reactiunile si fortele de inertie ce actioneaza M f&
H
asupra unui punct material, formeaza o totalitate de forte echilibrate O F
— - - =
(Fe R, F") ~ Q. Y
X

Ecuatia de echilibru pentru acest sistem de forte are forma

ﬁa+ﬁ+ﬁ“20.
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Exemple

Exemplu. Din punctul superior al unei cupole sferice absolut neteda de raza R aluneca un punct material M de masa m,
fara viteza initiald. Determinati punctul la care corpul se va desprinde de cupola.

Rezolvare. Punctul se va misca pe meridianul M,L. Fie intr-un moment oarecare de timp, raza OM formeaza cu verticala
unghiul ¢. Descompunem vectorul acceleratiei in compenentele tangetiala si normala. Reprezentam forta de inertie
corespunzator acestor componente:

ﬁ":ﬁf+ﬁ:.
2
mv*/ R
m dv/dt /
N . dv
mg + N+ F + FF = 0. ZFT: ; mgsmcp—md—t:O;
mv? muv?
ZF”: ; mgCOS(,o“N——R-:()‘ N = mgcos p — 7
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Exemple

N muv? . dv _
=Mmgcosp — ——. mg s g — m— = (;

R dt ’
Pentru determinarea fortei de reactiune N avem nevoie de viteza v.
Pentru determinarea vitezei, vom utiliza prima ecuatie sau putem apela la teorema variatiei
energiei cinetice:

Tdr;mv*?}& To = myg/2 = 0. A= mgR(1 ~ cos )

m’U2

5 = 2mg(1 — cos ),

Rezulta:

N = mg(3cosp — 2).

Tn momentul desprinderii de cupol3, reactiunea N este egal3 cu zero.

2
P = P, = Arccos 3= 48°10".
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« Un sistem mecanic se poate afla in stare de echilibru sub actiunea mai multor forte.

 Starea de echilibru in raport cu un sistem de referinta Oxyz daca viteza si acceleratia punctelor sistemului
mecanic in raport cu acest sistem sunt egale simultan cuzero 3, = 0, @, = 0 (k=1,2,...,N).

* Principiul deplasarilor virtuale reprezinta o regula generala, care exprima conditia necesara si suficienta
pentru echilibrul unui sistem mecanic aleatoriu.
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Vom analiza un sitem mecanic legat.

Legaturile se manifestd prin faptul ca, pe langa fortele active, asupra sistemului mecanic mai actioneaza si forte de legatura — reactiunile.
Totusi, legaturile mai pot fi formulate si 1n alt mod: punctele materiale ale sistemului legat nu pot realiza orice deplasari in spatiu. Fiecare punct
poate realiza doar o anumita deplasare, in concordanta cu tipul legaturii aplicate, adica fara distrugerea legaturii.

Deplasarivirtuale (sau deplasari posibile) ale sistemului material se numesc deplasarile inifinit de mici ale punctelor materiale, permise intr-un
anumitmoementde tip de catre toate legaturile aplicate sistemului.

7
O

Exemplu. s

57
/
; miy
r 7
J"'J/’ —
MYOTN
=" 7
Deplasarea posibila a punctului M Zen;cru bara maj;ge{lrialaf)l\/ll Uit
este vectorul inifinit de mic dr, eplasarea posiria este arcaruita

perpendicular pe bard din multitudinea de vectori 67 (k = 1, 2,. ... N )
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Deplasarea virtuala a sistemului mecanic reprezentat in desen este alcatuita din vectorii infinit de
mici 071, 673, care sunt legati prin relatia 67.2 — 6r1tga

W 67, Deplasarile virtuale nu sunt echivalente cu deplasarile reale!!!
T
O deplasare infinit de mica a sistemului se descrie prin ecuatiile diferentiale dFy = @y dt, dfy = a dt,..., dTN = Un dt

Deplasarea virtuala se determina pentru un timp fixat. Acest tip de deplasarea este doar imaginar, si in realitate sistemul nu
se deplaseaza! ~ .
Pentru a accentua acest principiu, in loc de diferentiala totala se utilizeaza notatia §: o671, OTa,. . ., OTN .
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Pendulul matematic. Deplasarea virtuala este variatia infinit de mica a vectorului 5 T
> (Care poate fireprezentat prin proiectil 6 z, 5 Y

Daca alegem in calitate de variabila independenta 6 X atunci variatia (5 Y va fi determinata de legatura

by = —drtgp = —zéz/y

Dependenta dintre variatia coordonatei, in cazul deplasarilor virtuale, poate fi determimata cu ajutorul ecuatiei legaturii.
De exemplu, legatura aplicata puncutului material M consta in faptul ca acesta este nevoit sa se gaseasca permanent pe o
circumferinta de raza OM = I. Altfel spus, punctul M este supus unei legaturi descrisa prin ecuatia: 2 + y2 — /2

Daca vom diferentia ambele parti ale acestei ecuatii, se obtine conditia aplicata de legatura asupra variatiei coordonatelor:

rér+yoéy=0.
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rér+ydy=0.

Alegem o coordonata fixatd, si exprimam variafia celeilalte.
Uneorl, variatia coordonatei poate fi exprimata prin variabile intermediare (parametri). De exemplu,
pentru pendulul matematic, poate fi utilizat ca parametru unghiul de abatere,

r=/{sinyp, y=4~{cosyp. bx = Lcospbp; by= —Lsinypbp.
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Ecuatia legaturii pentru pendului matematic M de lungime 1 52 y2 — ¢2
Daca in loc de o bara rigida vom considera pendului matematic cu fir 2 2 2
g P Ji T+ Y \<\ /
Daca pendulul are poasibilitatea de oscilatie in spatiu, atunci :52 + 9'2 + 22 — 32 .7,'2 + y2 4 22 < 32
Fie cil lungimea firului variazi in timp conform legii OM = £(%) . Atunci in ecuatia legaturii
vom mai avea un parametru — timpul.

De exemplu, daca firul este tras intr-un inel O cu viteza V constanta, iar in momentul de timp t = 0
are lungimea lo, atunci ecuatia legaturii ia forma:

2 +y? 22 < (b - Vi)

z)
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Tn caz general, in ecuatia legiturii pot intra coordonatele tuturor punctelor materiale ale sistemului si timpul.
fj(l"’lnyljzl;x?j Y2,22; .. ';xN:yN:ert) ..-u>f" 0.
Indicile j semnificd faptul cd asupra sistemului mecanic poate fi aplicatd nu doar una, ci mai multe legituri j (j = 1, 2,..., s)

In dependenta de ecuatia legaturii, acestea se clasifica in stabile si instablile, stationare §i nestationare.
Legatura se numeste stabila si bilaterala daca functia ei este egald cu zero!.

De exemplu doua puncte materiale legate printr-o bara rigida. Ecuatia legaturii consta din
lungimea | = const si se exprima prin ecuatia

(21— 22)° 4+ (y1 — ¥2)* + (21 — 23)° = £2.

h]

ZA f\fl

Daca ecuatia legaturii are forma unei inegalitati, atunci numim legatura 2
Nestationara sau unilaterala O

£



?’T@JMIZ AMoovEl Legaturi ideale. Lucrul virtual

Lucrul virtual. Fie un moment de timp t. Fie 71, T2,...,TN - razele vectoare ale punctelor sistemului mecanic in acest
moment de timp, si Fy, F5,..., F) -fortele care actioneazi asupra acestor puncte. Vom imprima sistemului o deplasare
virtuald 877, é74,. .., d7n . Atunci fortele aplicate vor efectua lucrul elementar

N
§A=) Fy §ix=F 67+ Fy -6+ ...+ Fn - 67n.
k=1

Suma lucrului elementar, realizat de fortele aplicate sistemului la deplasarea virtuala a punctelor acestuia se numeste

Lucrul virtual.

N
Lucrul virtual poate fi calculat si pentru fortele de reactiune separat: §AT = Z Ry - 67%.
k=1

Legatura se numeste ideala, daca lucrul virtual al fortelor de reactiune este zero. In caz contrar — neideala.
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Exemplu.
Determinati forta P, care va retine prismele absolut netede de masa my si m, in echilibru. ' 081
b6s1, b5y (659 = bs1tga) BN D2 B
mgy "/ <
5A% = 5A(m1§') + 5A(m2§) + 5A(P) = mig 0sy — P 6so. N “7 /’ N w
N
(mig — Ptga)és; = 0. 'fl 29

Intrucat deplasarea virtuala este diferita de zero: 631 ;é O N
miq — .P tg o = 0

P = mgctg a.
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Exemplu.

Bara omogena AB de lungime | si greutate P este actionatd de cuplul de forte cu momentul M . Determinati reactiunea barei
BD pentru care bara se afla in echilibru.

» 1 -
bsc = |bT¢c| = -2~€ bp, bsp = |67B| = Lbp.

1

A = —M bp — aPé’cS(,o + Sl6pcos(90° — ) =

=(—M — %P£+ Slsin a)bp = 0.
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Principiul D’Alembert, in combinatie cu principiul deplasarilor virtuale au dus la aparitia in mecanica a unui
principiu nou: Principiul D’Alembert — Lagrange.
Pentru orice miscare a sistemului mecanic, supus legaturilor ideale, lucrul virtual sumar al fortelor active si fortelor de

inertie este egal cu zero!

N N
Formularea matematica: 5/‘1& —+ (SAH — 0 E f; - 6;}: -+ E ff : 6Fk — 0
k=1 k=1
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Exemple

Exemplu. Aplicand principiul D’Alembert — Lagrange, determinati acceleratia pismei 1, daca forta P, care sustine sistemul in

stare de echilibru, este Inlaturata.

' 5 S 1
Rezolvare. %659 -
- . » P
Vom indica pe desen acceleratiile, fortele active si fortele de inertie myq N / -
! ! \ E E E S S
“J , —
. \'Z, mag
a= /
— 6 f
L~ N\

NANNN

mog
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Exemple

Modulul fortelor de inertie  F'¥' = mya;; Fy = maartga.

Vom aplica sistemului o deplasare virtuald posibila — deplasarea prismei 1 1n jos cu 63 1

si deplasarea prismei 2 inspre dreapta cu 582 = 0s 1 tg Y.

Px-
Aplicand principiul D’Alembert — Lagrange:

myigbsy — FY'bésy — Fo'bsy = 0.
Substituim fortele de inertie si obtinem M1 — Mya; — Mmaaitg ‘e = 0.

NN\

msz

Din aceastd ecuatie extragem acceleratia prismei 1

. myg
a); = 2
my + motg ‘o
. . migtg o
Respectiv, acceleratia prismei 2 a; = atga =

my + matg’a
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Exemple

Exemplu. Greutatea de masa m, este ridicata in sus cu ajutorul unui fir infasurat pe un
tambur de raza R. Asupra tamburului este aplicat moementul M. Determinati ecuatia de

miscare a greutadtii, daca in momentul initial de timp aceasta se afla in repaus. Momentul
cuplului de forte are forma M = My + ot (Of = COHSt)
Mo = magR

Rezolvare.

Vom determina acceleratia greutatii prin aplicarea principiului D’ Alembert —

Lagrange asupra intregului sistem mecanic. Fortele active sunt: momentul cuplului

= 08
si fortele de greutate m;g, m,g. La acest sistem vom adauga forta de inertie aplicata T

Y F;HY ?

) 2
ooy mRPa 1 SANNANW
9 R 9 mog

o, e H __ . o . .
eutatii £ 1 = Mmia . La ecuatia momentelor vom adauga momentul de inertie a
g 9 9 9
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Exemple

Rezolvare.

Forta F' = mja este orientatd in sens opus acceleratiei a, iar momentul de inertie M O
in sens opus acceleratiei tamburului € = a/R.

Sa imprimam sistemului o deplasare virtuald (5(,0

Lucrul virtual al fortelor active si de mertie:

Mép — Mp bp —mogbs — F bs = 0.
Substituind expresiile pentru  Af, M2 F¥ si tinand cont ci 60s = Rép, Mg = mogR,

7n1§v

se obtine: — T + oS
a o -
1

— — —

at — =mqyRa — myRa = 0. Y —
2 : FHY

De unde, acceleratia greutatii 2act ‘N \\\\\\

a = . —
R(ml -+ ng) ng
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Exemple

Rezolvare.
Fie y — coordonata greutatii, masurata in raport cu pozitia initiala (t = 0). Atunci, pentru

ecuatia de miscare a greutdtii se obtine

. 2act
Y= R(my +2my)

Daca mtegram cu conditiile initiale (i :‘0_, 3;(0) = y(O) = d)

Se obtine ; a 1‘ __@S

. F
3R(my + 2my) NY\\\\\\

ma§
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