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Observăm că 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
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222
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2

vDPuDavuDavuD

vDPDubEvaDvDubEvDvaCDu
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′=+=+

=++

 (2.4.57) 

Formula (2.4.53) este astfel demonstrată. ◘ 

2.4.3. ECUAŢII DIFEREN ŢIALE LINEARE ŞI NEOMOGENE  

Conform celor spuse în paragraful anterior, deoarece în cazul ecuaţiilor 

diferenţiale ordinare cu coeficienţi constanţi se determină întotdeauna un sistem 

fundamental de soluţii sub formă de funcţii elementare, rămâne să determinăm o soluţie 

particulară a ecuaţiei neomogene 

( ) ( ) ( ) ( )xfyayayayayaLy nn
nnn =+′++++≡ −

−−
1

2
2

1
10 K , (2.4.58) 

Desigur, putem aplica metoda variaţiei constantelor, însă, în cazul coeficienţilor 

constanţi, dacă termenul liber se exprimă prin funcţii elementare, putem găsi metode 

mai simple decât aceasta. 

Distingem mai multe cazuri: 

A. Termenul liber este polinom de gradul m în x, adică 
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( ) ( )xPxf m= . (2.4.59) 

Atunci 

• Dacă 0≠na , căutăm soluţia particulară ( )xY  pentru ecuaţia ( )xPLY m=  

sub forma unui polinom de acelaşi grad, deci 

( ) ( )xQxY m= . (2.4.60) 

Coeficienţii lui ( )xQm  se determină simplu, prin identificare. 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia 

12 +=−′−′′+′′′≡ xyyyyLy . (2.4.61) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.61) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este un polinom de gradul 2, iar 013 ≠−≡a . Putem căuta soluţia 

particulară sub forma polinomului de gradul 2 

( ) ( ) cbxaxxQxY ++=≡ 2
2 . (2.4.62) 

Derivând şi introducând în ecuaţie, obţinem 

1)()2(2 22 +=++−+− xcbxaxbaxa , (2.4.63) 

sau 

( ) 122 22 +=−−++−− xcbaxbaax , (2.4.64) 

Identificând coeficienţii, rezultă 

5,2,1 −==−= cba , (2.4.65) 

deci soluţia particulară căutată este 

( ) 522 −+−= xxxY . (2.4.66) 

• Dacă rnnn aaa −− ,...,, 1  ( nr < ) sunt nuli, căutăm pe Y sub forma 

( ) ( )xQxxY m
r 1−= . (2.4.67) 
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Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia diferenţială ordinară 

lineară şi neomogenă 

1+=′′+′′′≡ xyyLy . (2.4.68) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.68) este cu coeficienţi constanţi. Termenul liber este un 

polinom de gradul unu, iar 0,0 23 == aa . Căutăm, deci, soluţia particulară sub forma  

( ) ( ) ( )baxxxQxxY +== 2
1

2 . (2.4.69) 

Derivând şi introducând în ecuaţie, obţinem 

( ) 1266 +=++ xbaxa , (2.4.70) 

sau 

1266 +=++ xbaax , (2.4.71) 

Identificând coeficienţii, rezultă 

0,
6

1 == ba , (2.4.72) 

deci soluţia particulară căutată este 

( ) 3

6

1
xxY = . (2.4.73) 

B. Termenul liber este o exponenţială, adică 

( ) xAxf α= e . (2.4.74) 

Distingem şi aici două cazuri: 

• α nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice, deci ( ) 0≠αnP . În acest caz, 

căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de forma termenului liber, 

adică 

( ) xaxY α= e . (2.4.75) 

Derivând şi introducând în ecuaţie, obţinem 
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( ) xx
n AaP αα =α ee , (2.4.76) 

de unde, prin identificare, deducem 

( )α
=

nP

A
a . (2.4.77) 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia 

xyyyLy 3e23 =+′−′′≡ . (2.4.78) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.78) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este de forma unei exponenţiale (2.4.75), cu 3=α . Ecuaţia se mai poate 

scrie şi cu ajutorul polinomului diferenţial 

( )

x

DP

yEDDLy 32 e23 =













+−≡ 44 344 21 . (2.4.79) 

Ecuaţia caracteristică asociată este 

0232 =+− rr , (2.4.80) 

cu rădăcinile 

2,1 21 == rr ; (2.4.81) 

nici una nu coincide cu α. Căutăm, deci, soluţia particulară sub forma  

( ) xaxY e= . (2.4.82) 

Derivăm şi introducem în ecuaţie 

( )( ) ( ) ( ) xxxx aaPaaDP 3333 e22339eee =+⋅−=⋅= , (2.4.83) 

de unde deducem 

xxa 33 ee2 =     →         
2

1=a . (2.4.84) 

Soluţia particulară este deci 
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( ) xxY 3e
2

1= . (2.4.85) 

• α este rădăcină multiplă de ordinul m, nm≤ , a ecuaţiei caracteristice, deci 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0...,0,0,0 1 ≠α=α′′=α′=α −m
nnnn PPPP , (2.4.86) 

dar 

( )( ) 0≠αm
nP . (2.4.87) 

În acest caz, căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de forma 

( ) xmaxxY α= e . (2.4.88) 

Derivăm folosind formula (2.4.53), luând xm vaxu α== e, . Introducând în 

ecuaţie, obţinem 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ,ee!
!

1

e!1
!1

1

...ee

0

1
1

0

1
1

0
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nm

x
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n

m

APaam
m

Paaxm
m

PaxmaPaxa

αα

α

=

−
−

=

α−

=

α

=α⋅+

+α⋅−
−

+

++α′+α

43421

4342143421

 (2.4.89) 

de unde, prin identificare, deducem 

( )( )α
=

m
nmPa

A
a . (2.4.90) 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia 

xyyyyLy e33 =−′+′′−′′′≡ . (2.4.91) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.91) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este de forma unei exponenţiale (2.4.75), cu 1=α . Ecuaţia se mai 

scrie şi cu ajutorul polinomului diferenţial 
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( )

x

DP

yEDDDLy e33 23 =













−+−≡ 444 3444 21 . (2.4.92) 

Ecuaţia caracteristică asociată este 

0133 23 =−+− rrr , (2.4.93) 

care se mai scrie şi 

( ) 01 3 =−r . (2.4.94) 

Rezultă că 1 este rădăcină triplă a ecuaţiei caracteristice. Căutăm, deci, soluţia 

particulară sub forma  

( ) xaxxY e3= . (2.4.95) 

Derivăm folosind formula (2.4.53), luând xvaxu α== e,3 . Calculăm mai întâi 

( ) ( )
( ) ( )
( ) .6

,!366

,3363 22

EDP

EDEDDP

EDEDDDP

=′′′
−=−=′′

−=+−=′
 (2.4.96) 

Evident, 

( ) ( ) ( ) ( ) xxxxx DPDPDPDP e6e,0e,0e,0e =′′′=′′=′= . (2.4.97) 

Aplicând formula (2.4.53), obţinem 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ee!3
!3

1
e6

!2

1
e3ee

00

2

0

33 xxxxxx PaPaxPaxPaxaxDP =′′′⋅+′′+′+=
===
321321321

 (2.4.98) 

de unde, ţinând seama şi de (2.4.97), deducem 

6

1=a . (2.4.99) 

Soluţia particulară este deci 
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( ) xxxY e
6

1 3= . (2.4.100) 

C. Termenul liber este o exponenţială înmulţită cu un polinom, adică 

( ) ( ) x
m xPxf α= e . (2.4.101) 

Distingem din nou două cazuri: 

• α nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice. În acest caz, căutăm o soluţie 

particulară a ecuaţiei neomogene de forma termenului liber, adică 

( ) ( ) x
m xQxY α= e . (2.4.102) 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia diferenţială ordinară 

xxyyyLy 3e23 =+′−′′≡ . (2.4.103) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.103) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este de forma (2.4.101), unde 3=α , iar ( ) xxPm = . Am arătat mai sus că 

ecuaţia se mai scrie şi cu ajutorul polinomului diferenţial (2.4.79) şi am calculat 

rădăcinile ecuaţiei caracteristice (2.4.80), care nu coincid cu α . Căutăm soluţia 

particulară sub forma 

( ) ( ) xbaxxY 3e+= . (2.4.104) 

Derivăm folosind formula (2.4.53), pentru xvbaxu 3e, =+= . Ţinând seama de 

faptul că 

( )
( ) ,2

,32

EDP

EDDP

=′′
−=′

 (2.4.105) 

obţinem 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ,e232362339

eee
3

333

x

xxx

baaxabax

PaPbaxbaxDP

++=−⋅++⋅−+=

=′+⋅+=+
 (2.4.106) 
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de unde 

( ) xx xbaax 33 ee232 =++     →         
4

3
,

2

1 −== ba . (2.4.107) 

Soluţia particulară este deci 

( ) ( ) xxxY 3e32
4

1 −= . (2.4.108) 

• α este rădăcină multiplă de ordinul r, nr ≤ , a ecuaţiei caracteristice. În 

acest caz, căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de forma 

( ) ( ) x
m

r xQxxY α= e . (2.4.109) 

În ambele cazuri formula (2.4.53) este foarte utilă. 

Observaţie. Dacă α este rădăcină multiplă a ecuaţiei caracteristice, este mai 

simplu să folosim mai întâi schimbarea de funcţie 

( ) ( ) xxzxy α= e . (2.4.110) 

Aplicând formula (2.4.53), obţinem o ecuaţie diferenţială ordinară în z, în care 

exponenţiala se simplifică şi al cărui termen liber este un polinom; suntem deci într-unul 

din cazurile A. 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia diferenţială 

xxyyyyLy e33 5=−′+′′−′′′≡ . (2.4.111) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.111) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este de forma (2.4.101), cu 1=α . Am mai scris ecuaţia cu ajutorul 

polinomului diferenţial (2.4.92) şi am arătat că ecuaţia sa caracteristică admite pe 1 ca 

rădăcină multiplă de ordinul 3. 

Efectuăm echimbarea de funcţie 

( ) ( ) xxzxy α= e , (2.4.112) 
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folosind formula (2.4.53) pentru ( ) xvxzu α== e, şi ţinând seama de calculele derivatelor 

formale ale polinomului diferenţial din (2.4.96). Obţinem 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ee
!3

1
e

!2

1
eee 5

000

xxxxxx xPzPzPzPzzDP =′′′⋅′′′+′′′′+′′+=
===
321321321

 (2.4.113) 

de unde deducem, după simplificarea cu xe , 

5xz =′′′ . (2.4.114) 

Aceasta este o ecuaţie diferenţială ordinară lineară şi neomogenă, de ordinul III în 

z. O soluţie particulară a sa se obţine imediat prin integrare directă 

( ) 8

876

1
xxZ

⋅⋅
= . (2.4.115) 

Soluţia particulară căutată pentru ecuaţia (2.4.109) este deci 

( ) xxxY e
876

1 8

⋅⋅
= . (2.4.116) 

D. Termenul liber este o funcţie trigonometrică (sin, cos) 

( ) xbxaxf α+α= cossin . (2.4.117) 

Distingem din nou două cazuri: 

• iα nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice. În acest caz, căutăm o soluţie 

particulară a EDO neomogene de forma termenului liber, adică 

( ) xBxAxY α+α= sincos . (2.4.118) 

Exemplu. Să se determine o soluţie particulară pentru ecuaţia diferenţială 

xyyyLy cos45 =+′−′′≡ . (2.4.119) 

Soluţie. Ecuaţia (2.4.78) este lineară şi neomogenă, cu coeficienţi constanţi. 

Termenul liber este de forma (2.4.118), cu 1=α . Ecuaţia se mai poate scrie şi cu 

ajutorul polinomului diferenţial 
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( )
xyEDDLy

DP

cos452 =













+−≡ 44 344 21 . (2.4.120) 

Ecuaţia caracteristică asociată este 

0452 =+− rr , (2.4.121) 

cu rădăcinile reale 

4,1 21 == rr . (2.4.122) 

Căutăm soluţia particulară sub forma:  

( ) xbxaxY sincos += . (2.4.123) 

Derivăm şi introducem în ecuaţie: 

( ) ( ) ( )
( ) .cossincos4

cossin5sincossincos

xxbxa

xbxaxbxaxbxaL

=++
++−−−−=+

 (2.4.124) 

De aici deducem, prin identificarea coeficienţilor sistemul algebric, 





=+
=−

,035

,153

ba

ba
    →         

34

5
,

34

3 −== ba . (2.4.125) 

Soluţia particulară este 

( ) ( )xxxY sin5cos3
34

1 −= . (2.4.126) 

• iα este rădăcină multiplă de ordinul m a ecuaţiei caracteristice. În acest caz, 

căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene de forma 

( ) ( )xbxaxxY m sincos += . (2.4.127) 

E. Dacă termenul liber este o funcţie de forma 

( ) ( )( ) x
m xbxaxPxf βα+α= esincos , (2.4.128) 



Ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul n 

 

 171 

am putea căuta din nou soluţia particulară sub o formă asemănatoare cu termenul liber, 

ţinând seama şi de rădăcinile ecuaţiei caracteristice. 

Însă este mai simplu să efectăm mai întâi schimbarea 

( ) ( ) xxzxy β= e , (2.4.129) 

folosind formula (2.4.53) şi, după simplificarea cu xβe , să determinăm o soluţie 

particulară pentru ecuaţia în z, conform celor arătate la punctul precedent. 

2.5. ECUAŢII DIFEREN ŢIALE DE ORDIN SUPERIOR, 

INTEGRABILE PRIN CUADRATURI 

1. Cea mai simplă ecuaţie de ordinul n integrabilă prin cuadraturi este 

( ) ( )xfy n = , (2.5.1) 

unde ( ) ℜ⊆∈ I,I0Cf . 

 Soluţia generală se poate obţine prin n cuadraturi şi este dată de formula  

( ) ( ) ( ) ( )
( )!1

...
!1!1

1 1
0

1
0

10
1

0
−

−++−++−
−

=
−

−
−

∫ n

xx
C

xx
CCdttftx

n
y

n

n

x

x

n , 

I∈x ,  ℜ∈−110 ,..., nCCC . 

(2.5.2) 

Într-adevăr, din ecuaţia ( ) ( )xfy n =  se obţine 

( ) ( ) I,d 1
1

0

∈+= −
−

∫ xCttfy n

x

x

n , (2.5.3) 

( ) ( ) ( ) I,dd 201
2

0 0

∈+−+= −−
−

∫ ∫ xCxxCttfxy nn

x

x

x

x

n . (2.5.4) 

Rezultă 


