Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

D?(uv)=uD?v + C3DuDv+vD?u[* a
D(uv)=uDv+ vDu xb
E(uv)=u X C
(2.4.56)
P(D)(uv)= u(aDzv +bDv+ cv)+
" Du(aC‘%Dv + bEv)+
+avD?u.
Obseram ci
u(aDzv +bDv+ cEv)z uP(D)v,
Du(aC%Dv + bEv): Du(2aDv+bEv) = DuP'(D)v, (2.4.57)

D2u(av)= % D2u(2av) = % D2uP"(D)v.
Formula (2.4.53) este astfel demondgtrat

2.4.3. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI NEOMOGENE

Conform celor spuse in paragraful anterior, de@aréc cazul ecualor

diferentiale ordinare cu coeficign constafi se determia intotdeauna un sistem

fundamental de sofii sub formi de funeii elementare,amane § determiam o soluie

particulai a ecugdei neomogene

Ly=agy™ +ay" ™ +a,y2 + a1y +ay=f(x), (2.4.58)

Desigur, putem aplica metoda vaieda constantelor, ris in cazul coeficietilor

constafi, dac termenul liber se exprifinprin fungii elementare, putemagi metode

mai simple decéat aceasta.

Distingem mai multe cazuri:

A. Termenul liber este polinom de graduaiin x, adici
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Ecuaii difererviale ordinare cu aplicai in mecania, fizica si inginerie

f (%)= Rn(x). (2.4.59)
Atunci
- Dad a, #0, ciutim soluia particulaii Y(x) pentru ecuga LY =Py (x)
sub forma unui polinom de acelgrad, deci
Y(x)=Qp(x). (2.4.60)
Coeficienii lui Qm(x) se determifn simplu, prin identificare.

Exemplu S se determine o saie particulai pentru ecuga
Ly=y"+y' -y —y=x2 +1. (2.4.61)

Solutie. Ecuaia (2.4.61) este linearsi neomogen, cu coeficiefi constat.

Termenul liber este un polinom de gradul 2, By=-1# . Rutem @&uta soldia

particulaé sub forma polinomului de gradul 2

Y(x)=Q,(x)=ax* +bx+c. (2.4.62)

Derivandsi introducand in ecuee, olzinem

2a— (2ax+ b)—(ax2 +bx+ c):x2 +1, (2.4.63)

—ax? - (2a+b)x+2a-b-c=x%+1, (2.4.64)
Identificand coeficieti, rezulta

a=-1 b=2 c¢=-5, (2.4.65)

deci soltgia particulai cautat este

Y(x)=-x% +2x-5|. (2.4.66)

« Daa a,,a,-1,-..8n—¢ (r <n) sunt nuli, @utam peY sub forma
Y(x)=x"1Q,,(x). (2.4.67)
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Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

Exemplu S se determine o sale particulai pentru ecu@a difereniala ordinas

lineai si neomogen

m

Ly=y" +y" =x+1. (2.4.68)

Solutie. Ecuaia (2.4.68) este cu coeficignconstami. Termenul liber este un

polinom de gradul unu, iaaz = 0,a, =0. Cautam, deci, solta particulai sub forma

Y(x) = x2Qy(x) = x%(ax+h). (2.4.69)
Derivandsi introducand in ecuee, oltinem
6a + (6ax+2b)=x+1, (2.4.70)
sau
6ax+6a+2b=x+1, (2.4.71)

Identificand coeficieti, rezulta

a==, b=0, (2.4.72)

deci soltgia particulaii cautat este

Y(x) :%x3. (2.4.73)

B. Termenul liber este o exponegiald, adic

£(x) = A, (2.4.74)
Distingemsi aici doui cazuri:
o nu este #dicini a ecugei caracteristice, decP,(a)#0. Tn acest caz,
cautam o soldie particulaii a ecuéei neomogene de forma termenului liber,
adia
Y(x) = ae™. (2.4.75)

Derivandsi introducand in ecue, olzinem
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Ecuaii difererviale ordinare cu aplicai in mecania, fizica si inginerie

aP,(a)e™ = Ae™, (2.4.76)

de unde, prin identificare, deducem

a= A (2.4.77)
Pa(@) o
Exemplu S se determine o saie particulai pentru ecuga
Ly=y" -3y +2y:e3x, (2.4.78)

Solutie. Ecuaia (2.4.78) este linearsi neomogen, cu coeficiefi constan.
Termenul liber este de forma unei expareda (2.4.75), cux =3. Ecuaia se mai poate

scriesi cu ajutorul polinomului difereal

Ly=| D?-3D +2E |y =¢e’¥. (2.4.79)
P(D)
Ecuaia caracteristit asocial este
r2-3r+2=0, (2.4.80)
cu radacinile
n=1 r,=2, (2.4.81)

nici una nu coincide co. Cautam, deci, soltia particulaé sub forma

Y(x)=ae*. (2.4.82)
Derivam si introducem in ecuee

P(D)(ae3x): a EP(esX): ae®*(9- 3B+ 2)=2ae>*, (2.4.83)
de unde deducem

2ae> =

— a=

(2.4.84)

N

Soluia particulas este deci
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Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

Y(x):%e3x. (2.4.85)

» o este #dacina multipla de ordinulm, m<n, a ecugei caracteristice, deci

P.(a)=0, Ry(a)=0, R(a)=0, ..R™D(a)=o0, (2.4.86)

dar

R (a)#o0. (2.4.87)

In acest caz,autam o soluie particulai a ecugiei neomogene de forma
Y(x)=ax™e*. (2.4.88)
Derivaim folosind formula (2.4.53), luandu=ax™,v=e"*. Introducand in

ecuaie, olginem

apax™ P, (a)e® + aymax™ P (a)e®* + ...+
=0 =0
1 _ ax
+(m—_1(m—1)!axmm_1Pr$m 1)(0‘)9 + (2.4.89)
. T
+ % ma &P (a)e® = A,

de unde, prin identificare, deducem

A

m’'n

Exemplu S se determine o saie particulai pentru ecua
Ly=y" -3y"+3y —y=¢*. (2.4.91)

Solutie. Ecuaia (2.4.91) este lineasi neomogea, cu coeficieni constan.
Termenul liber este de forma unei exparaa (2.4.75), cux =1. Ecuaia se mai

scriesi cu ajutorul polinomului diferegal

165



Ecuaii difererviale ordinare cu aplicai in mecania, fizica si inginerie

LyE[D?’ -3D%+3D - E]y:ex.
P(D)

Ecuaia caracteristi asociai este

r3-3r%+3r-1=0,
care se mai scrig

(r-1?°=o0.

(2.4.92)

(2.4.93)

(2.4.94)

Rezult ca 1 este ddacina tripla a ecudgei caracteristice. &itam, deci, soltia

particulai sub forma

Y(x) = axe”.

(2.4.95)

Derivam folosind formula (2.4.53), luand=ax’, v=e"*. Calculim mai intai

P'(D)=3D2-6D +3E=3(D - E)?,
P"(D)=6D -6E =3(D - E),
P"(D)=6E.

Evident,

P(D)e*=0, P'(D)e*=0, P'(D)e*=0, P"(D)e*=6e*.
Aplicand formula (2.4.53), almem

(2.4.96)

(2.4.97)

P(D)(ax3ex)= ax3&(§)+ 3ax2dix)+ %6ax&"(e::)+ %3! a EP'"(eX)= e’ (2.4.98)
=0 =0 ' =0 '

de undetinand seamai de (2.4.97), deducem

a=-—.
6

Soluia particulas este deci
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Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

1
Y(x)= Ex?’ex. (2.4.100)
C. Termenul liber este o expongald Inmulsitd cu un polinom,adici

f(x) = Py (x)e®. (2.4.101)
Distingem din nou dalicazuri:
« a nu este adicind a ecudei caracteristice. In acest cazutim o soluie

particulad a ecugéiei neomogene de forma termenului liber, adic
Y(x) = Qn (x)e. (2.4.102)
Exemplu S se determine o saie particulaii pentru ecuga difereniala ordinag
Ly=y" -3y +2y=xe. (2.4.103)

Solutie. Ecuaia (2.4.103) este linearsi neomoged, cu coeficiefi constam.

Termenul liber este de forma (2.4.101), unde 3, iar P, (x)=x. Am atitat mai sus &

ecuaia se mai scriesi cu ajutorul polinomului diferemal (2.4.79) si am calculat
radacinile ecuaiei caracteristice (2.4.80), care nu coincid eu. Cautaim soluia

particulaé sub forma

Y(x) = (ax+b)e®. (2.4.104)

Derivam folosind formula (2.4.53), pentru=ax+ b,v=e, Tinadnd seama de

faptul &
P'(D)=2D - 3E, 2 4.105
P'(D)= 2E, (24109

obtinem
P(D)((ax+ b)e3x): (ax+b) EP(e3X)+ aP’(e3X): (2.4.106)

= (ax+b)(9-33B+2) +a{6-3)=(2ax+3a+2b)e>,
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Ecuaii difererviale ordinare cu aplicai in mecania, fizica si inginerie

de unde
3X 3X 1 3
(2ax+3a+2bje™ =xe™* — a=2,b=— (2.4.107)
Soluia particulas este deci
Y(x)= %(ZX -3)e*| (2.4.108)

~

* o este #dacina multipla de ordinulr, r <n, a ecug@ei caracteristice. In

acest caz,autam o soluie particulaé a ecugéiei neomogene de forma

Y(x) = x"Qp (x)e. (2.4.109)
In ambele cazuri formula (2.4.53) este foarteiutil

Observaie. Dac o este #dacina multipla a ecuéei caracteristice, este mai
simplu g folosim mai intai schimbarea de fuiec

y(x) = z(x)e™. (2.4.110)
Aplicand formula (2.4.53), almem o ecug@e difereniala ordina& in z in care

exponemala se simplifid si al cirui termen liber este un polinom; suntem deci Ut

din cazurileA.
Exemplu S se determine o saie particulai pentru ecuiga difereniala
Ly = y" —3y" +3y -y = x°eX. (2.4.111)

Solutie. Ecuaia (2.4.111) este linearsi neomogen, cu coeficiefi constan.
Termenul liber este de forma (2.4.101), a=1. Am mai Scris ecua cu ajutorul
polinomului diferemial (2.4.92)si am a#itat & ecuaia sa caracteristicadmite pe 1 ca
radacina multipla de ordinul 3.

Efectiam echimbarea de futie

y(x) = z(x)e™, (2.4.112)



Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

folosind formula (2.4.53) pentru= z(x), v =e™si tinand seama de calculele derivatelor

formale ale polinomului difereral din (2.4.96). Obnem

=0 =0 ' =0 '

de unde deducem, dupimplificarea cue*,

2" =x°. (2.4.114)
Aceasta este o edumdifereniala ordina# linea@ si neomoges, de ordinul Il n
z. O soluie particulai a sa se gine imediat prin integrare direct
Z(x)=—~ 8. (2.4.115)
678
Soluia particulas cautat pentru ecuga (2.4.109) este deci

1 8 X
Y(x)=———x%. 4.
(x) s C (2.4.116)

D. Termenul liber este o funte trigonometriai (sin, cos)

f (x) = asinax + bcosux. (2.4.117)
Distingem din nou daucazuri:
 ia nu este #dicind a ecudei caracteristice. In acest cazutim o soluie

particulai a EDO neomogene de forma termenului liber, @adic
Y(x) = Acosax + Bsinax. (2.4.118)
Exemplu S se determine o saie particulad pentru ecuiga difereniala
Ly=y" -5y' + 4y =cosx. (2.4.119)

Solutie. Ecuaia (2.4.78) este linearsi neomogen, cu coeficiei constan.
Termenul liber este de forma (2.4.118), a=1. Ecuaia se mai poate scrig cu

ajutorul polinomului diferetal
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Ecuaii difererviale ordinare cu aplicai in mecania, fizica si inginerie

LyE{D2 —5(D)+ 4E]y:cosx. (2.4.120)
P(D

Ecuaia caracteristi asociai este

r2—5r+4=0, (2.4.121)
cu radacinile reale

n=1% r,=4. (2.4.122)
Cautam soluia particulaé sub forma:

Y(x) = acosx + bsinx. (2.4.123)
Derivam si introducem n ecuee:

L (acosx + bsinx) = (- acosx - bsinx) - 5(— asinx + bcosx) +

2.4.124
+ 4(acosx + bsinx) = cosx. ( )
De aici deducem, prin identificarea coefigitr sistemul algebric,
3a—-5b=1 3 5
{Sa +3=0, 34 34 (2.4.125)
Soluia particulas este
Y(x) :3—14(3003x—53inx). (2.4.126)

« ia este #dicind multipla de ordinulm a ecugei caracteristice. In acest caz,

cautam o soluie particulasi a ecugdei neomogene de forma

Y(x) = x™(acosx + bsinx). (2.4.127)

E. Daci termenul liber este o funte de forma

f (x)= P, (x)(acosax + bsinax)e®, (2.4.128)
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Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

am putea @auta din nou sola particulai sub o formi aseminatoare cu termenul liber,
tindnd seamai de fadacinile ecuaiei caracteristice.
Insi este mai simpluasefecim mai intai schimbarea
y(x) = z(x)ePX , (2.4.129)

folosind formula (2.4.53)si, dupa simplificarea cu e s determiim o soluie

particulaé pentru ecuga inz, conform celor dgitate la punctul precedent.

2.5. ECUATII DIFEREN TIALE DE ORDIN SUPERIOR,
INTEGRABILE PRIN CUADRATURI

1. Cea mai simpl ecuaie de ordinuin integrabil prin cuadraturi este

y" = £(x), (2.5.1)
unde f 0C°(1), 100O.

Soluia general se poate aime prinn cuadraturki este dat de formula

X -1
_ 1 n-1 X~ Xo (x = )"
= -t f(t)Jdt+Cy+C Wt Co 55—,
y (n—l)!)zf(x ) () tlo*+(y 1 to.tCha (n—1)! (2.5.2)
0
xUl, Co, Cl""Cn—l 0.
intr-adevr, din ecugia y\" = f(x) se obine
X
y(n=1) = jf(t)dt+Cn_1, xOl, (2.5.3)
X0
X X
y(n-2) = jdxjf(t)dt +Cp_1(x=%9) +Cp_o, xOl . (2.5.4)

Xo  Xp

Rezulta
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