Curs 5

Sisteme de ecuatii diferentiale

5.1 Sisteme normale

Definitie 5.1. Se numeste ststem normal sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul

intai
d
% :f1<t,.131,$2,...,.1’n)
d
% = f2<t,131,$2,...,l’n)
dz,,
d‘rt _fn(taxhx% 7xn)

Exemplu 5.2 (Modelul prada-pradator sau Ecuatiile Lotka-Volterra). Acest model a
fost propus initial in 1910 de A. Lotka in studiul reactiilor chimice, iar apoi independent
a fost studiat de matematicianul V. Volterra in anii 1920 in analiza statistica pe care
a facut-o a tipurilor de pesti din Marea Adriatica. Fie x(t) numarul populatiei prada
la momentul de timp ¢ gi y(¢) numarul pradatorilor. Pentru a obtine un model cat mai
simplu facem urmatoarele presupuneri:

1. in absenta pradatorilor, populatia prada cregte cu rata dz/dt = ax, a > 0.

2. in absenta pradei, populatia pradatorilor scade cu rata dy/dt = —by, b > 0.

3. cand ambele populatii sunt prezente, consumul pradei de catre pradatori duce la o
scadere in z proportionala cu xy (adica —pzy, p > 0) si o crestere in y proportionala cu
zy (adica gry, ¢ > 0); motivul pentru care am luat proportionalitate cu produsul dintre
x i y este urmatorul: daca oricare din populatii se dubleaza, frecventa intalnirilor dintre
populatii se dubleaza, iar daca ambele populatii se dubleaza, numarul intalnirilor creste
de patru ori.

Se obtine sistemul

' = axr — pxy
y' = —by + qry.

Definitie 5.3. Se numesgte solutie a sistemului normal pe intervalul I o functie vectoriala
X = (x1,...,x,) ce verifica egalitatile

xi(t) = fi(t,x1(t), xa(t), ..., x,(t)), pentru orice i de la 1 la n si orice t € I.
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Definitie 5.4. Se numeste problema Cauchy cerinta determinarii unei solutii a sistemului
care verifica conditii initiale:

{L‘i(to) = X0, to € ], §1 ;0 € R.

Observatie 5.5. Sistemul se poate scrie sub forma vectoriala

dX
i F(t, X) cu conditia initiala X (¢y) = Xo.

Teorema 5.6 (Teorema de existentd si unicitate). Daca functiile f; : D — R sunt
continue pe D = {(t,x1,...,x,) |t € [to —a,to+a], x; € [x;0 — b, xi0+b;] } si lips-

chitziene in raport cu z1,...,x, pe D atunci exista o unica solutie a problemei Cauchy
dX e e 1y
- = F(t, X) cu conditia initiala X (ty) = Xo.

definita pe intervalul [to—h, to+h| unde h = min(a, b;/M) cu M = max |f;(t, 1, ..., 2,)|

Demonstratie. Demonstratia este analoaga cu cea din cazul ecuatiilor diferentiale de

ordinul Intai. O
Observatie 5.7. O ecuatie de ordin superior (™ = f(t,z,2/,..., 2" V) este echivalenta
cu sistemul )

!/

!/

o

xn—l = Tp
r_
Lz, =t m, . T).

Deci teorema de existenta si unicitate pentru sisteme se aplica si unei astfel de ecuatii.

5.2 Sisteme liniare cu coeficienti constanti

Un sistem liniar cu coeficienti constanti se poate scrie sub forma matriceala:

dXxX
— —AX+ F
dt T

unde A este o matrice de n X n cu elemente numere reale, iar F' este o matrice coloana
de n x 1, care are ca si elemente, functiile f;(¢).

X1 (t) a1 ar2 ... Min fl (t)
v w5(t) A a2'71 azg S G2p F- f2(t)
Ty (t) Qp1 Ap2 ... QApn fn (t)

Daca F' = 0, atunci sistemul este liniar omogen.
La fel ca si la ecuatii diferentiale liniare, solutia sistemului este de forma

X =X,+X,,

X, fiind solutia sistemului omogen % = MX, iar X, solutia particulara.

Vom prezenta in continuare doua metode de rezolvare: prima, metoda eliminarii
succesive a functiilor necunoscute si a doua, metoda vectorilor si valorilor proprii. Vom
ilustra cele doua metode prin cateva exemple.
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Exemplu 5.8. Sa se integreze sistemul

¥ =x+ 3y + 2
Y =3r+y+e +e 2.

Metoda 1

Derivam prima ecuatie si obtinem
a" =’ + 3y + 2e' = 10z + 6y + Te' + 3e7 .

Eliminam pe y, inmultind prima ecuatie a sistemului cu -2 si adunand la relatia obtinuta
anterior. Rezulta ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti:

2’ — 22’ — 8z = 3e! + 3e %,
care are solutia generala
1 1
r = Cre* + Che™2 — Zet — Zte™ 2,
3 2
Din prima ecuatie a sistemului, se obtine

1 2 1 1
y= g(x’ — 1 —2e") = Cre* — Che™ — get + Ete*% — 66*2?

Metoda I1
Rezolvam intai sistemul omogen X’ = AX. Cautam solutia sub forma

X = m e, (5.1)

Inlocuind in sistemul de ecuatii diferentiale, rezulta sistemul algebric

(A—rI)- [g} ~ 0. (5.2)

Acest sistem are solutii nebanale, daca det(A — rI) = 0. Solutiile aceste ecuatii sunt
valorile proprii ale matricei A, 1, = —2 si o, = 4. Inlocuind 7 = —2 in sistemul
(5.2) obtinem 3« + 35 = 0, adica § = —«. Luand o = C}, rezulta vectorul propriu
corespunzator si deci solutia corespunzatoare

X1 = 01672t |i_11:| .

Pentru r = 4 sistemul (5.2) se reduce la —3a + 38 = 0, adica a = . Luand a = Cs,
rezulta

X2 == 0264t |:1:| .

Solutia sistemului omogen este

1 1
Xo = Xl + XQ = 016_2t |:_1:| + 0264t |:1:| .
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Pentru a rezolva sistemul neomogen, descompunem pe F' intr-o forma convenabila:

2¢et 2 0
F — — t 72t.
e HERHE

Solutia particulard X,, o alegem de forma

A
Xpl - [B] 6t
Inlocuind in sistemul initial se obtine A = —% si B = —%. Solutia X, se cauta de forma
At+ B| _
Ao = {C’tJrD} e

deoarece —2 este valoare proprie. Inlocuind in sistemul neomogen X' = AX + F se obtine

A= —%, C = % si B+ D = —é. Putem alege B =0si D = —% (altfel se renoteaza

Cy := C1 + B si se ajunge la aceeasi forma a rezultatului). Solutia generala e sistemului
va fi

1 1 1 -1 1 3t
X=X X X = —2t 4t — ot P )
ot Xp + X, =Cle {_J + Che [1] +3¢ { ] } 6¢  |_3t41

Exemplu 5.9. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =4r —y— 2z
Yy =2rx+y—2z
d=x—y+z

Metoda I
Derivand prima ecuatie avem

' =da’ —y' =2 =44 —y—22) — 20+ y—22) —2(x —y+z) =122 — 3y — 8=.
Mai derivand inca o data se obtine
" =122" -3y’ — 82 = 12(4x —y —22) — 32z +y —22) — 8(x —y + 2) = 34z — Ty — 26z.

Rezolvam sistemul

¥ = do—y-—2z N y+2z = dxr—2o
¥ = 120 —3y — 82 3y+8z = 12z —2”

Inmultim prima ecuatie cu -3 si adunam la a doua. Obtinem 2z = 32’ — z”. Inmultim
prima ecuatie cu 4 gi scadem a doua ecuatie. Rezulta y = 4x + 2" —42’. Inlocuind aceste
relatii in ecuatia cu ™ avem

o =34z — T(4z + 2" — 4a’) — 13(32’ — 2”) = 62 + 62" — 112

Rezulta ecuatia liniara de ordinul 3 cu coeficienti constanti: =" — 6z” + 112" — 6z = 0.
Ecuatia caracteristica este r® — 6r2 + 11r — 6 = 0. Folosind schema lui Horner obtinem
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1 -6 11 -6
111 -5 6 0
211 -3 0
311 0

raddcinile r; = 1, ry = 2 si 73 = 3. Atunci x = Cie’ + Cye?®® + Cse3t. Folosind relatia
y = 4x+x" —42' rezultd y = Cret +Cse3t, iar din 22 = 32’ — 2" se obtine z = O et + Che?.
Metoda 11

Scriem sistemul sub forma matriciala:

! 4 -1 =2 T
Jl=12 1 —2| |y].
2 1 -1 1 z
—~—— ———
X/ A X

Determinam mai intai valorile proprii ale matricei A

Adunand a doua coloana la prima avem

3—r -1 -2 1 -1 -2 1 -1 =2
3—r 1—r —2|=@-=r)1 1—=r —2|=@B-=r)|0 2—=r 0
0 -1 1-r 0 —1 1-2x 0 -1 1-r

Obtinem (3 —7r)(2 —7r)(1 —r) =0, cu solutiile r; = 1, 7, = 2 gi 73 = 3. Vectorul propriu
corespunzator lui r; se determina rezolvand sistemul

« 0 3a —f —2v =0 o o
A—nrD)- 8] = 0] ! 2a 2y =0 & a:g s gl =a |1
vl Lo a —p =0 B gl

Vectorul propriu corespunzator lui r se determina rezolvand sistemul

o 0 20— —2y=0 B—0 o 1

A—rd)- |8l =0l &K 2a-8-2y=0 & N & |8l =0y 10
o —

v 0 a—f—7=0 -7 v 1

iar vectorul propriu corespunzator valorii proprii r3 se obtine din sistemul

« 0 a—0F—=2v=0 _0 ! 1
(A—rD)- [l = 0| @ 2a-28-2v=0 = 7_6 s Bl =051
o =
¥ 0 a—0p—-2vy=0 ¥ 0
Atunci
i 1 1 1 C’let + 026% + Cg€3t
Yyl = C’let 1] + 02€2t of + CgGSt 1| = C’let + 03€3t
z 1 1 0 C’let + Cg€2t
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Metoda III
Daca z(0) = zo, y(0) = yo si 2(0) = zp, notand Xy = [féﬂ solutia sistemului de ecuatii
diferentiale X’ = A - X este

X =t X,
unde
o0 tn
At T AN
et = ZO n!A .
Puterea n a matricei A se calculeaza utilizand forma Jordan A = PJP~!:
A=A - A-.. A
=pjp~t.pjp~t...pjp!
= pJ Pt

Cu aceasta reprezentare a matricei A" avem

At _n n o__ . _nn -1 __ o Jt . p-1
eAt — n!A_P;n!J pl=p.c/t.p1

n=0

Folosind calculele de la metoda II de rezolvare avem

1 0 0
J"= 1[0 2" 0
0o 0 3"
Utilizand formula e* =37 ZH—T, adevarata pentru orice z € C, obtinem
Sl 0 0 et 0 0
et = 0 Yo, Gon 0 =10 €¢* 0
0 0 S, E3n 0 0 €%

C1
Notand P! X, = [gz] obtinem
3

Gt 0 0- Cl 1 11 C’let
X=P-'.P 1. Xg=P- [0 e 0| -|Cyl=1]1 01 Coe?t| |
0 0 egt_ Cg 110 0363t
adica )
T 1 1 1
Y| = C’let 1{ + 0262t 0| + C3€3t 1
z 1 1 0

Exemplu 5.10. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥=-2r—y+=z
Yy =br —y+4z
2 =br+y+ 2z

Metoda I
Derivand prima ecuatie avem

o' =22 —y'+ 2 = -2(-20—y+2)— br—y+42)+ br+y+ 22) = 4o + 4y — 4z.
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Rezolvam sistemul
¥ = 2x—y+z
= dr+4y — 4z

Inmultim prima ecuatie cu 4 si adunim la a doua. Obtinem 2” + 42’ + 4z = 0. Ecuatia
caracteristica este 72 + 4r + 4 = 0, care are radacinile r, = —2, r, = —2. Atunci
x = Cre 2 + Cyte 2.

Derivam a doua ecuatie a sistemului

y' =52 —y +42 =5(-2x —y+2)— br —y+4z) + 45z + y + 2z) = 5x + 9z.
Din sistemul

y+y = dr+4z
y" = br+9z

rezulta 5z =y — ¢/ — y €1 252 = —4y” + 9y’ + 9y. Calculam acum y”’.
y" =51"+ 92 =5(—2x —y+ 2) + 95z + y + 22) = 35z + 4y + 23z.
Va rezulta
" =2y =25 +4y+52=—4y" + 9 + 9y +dy+y —y —v.

Obtinem ecuatia de ordinul 3: y” + ¢ — 8y’ — 12y = 0. Ecuatia caracteristica atasata
este 3 4+ r? — 8 — 12 = 0. Folosind schema lui Horner obtinem

1 1 -8 -12
211 -1 -6 0
211 -3 0
311 0
radacinile m = —2, ro = —2 i r3 = 3. Solutia ecuatiei diferentiale este

y = Cle " + Chte " + Cae™.

Din egalitatea 250 = —4y” + 9y’ + 9y obtinem C = —C; — Cy gi O, = —C,. Din
egalitatea 5z = " — 9/ —y rezultd 2 = —Cre 2! — Cyte 2 + 3. Solutia sistemului este

x 016_2t + Cgt6_2t
y| = | —Cre™? — Cye2 — Oyte 2 4 Cse3t
2z —Che 2 — Cyte™ 4 Cyedt

Metoda I1

Scriem sistemul sub forma matricialda: X' = A - X, unde
-2 -1 1
5 —1 4
5) 1 2

Determinam valorile proprii ale matricei A
—2—-r -1 1

5 —1—r 4 | =0.
5 1 2—r



8 CURS 5. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

Scadem din linia a treia, linia a doua si adunam a doua coloana la a treia:

—2—-r —1 1 —2—r —1 0
5 —1—-r 4 |=| 5 —1—-7r 3-r|=0B-r)2+r)?=0.
0 24r —2-—r 0 247 0
Obtinem solutiile 1 = —2, 79 = —2 si r3 = 3. Solutia corespunzatoare valorii proprii
duble se cauta sub forma:
o1 + oot
X = ﬁl + 52t 672t.
7+ et
Obtinem sistemele
Qo 0 an 2%
(A=rd)- |Bo| = |0 st (A=mid)- [Bi| = | B
72 0 gl V2
Din primul sistem notand ay = C5 rezulta By = 5 = —Cj, iar din cel de-al doilea prin
notarea lui oy = C] obtinem ; = —C7 — (5 si v; = —C. Solutia corespunzatoare valorii
proprii 73 se se cauta sub forma
!
X = |p]| €.
Y
Rezulta o = 0 si f = 7. Notam cu (3 valoarea comuna a lui 8 si 7. Solutia sistemului
este )
T 1 1 0 0
yl =Cre ™ | =1 +Coe™ [t |—1] + |—=1] | +Cse® |1
z -1 -1 | 0 1
Metoda 111 )
Daca z(0) = zg, y(0) = yo si 2(0) = 2o, notand X, = fz/g solutia sistemului de ecuatii

diferentiale X' = A - X este
X =X, = Pe’t Pl X,.

Folosind calculele de la metoda II de rezolvare avem

-2 1 0 (=2)" n(=2)""1t 0
J=10 -2 0 si J'= 0 (—2)" 0
0O 0 3 0 0 3"
Utilizand formula ) > ) %= = ze?, obtinem
Do m (=" oy (=2 0 e”® te™ 0
et = 0 S B (=2 0 =10 e 0
0 0 oo E3n 0o 0 e
Cy
Notand P71X, = [gQ] obtinem
3
1 0 O e72 te”? 0 Cl Cle_% + Cgte_Zt
X=1]-1 -1 1-1 0 e 0/|-|Cy|=|-Cle? —Coe? — Cote™? + Cs¢*

-1 0 1 0 0 e3t 03 —0167% — Cgteizt + C’ge:“
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Exemplu 5.11. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥=x+y
y = —4dx —2y+ 2
Z=dr+y— 2z

Scriem sistemul sub forma matriciald: X' = A - X, unde

1 1 0
A=|-4 -2 1
4 1 =2

Determinam valorile proprii ale matricei, rezolvand ecuatia

1—r 1 0 1—7r 1 0 1—r 1 0
O=|-4 —2—-r 1 |=|-4 —2—¢ 1 |=—(1+4r)| -4 -3-7r 1.

4 1 —2—-r 0O —-1-r —1-r 0 0 1
Obtinem ecuatia (r + 1)(r* + 2r + 1) = 0, cu raddcinile 1 = 75 = r3 = —1. Cautam

solutia sub forma
aq + ot + ast?
X = |B1+Bot+Bst2| e
Y1 + Yot + st?
Rezulta 53 = —2a3 si v = 2a3. Notam a3 = C3. De asemenea rezulta Sy = —2as+2C5 si
Yo = 209 — 2C'3. Vom nota ay = Cy. Mai rezulta 5y = —2aq + Cs §i v = 201 — Co + 2C5.
Cu notatia a; = C} obtinem solutia sub forma

T 1 1 0 1 0 0
yl =Cre™ | =2 +Coe™ " [t |2 + | 1 +Cse |2 =2 +t| 2|+ |0
2 2 2 —1 2 —2 2

Exemplu 5.12. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare

¥ =dr —by+ 7z
Yy =x—4y+9z
2= —4x + 5z.

Scriem sistemul sub forma matriciald: X' = A - X, unde

4 -5 7
A=11 -4 9
-4 0 5

Determinam valorile proprii, rezolvand ecuatia

4 —r -5 7
0= 1 —4—r 9 :—4’
—4 0 5—1r

-5 7
—4—-r 9

4—r =5

oonftsr T2,

= —4(=45+28+7r) + (5 —r)(r* — 16 + 5).

Obtinem ecuatia —r® + 57 — 17r + 13 = 0. Folosind schema lui Horner obtinem
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-1 5 -17 13
-1 4 -13 0

1

solutia r; = 1 si ecuatia —r? 4+ 4r — 13 = 0, cu solutiile ro = 2+ 3i si 73 = 2 — 3i. Solutia
corespunzatoare valorii proprii r; se se cauta sub forma

o
X = |5] €.
7

Rezulta f = 2a si v+ = a. Notam cu (] valoarea lui o. Solutia corespunzatoare
radacinilor complexe o cautam sub forma

(e%)) (6%

X = |By| e*cos3t + | By | e* sin 3t.
72 3

Notand v, = 4C5 si 3 = 4C5 rezulta ap = 3C, — 3C5, a3 = 30y +3C5 si B2 = 5C5 — 3C5,
P3 = 3Cy + 5C5. Solutia este

1 3 3 -3

8

3

y| =Ciet |2 +Cy | € cos3t |5 +e¥sin3t |3] | +C5 | e*cos3t |—-3| +e¥sin3t |5

1 4 0 0

N

5.3 Sisteme simetrice

Definitie 5.13. Un sistem simetric este un sistem scris sub forma

dQ?l dl’Q d.TnJrl

fl(xla e 7~Tn+l) N fQ(.fIfl,. .. ’.,,UnJrl) N fn+1(x1, e ,xn+1).

Pentru rezolvarea sistemului se cauta integrale prime.

Definitie 5.14. Se numeste integrala prima o functie F' neconstanta ce ia valori
constante pe orice solutie a sistemului, adica

F(l‘l,...,l'n+1) =C.

Pentru a rezolva sistemul simetric este nevoie de determinarea a n integrale prime in-
dependente, adica F7, ... F,, cu proprietatea ca exista n variabile (de exemplu z1, ..., z,)
astfel incat determinantul

o or

5 5

D(Fl,...7Fn): 911 Omn
D(zy,...,x,)
OFy OFy

oz Oxn

sa nu se anuleze. Teoretic aceasta inseamna ca din integralele prime respective se pot
exprima variabilele z1, ..., x, in functie de x,11.

Pentru a determina integrale prime folosim urmatoarele metode:

1. daca doua rapoarte depind doar de doua necunoscute (eventual dupa simplificari)
ele reprezinta o ecuatie de ordinul intai care se rezolva;

4
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2. daca dintr-o integrala prima se poate exprima o necunoscuta in functie de celelalte,
se ajunge uneori la cazul anterior;
3. se fac combinatii integrabile de forma

dry — deny - grdz - 4 g daeg
J1  famt gifit e+ Garifan
cu proprietatea ca g1 fi +- -+ gny1frr1 = 0si gy dry +- - - + g1 dvp 1 = dw. Va rezulta
ca dw = 0 adica w(zy,...,2,11) = C g astfel am obtinut o integrala prima.

Exemplu 5.15. Sa se rezolve sistemul
de.  dy dz
22—y oz -y

Ultimile doud rapoarte ne aratd ci —ydy = zdz. Integrand se obtine —y?/2 =
2?/2 4+ Cy. Dupi o redenumire a constantei obtinem y* + 2% = (. Aceasta este prima
integrala prima. Amplificand cu z al doilea raport si cu y al treilea raport si adunandu-le
se obtine

dx zdy +ydz
22 — g2 - 22 — g2 )
Dupa simplificarea numitorului avem dx = zdy + ydz = d(z - y), de unde x = zy + Cs.
Am gasit si cea de-a doua integrala prima: z — yz = Cs.

Exemplu 5.16. Sa se integreze sistemul simetric
de.  dy = dz
y+z2 x+z x+Y

Adunand toate trei rapoartele si scazand din primul raport celelalte rapoarte rezulta:

de. dy @ dz  dz+dy+dz der—dy dr—dz
y+z x4+2z x4y 2@x+y+z)  y—zxz  z—x
Ultimile doua rapoarte prin integrare ne dau z — y = Ci(x — z), iar din penultimile
deducem
d(z + d(z — C
dety+z) = _Q(x—y) = In(z+y+z) = —2In(z—y)+InCy = z+y+z = —22
(z+y+2) T =y (z —y)

Exemplu 5.17. Sa se rezolve urmatorul sistem normal aducandu-1 sub forma simetrica

{sz@+@
2 =z(y + 2).

Forma simetrica a sistemului este

dy dz
= = dx.
yly+2) =2y +2)
Din primele doua rapoarte avem % = %. Prin integrare Iny = Inz + In (4, adica
y = zC}. Inlocuind pe y obtinem
dz dz
= = dx.
2(y+2z)  22(C1+1)
Integrand, avem —m =z — (5. Rezulta a doua integrala prima
1
T —I— = 02.

Y+ 2
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5.4 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

Notatie 5.18. Vom folosi notatia 2/, pentru derivata partiala a functiei z in raport cu
x. In unele cursuri se foloseste notatia % sau z, in loc de 2.

5.4.1 Ecuatii liniare si omogene

Definitie 5.19. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul tnta: liniara
st omogena o ecuatie de forma

Xl(.flfl,...,l'n)'Z;I—f—XQ(xl,...,.’L'n)'Z:IC ++Xn(x1,,l'n)2’;,n =0

2

unde X; : D — R sunt functii continue pe un domeniu D C R™ gi existai € {1,...,n}
astfel incat X; sa nu se anuleze pe D.

Pentru a rezolva aceasta ecuatie atasam sistemul simetric

di[fl . d$2 dmn

XXX,

Putem presupune in continuare ca X; nu se anuleaza.

Teorema 5.20. Fie G : D — R o integrala prima a sistemului simetric atagat. Atunci
z = G(z1,...,x,) este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale.

Demonstratie. Deoarece X; # 0, putem considera in sistemul simetric pe x; ca variabila
independenta. Avem

dzs B X5 dz,, . Xn
dZL’l_X17 o dJ]l—Xl.
Pentru ca G este o integrala prima a sistemului simetric atagat atunci este verificata
relatia G(z1,...,z,) = C, unde C este o constanta. Derivand in raport cu z; rezulta
day dx
G +G, -—+--+G, - —=0.
o r2 d[El n dlL‘l

De aici, obtinem
X5 X
G G 2L @ 2o
1 + 2 Xl + + Tn Xl

ceea ce, dupa o Inmultire cu X7, ne arata ca GG este solutie a ecuatiei cu derivate partiale

0,

X1'2;1+X2'Z;2+"'+Xn'2;n:O.
]

Teorema 5.21. Fie F': D; — R o functie care are derivate partiale de ordinul intai
pe Dy CR" sifie Gy,...,Gh_1: D — R n—1 integrale prime ale sistemului simetric
atagat. Atunci

z2=F(Gi(z1,...,2n), s G (21, .., 20))

este solutie a ecuatiei cu derivate partiale.
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Demonstratie. Avem

2y = FG, (G, + o+ Fg, - (G,

Tk

pentru orice k de la 1 la n si

n n—1 n—1 n
Xt => X (Z F - (Gi);k> = F, (Z X, - (Gi);k> =0
k=1 k=1 =1 =1 k=1

pentru ca G; sunt integrale prime si conform teoremei anterioare sunt si solutii ale
ecuatiei, adicd Y Xj - (G;), = 0. O
Teorema 5.22. Fie G1,...,G,,_1 : D — R n — 1 integrale prime independente ale
sistemului simetric atasat ecuatiei cu derivate partiale. Atunci orice solutie a ecuatiei

este de forma

z2=F(Gy(x1,...,20), .., Gp1(z1,...,2,)).

Demonstratie. Fie z o solutie a ecuatiei cu derivate partiale. Fiindca si Gy,...,Gp1
sunt solutii ale ecuatiei, se obtine sistemul

X1'2;1+X2'Z;2+"'+Xn'2;n =0
X1 (G, + X (Gh)), +--+ X, (G1), =0
X1 (Guoa)y, + Xo - (Ga),, + -+ + X (Gua),, =0.
Fiindca exista cel putin o functie X; care nu se anuleaza, sistemul are solutie nebanala.
Aceasta Inseamna ca determinantul sau este identic nul, adica

D(Z, Gla c. >Gn71)

=0.
D(xy,x9,...,2,)
Aceasta inseamna ca functiile z, Gy, ..., G,_1 sunt functional dependente. Fiindca inte-
gralele prime Gy, ..., G,_1 sunt independente, relatia de dependenta se poate scrie

Z = F(Gl, GQ, ce 7Gn—1)~

Exemplu 5.23. Sa se determine solutia generala a ecuatiei
(x—2)-u, +(y—2) - uy, +22-u, = 0.

Rezolvam sistemul simetric
dz dy  dz
r—z y—z 22

Avem
dz  dr—dy dr+dy+2dz

2 z-— Yy T+y+2z
de unde 2In(z — y) = Inz + In C}, ceea ce ne aratd ci (z — y)? = 2C,. Prima integrald

)

prima este @ = (C}. Pe de alta parte, avem 2In(x + y + 2z) = Inz + InCy, adica
(r +y + 22)? = 2Cy, ceea ce ne di a doua integrald primia a sistemului: M = Cy.

Solutia ecuatiei cu derivate partiale este
_ 2 2 2
UZF<(SB y)? (@+y+ Z))7

)

z z

unde F' este o functie oarecare ce admite derivate partiale de ordinul intai.
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Definitie 5.24. Problema Cauchy pentru ecuatia

ZXi(xl,...,a:n) 2, =0
i=0

este problema determinarii acelei solutii a ecuatiei care pentru o valoare fixata a uneia
dintre variabile sa spunem z; = a € R se reduce la o functie data

Z<x17 ey L1, Ay Tjp 1y - - 7xn) = g(xla sy L1, L1y - - - an)'
Se mai spune ca se cauta suprafata integrala z = F'(z1,...,x,) care contine curba

z=g(T1,. ., Ti1, Tig1, - Tn)
Tr; = Q.

Exemplu 5.25. Sa se gaseasca solutia ecuatiei x - u), +y - u; +zy - u,, = 0 ce corespunde
conditiei u(z,y,0) = 2% + 2.
x dy dz

Sistemul simetric atasgat este d? = =¥ = 22 Din primele doua rapoarte rezulta
Yy zy

xr = yCy. Tinand cont de prima integrala prima, din ultimile doua rapoarte rezulta
yCidy = dz. De aici ClTyQ = z 4+ (5, adica xy — 2z = (5. Pentru a afla solutia ce
corespunde conditiei initiale rezolvam sistemul

x:yC’l

xy — 2z = (Y
z=0
u=x?+ 9>

Avem xy = Cy si v = yC, de unde 22 = €10, si Cy = y2C1. Obtinem u = C,C5 + %
Rezulta solutia

2, 2
u:E(azy—Qz)%—g(xy—Qz):x2+y2—2z~x Ty
Y Z Y

5.4.2 Ecuatii cvasiliniare

Definitie 5.26. Se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cvasi-
liniara o ecuatie de forma

Xi(zy, . wp,2) 2 4+ Xp(, . B0, 2) - 2, = X1 (@1, -2, T, 2).

1

unde X; : D — R sunt functii continue pe un domeniu D C R gi existd i € {1,...,n}
astfel incat X; sa nu se anuleze pe D.

Teorema 5.27. Solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniara
este data implicit de ecuatia

F(Gi(z1,. . xn, 2)y ., Gular, . 2, 2)) =0,

unde G, ..., G, sunt integrale prime ale sistemului
dr;  dzy _dw,  dz
X, X T Xe X
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Proof. Cautam solutia in forma implicita V' (zq, s, ..., 2,, 2) = 0, unde V este o functie
ce urmeaza a fi determinata si care are derivate partiale de ordinul intai astfel incat V/
nu se anuleaza.

Avem V; + V] -z, =0, pentru orice 7 de la 1 la n. De aici

/

!/

g oV
Ty 2
vV

Inlocuind aceste relatii in ecuatia cu derivate partiale ce trebuie rezolvata rezulta
! ! /
Xl"/gg1+"'+Xn"/;cn+Xn+l"/z =0.
Aceasta ecuatie omogena are solutia

V=FGi(x1,...,00,2),...,Gp(x1,...,Tpn, 2))

unde Gy, ...,G, sunt integrale prime ale sistemului simetric atagat
dry  dz, dz,  dz
X1 Xo X0 Xpp

Asadar solutia ecuatiei cu derivate partiale cvasiliniara este data in forma implicita de
F(Gi(z1,. . 20, 2), ., Gol21, ... 2, 2)) = 0.
[

Exemplu 5.28. Sa se integreze x - 2, + (2 +y) - 2, = 2. Sa se scrie solutia generald a
ecuatiei si apoi suprafata integrala ce se sprijina pe curba x +y = 2z, xz = 1.
Atasam sistemul simetric

dr__dy _ds

T xz—l—y_ z

Din primul i ultimul raport deducem cd Inz = In z+In C}, adica £ = €. Din egalitatea
de de;zd—f”dz rezulta In z = In(zz — y) — Cy. A doua integrala prima este == = (Cj.
Yy 4

Solutia generala a ecuatiei este data in forma implicita de ecuatia suprafetei

F(EEA) -
z z

Pentru a determina suprafata ce se sprijina pe curba x +y = 2z, xz = 1 rezolvam

sistemul
= z(C}
xz —y = 205
T+y=2z
rz = 1.

Din a doua si a treia relatie zz+x = 2C5+22 si inlocuind si prima egalitate si simplificand
cu z rezultd x = Cy — C; + 2. Din prima si ultima relatie obtinem z? = C}. Va rezulta
ca (Cy — Cy + 2)? = (4. Ecuatia suprafetei cdutate este

2
(xz y_£+2) =L = (ar—a—y+22)2 = 2z
z
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