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3.1 Dezvoltarea in serie Fourier

a unel functii periodice de perioada 2«

Pornind de la discutia asupra coardei vibrante inceputa in anii 1750 intre Euler si
d’Alembert, se ajunge la ideea lui D. Bernoulli de a reprezenta o curba definita pe intervalul
[0, 2] printr-o serie de sinusuri i cosinusuri. Prin 1805 Fourier propune formulele pentru
coeficientii acestei serii. Descoperirea lui Fourier produce un efect extraordinar si de-a
lungul secolului al XIX-lea, este considerata ca una din cele mai importante teoreme ale
analizei. Convergenta seriei Fourier nu a putut fi demonstrata decat prin 1829 de catre
Dirichlet, utilizand functia monotona pe portiuni introdusa in 1821 de catre Cauchy.

Definitia 3.1 O functie reala f : I — R, I C R, se numeste periodica daca exista un
numar real T # 0 astfel incat oricare ar iz € [,x +T € I gi f(x+T) = f(x). Numarul
real T > 0 minim (daca existd) cu aceasta proprietate se numeste perioada principala a

lui f.

Definitia 3.2 Functia

To(z) = % + Y (apcoskx + bysinkz), ag, ar, by € R,k =1,n (3.1)
k=1

se numeste polinom trigonometric de ordinul n. Termenul aycoskz + bisinkz se
numeste armonica de ordin k a polinomului trigonometric.

Observatia 3.1 Notand ay = A sin ag, b, = Ay cos ay, armonica de ordin & se scrie

ay, cos kx + by sin kx = Ay sin(kz + ay,), in care Ay se numeste amplitudine, k& pulsatie
si ay faza initiala. Observam ca polinomul trigonometric (3.1) este o functie periodica cu
perioada 1" = 27.
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Definitia 3.3 Seria de forma

o0
Qo .
5 Z (ag cos kx + by sin kx) (3.2)
k=1
se numeste serie trigonometrica.

Daca seria trigonometrica este convergenta, atunci suma ei va fi o functie periodica de
perioada T' = 2. Seria trigonometrica (3.2) s-a obtinut cu ajutorul sistemului de functii S =
(fo(z) =1, fi(x) =sinz, fo(x) =cosz, ..., fon_1(z) = sinnzx, fo,(z) = cosnz,.....),n > 1.

Fiind data o functie periodica f(x) de perioada 27, ne punem problema si determinam
conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca f(x) astfel incat sa putem construi seria trigono-
metrica (3.2) care sa convearga catre f(x).

Presupunem ca avem egalitatea

Qo > .
f(z) = > + kz:; (ay, cos kx + by sin kx) . (3.3)
Sistemul de functii S = (fo(x) =1, fi(x) =sinz, fo(r) = cosz, ..., fo—1(x) = sinnz,

fan(z) = cosnz,...),n > 1 este un sistem ortogonal in (C ([—m,7],R),(-,+)) cu produsul

scalar definit (f, g) = /f(x)g(x)dx

Retinem c& [ cos (kx)sin (jz) dx = 0,

—T

} cos (kx) cos (jx) dr = { 0 ]ZA k' :

—T

. o |0, j#E
fsm(lm)sm(jx)dx—{ T ek

[ sin (kx) cos (jz) dx = 0.
Bracéj # k
| cos (kx) cos (jx) dw =

)

=1 (k%jsin(k—j)x—ir#jsin(k%—j)x)
Daca j =k

~—x

(cos(k —j)x +cos(k+j)x)de =

3

-

—T

[ cos? (kx)dz = [ w

Dack j £k
[ sin (kz)sin (jz) de = 3

— 2

de = .

(cos (k — j)x —cos (k + j) x)dx =

:‘\%ﬂ

—T

=1 (k%jsin(k—j)x—ﬁjsin(k—kj)x)

-

—T
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Daca j =k
p T 1 — cos2
fsinZ(k;x)d:csz

—T

f sin (k) cos (jz) dz = 1

=1 (—WCOS(k_’_])lU—LCOS(k’—j)I) _W:()

deoarece functia cos este para si cos (k + j) m — cos (k + j) (—m) = 0.
Ortonormam sistemul de func’gii S si obtinem S’ = (fo(x) = %, fi(z) = ﬁsin z,

_ 1 1 .
fo(z) = 77 COST, - , Jon(z) = \/— cosnx, foni1(x) = —=sin nr) ] ‘ ‘
Facem 1p0teza ca seria trigonometrica este uniform convergenta, deci putem integra

termen cu termen si in baza proprietatii sistemului S’ de a fi ortonormat obtinem
™

(1) = (3. ) = 0= s

Inmultind apoi seria (3.3) cu ﬁ sin kz si respectiv cu ﬁ cos kx gi integrand, (sistemul

de = .

(sin (k + j) o +sin (k — j)x) =

Je—y

™

S’ este ortonormat), obtinem:
<f, % sin kx> = <bk sin kx, ﬁ sin kx> =

by = ;/f(x) sin kzdx (3.4)

—T

si respectiv
<f, cos k‘x> <ak cos kx, ﬁ cos lm> =

ap = %/f(:v) cos kxdz. (3.5)

—T

Coeficientii ay, by determinati dupa formulele (3.5) si (3.4) se numesc coeficientii
Fourier pentru functia f(z) iar seria trigonometrica (3.2) cu acesti coeficienti se numeste
seria Fourier a functiei periodice f(x).

Evident ca pentru o functie periodica f cu perioada 27, integrabila, putem determina
coeficientii Fourier corespunzatori functiei date precum si seria Fourier (3.2) asociata lui f.
Nu putem insa sa scriem egalitatea (3.3) deoarece nu stim daca seria este convergenta si in
caz de convergenta, nu stim daca suma ei este tocmai functia f. Din acest motiv se scrie

50 +; (ay cos kx + by sin k) .

Conditii suficiente pentru care o functie periodica cu perioada 27 sa poata fi reprezentata
prin seria Fourier asociata ei au fost gasite de Dirichlet.
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Definitia 3.4 O functie f : [a,b] — R se numeste neteda pe portiuni daca f este de
clasd C" pe [a,b] (continud cu derivata continud) cu exceptia unui numdr finit sau numdrabil
de puncte in care f are derivate laterale finite.

Teorema 3.1 (Conditiile lui Dirichlet) Daca functia f
a) este periodicd cu perioada 2,
b) este netedd pe portiuni pe intervalul [—m, 7],
atunci seria Fourier asociatd acestei functii este punctual convergentd si are suma S(x)

f(I—O)—f—f(ZL’—i—O)’ ZCE(—ﬂ',TF)

2
f(—7r+0)2—|—f(7r—0) U

S(x) =

unde

(e~ 0) = lim (o). f(c +0) = lim f(z).

Observatia 3.2 Dacd [ este neteda pe portiuni pe [—m, | si continua pe (—m, ), atunci

S(z) = f(z), M)z € (—m,m).

Observatia 3.3 Dacd f este neteda pe portiuni i continud pe [—m, 7|, atunci S(x) = f(z),
(V)z € [-m, 7] .

Teorema 3.2 Dacd f? € R([—m,7|) atunci are loc egalitatea lui Parseval

L[ Ly (o g0
;/f (x)dx:§a0+;(an+bn),
unde ag, a, st b, sunt coeficientit Fourier ai functiei f.

3.1.1 Prelungire prin imparitate si paritate a unei functii

Definitia 3.5 Fie functia f : [0,7] — R. Functia
_ —f(—x), YIS {_77-70)7
“@—{ fl@), zelo,
se numeste prelungirea functiei f prin imparitate. Seria Fourier asociata lui f; este
seria de sinusuri (3.7).

Definitia 3.6 Fie functia f : [0, 7] — R. Functia
_ f(-!L‘), S [_77-70)7
R Rty
se numeste prelungirea functiei f prin paritate. Seria Fourier asociata lui fo este
seria de cosinusuri (3.6).



