CAPITOLUL 2

ECUATII DIFEREN TIALE ORDINARE LINEARE, DE
ORDINUL N

2.1. NCT'IUNI PRELIMINARE. EXEMPLE

Forma generéla unei ecu# diferentiale lineare de ordinul este

Ly = ag(x)y™ + 2, (x)y" Y + .+ 2, (X)y +a,(x)y = F(x), (2.1.1)

unde

a;0c’(1), j=on,  FOCO(1), 100O. (2.1.2)

Dadi ag(x)# 0, xO1 , impartim cu a,si obtinem

Ly =y + p(y D+t () + pa(X)y = F(x), (2.1.3)
in care amdcut urmitoarele notai:
_ _a(x) . — _ F(x)
Pj (X)_ ao(x)’ ] =1n, f(x)_ ao(x) (2.1.4)

Sa presupunemaexisé punctex in careao(x =0. In aceste puncte eaimTsi
“pierde” ordinul; ele sunt puncte de singularitate.

Asemenea ectia depisesc cadrul acesteimi. De aceea, vom lucra, in cele ce
urmeaz, cu forma (2.1.3) a ectiai lineare.

Reamintim ca un operatorL: X - Y, unde X,Y sunt spai vectoriale, se

numete linear dac
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L(ax +Bxy)=alx +BLx,, Oa,O0/C,0x,%, O0X. (2.1.5)
Demonstim ca L definit prin (2.1.1) este operator linear.

Intr-adevr, fie y,zOC"(1), o,B00/C. Avem

L(ay +B2)=(ay +B2)™ + py(x)(ay +B2)" Y + ..+
+ pra(X)ay +Bz) + py(x)(ay +B2z) =

= qy(n) + Bz(n) + pl(x)(ay(n_l) + Bz(n_l))+ L+

+ Pt (x)(ay’ +BZ) + pn(x)ay +Bz) =

(2.1.6)
=af y + p ()y" Y + .+ p g (XY + pa () [+
Ly
+f 2"+ py ()2 Y+t (X2 + po(x)z |
Lz
adic
L(ay +Bz)=aLy +pLz, (2.1.7)

care este tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

Si in acest cazrecunoatem un operator linear du@ faptul ci funcria
necunoscui si derivatele sale paila ordinul n inclusiv, apar la puterea intai.

Deci o ecuge difereniala ordinaé de ordinuln>2 estelineara daca este de
gradul intai Tn raport cu furia necunoscdty si cu derivatele acesteia pala ordinuln
inclusiv.

Exemple

m

% Ecuaia y" + y =sinx estenelineard, datorit termenului yy', care

!

este monom de gradul 2yii y'.
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# Ecuaia v +x?y + x4%Xy =0 estelineard, deoarece este de gradul 1
in raport cwy, y' si y(4).
Ecuaiile (2.1.1), (2.1.3) suntlineare deoarece operatorul diferea L,

L:C"(1) - c°(1) este linear.

PROPRIETATI GENERALE ALE EDO LINEARE DE ORDINUL n

1. Orice schimbare nesingulair de variabili transformi o EDO lineai tot intr-
0 ecuaie lineara de acelai ordin.

* Intr-adewar, fie schimbarea

x=f(t), foc"(a.p]), [a,plO0O, (2.1.8)
cu f'(t)#0,t0[a,B]. Conform teoremei funidor implicite (vezi Cursul de Anali
Matematic, partea I), exigttransformarea inveist = ¢(x).

Calculkm derivatele succesive ale lin raport cu noua variabit. Avem
dy _cydt_ 1 oy
dx dtdx f'(t)dt’

d’y_ 1 g{ 1 Q}: 1 d%y (1) dy.
ax2 ()t £2(t) dt?  £r3(t)dt’

(2.1.9)

f'(t) dt
derivatele Trx sunt deci expresii lineare in raport cu derivairle

Calculandu-le in continuare, vomagy tot expresii lineare, care, introduse in
(2.1.1), vor conduce in final la o EDO lingate acels ordin.

2. Orice schimbare lineai de fungie intr-o EDO lineaw i conserv
linearitateasi ordinul.

Pentru gurinta calculelor,  consideim ecuaa linea# de ordinul Il

Ly=y" + py(x)y + pa(x)y = f(x). (2.1.10)
Fie schimbarea
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y=d(x)z(x)+r(x), a,roc"([ab]). (2.1.11)
Derivand succesiv, gimem

y=a(})z()+r(x)  [xPalx)

Y= +dz+r < py(x)

y" — ¢II + ZqZI + q"Z+ r" xl (2.1.12)

Ly =" +(qp, +20')Z + zLg+ Lr.
Din ultima expresie rezulto ecuae difereniala in noua fungie necunoscutz

o' +(ap, +29')Z + zLg=-Lr + f , (2.1.13)
ecuaie care este linearde ordinul Il.
Acest rezultat se demonstréan mod analogi pentru o ecuge lineat de un

ordin n arbitrar.

2.2. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI OMOGENE DE
ORDINUL n

Ecuaiile (2.1.1)si (2.1.3) sunheomogenedeoarece au termen liber.
Le putem asocia ectieomogene corespuitoare astfel:
Ecuaiei (2.1.1) 1i corespundecugia omogerd

Ly = a0 ()y(" + & (x)y" Y + ..+ a4 (x)y +a,(x)y =0, (2.2.1)

lar ecuaiei (2.1.3) ii asocienecugia omoged
Ly =y + py (Y™ 4 po_a(x)y + pa(x)y=0. (2:2.2)

Dupa cum am metionat, ne vom ocupa de (2.2.2).

Nucleul operatoruluiL esteKerL :{yD C"(I)Ly = O} och(1).

Cu alte cuvinte,KerL este muliimea soluiilor ecuariei de ordinul n(2.2.2),
lineard si omogerii.
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Teorema 2.1 Ker L este un subspia linear al lui C"(1).

Demonstrae. Fie y,zOKerL. Aceasta inseamrca Ly =0, Lz=0 pe |.
Insi L este linear, deci

L(ay +Bz)=aly +BLz=0,

=5 (2.2.3)

de unde rezuitci (ay + Bz)OKerlL .o

Conform cunetintelor despre spiavectoriale, putem face urtoarele afirmai:

o DeoareceKerL este sp@u vectorial, orice element diKerL se exprini ca o
combinaie linea# de elementele unei baze d{erL.

o Pentru a rezolva ectia omoge# (2.2.2) este deci suficieni determirim o baz
in KerL.

Putem demonstraiclimensiunea luKer L esten, adic

dimKerL=n|. (2.2.4)

Acest fapt arei o confirmare intuitid evidendi. Dac derivata de ordinul intai
introduce, prin integrare, o constardrbitra#, derivata de ordinuh introduce, dup
cum sestie, n constante arbitrare (adia grade de libertate).

O baz in KerL este deci formatdin n fundii linear independente diierL,
adic din n soluii linear independente ale eciga omogene (2.2.2).

Definitia 2.1. Numim sistem fundamental de salil pentru ecuaia (2.2.2) o
bazi in KerlL.

Reamintim definitia linear independeeai unui sistem de funic.

Fiefy;} ;- 0c().
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Definitia 2.2. {yi},:rn se numgte sistem linear dependent dac exist

n
constantele reale;,cy,....c,, Nu toate nule (mai preciy "cf # 0), astfel incat
j=1

oy (X)+coys(X)+...+ ey (x)=0, OxOl (2.2.5)
n caz contrar, sistemul se nugtedinear independentAdica

Definitia 2.3.{yj}jzl—n se numegte sistem linear independermtac egalitatea

cYa(X) +Cay2(x) + ...+ Cyn (x) =0, (2.2.6)
valabila pentru oricexO|I , implica

cj=0 j=1n. (2.2.7)
Exemple

1. Sa se arate &fundiile y, =1,y, = cos x,y, = sifi x formeaz un sistem linear

dependenpe .

Intr-adevir, combinaia linea# evident satisicuti este
Y2 +y3—y, =0,0x0U0. (2.2.8)

2. Si se arate x sistemul de funi {].,X,XZ,XS} formeaz un sistem linear
independenpe .

Intr-adevar, dac

o +c, k+cy k2 +c, K3=0, OxOO, (2.2.9)
rezul& ca membrul stang al refi@i (2.2.9) este polinomul indentic nul, deci coediii
sii sunt nuli:

c; =0, j=14. (2.2.10)
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CUM VERIFIC AM DACA UN SISTEM DE FUNCTII {yj }j ~1n ESTE LINEAR INDEPENDENT SAU

NU?
Pentru simplificarea expunerii,don n=3; cazuln arbitrar se trateézabsolut
similar. Consideim deci sistemu{y;, y,, y3} 0C3(1).
Dac este valabi relgia

c1ya(X) + coy2(X) + cay3(x) =0, (2.2.11)
atuncisi derivatele ei sunt nule:

cyyi(x) + caya(x) + cays(x)
cyyi(x) + coy5(x) + caya(x)

0 2.2.12
0 (" )

pentru oricex1.
Cele trei relai din (2.2.11), (2.2.12) formeéazun sistem algebric lineagi

omogen, avand drept necunoscutepe,,c;. Determinantul asociat este

yi(x) y2(x) yslx
Wlys vz, y5l=|vi(x) yo(0) ya(x),  xO0, (2.2.13)
vilx) va(x) va(x
si-l numimWronskian
Din cele spuse mai sus rezutt
= Daca W=0, atunci sistemul algebric linear de mai sus adrsiéLtii

nenule, dec{ Vi Yoo y3} formeaz unsistem linear dependent

= Daca W#0 in I, atunci sistemul admite doar siduidentic nui, deci

{yl, Y,, y3} formeaz unsistem linear independent

Fie{y,, ,, y;} soluii ale ecugei lineare

Ly=y"+ py(x)y" + p2(x)y + ps(x)y =0. (2.2.14)
Putem demonstra:
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Teorema 2.2.Daci {y;,y>,ys} O KerL formeaz un sistem linear independent,
atunciw| y;, y,, y| # 0, OxOl.

Demonstréa se faceprin reducere la absurd.

Fie acum, mai general, sistemul de ﬂ,liinb/j}j:l—n, cel puin de claa C"(1).

Definitia 2.4. Determinantul

yll(x) y;z(x) y,n(x)
e @215
A O AL CY N Gl

se numgte Wronskianul fundiilor {y;, y,,..., ¥} -
Teorema 2.2, cgl afirmatiile de mai sus asupra Wronskianului unui sistentrelie
functii, se pot demonstra cywrinta si pentrun oarecare.

In concluzie, pentru un sistem{yl,yz,...,yn} [OKerL, cu L dat de (2.2.2)este

valabila urmatoarea

ALTERNATIVA:

& sauW[y, y,... %] =Cpelsi rezulti ci {y, Y,,...Y,} formeaz un sistem
linear dependent

& sauWly,¥,,....¥,]20, OxOl si rezuls ca sistemul{y,,y,,...,y,} este un

sistem linear independent
Exemple

1.Fie ecuda

Ly=y"-y=0. (2.2.16)
si si consideim sistemul de sotii ale ei, y; =€*,y, =e" .

VERIFICARE . Tntr—ade\ﬁr, avem
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Ly, =Le* =e* -e*=0, Ox0O0,

B _ _ (2.2.17)
Ly, =Le * =—(—e X)—e X=0, OxOO.
Wronskianul lor va fi, prin definie,
X —X
wler e |=|" V2= € - pa, (2.2.18)
yi Yo |gf -e7*

deci, conform celor &tate anterior, sistemu{eX ,e_x} esteun sistem fundamental
pentru ecuga (2.2.16), sau bazi in KerL .
2.Fie ecuga
Ly=y"+y=0. (2.2.19)
Fundaiile y, =sinx,y, = cosx formeaz un sistem de sofii ale acestei ecuia

VERIFICARE . Avem

Ly; =(cosx) +sinx=0,

) (2.2.20)
Ly, =(-sinx) +cosx=0,
de unde rezuitci {y;, y,} O KerL.
Calcubm acum Wronskianul
. SiNX  COSX
W(sinx,cosy = _mJ:— ¥ (2.2.21)
COSX - Si

ceea ce Insearirca {sinx,cosx} formeaz o bazi in KerL sau, altfel spus, usistem

fundamental
Fie{yj}j:R O KerL, cu Ldat de (2.2.2), o badn KerL.

Atunci orice soltie y a ecudgei (2.2.2), lineat si omoger, se exprim sub

forma combingei lineare

y(x)=crya(x) + oy (x) +...+ cuyna(x), xOlc; 00, j=1n. (2.2.22)
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Putem conchide decic

Soluria generali a ecugiei omogene

Ly =y + py(x)y" Y+ L+ poy(X)y + po(x)y=0, xDI (2.2.23)
se exprin& sub forma
y(¥)=g%( X+ e y( ¥+.+ ey X (2.2.24)

unde C, sunt constante arbitrare, ia{ yj}_ - formeaz un system fundamental de
J=1]

soluii ale ei.

Observaie. Fie y; =chx, y, =shx si ecuaia difereniala ordinag

Ly=y'-y=0,
de la exemplul precedent.

Avem

Ly; =(chx) -chx=chx-chx=0,

Ly, =(shx) —shx=shx-shx=0,
deci{y;,y,} O KerL.
Wronskianul sistemulufy;, y,} este

chx shx

=ch?x-sh?x=1# 0,
shx chx

Wy, y2]=

deci {chx,shx} formeaz un sistem fundamental de stilpentru ecuga (2.2.16).

Dar am aitat & si {ex ,e_x} formeaz un sistem fundamental de stilypentru
aceeai ecuaie.
in general,
Orice ecuaie difereryiald ordinara lineara admite o infinitate de sisteme
fundamentale de solg.

OARE RECIPROCA ESTE ADEV ARATA?
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Raspunsul la aceasintrebare este dat de

Teorema 2.3.Unui sistem fundamental détyj}j:rn 1l corespundeo singura

ecuaie difereniald lineari omogert de forma(2.2.2) (avand coeficientului y" egal

cul).
Demonstréa: se face pentrumn =3, pentru gurinta expunerii. Fiey[JKerL. Cum

{y1,¥,,y3} OKerL este sistem fundamental de sijuel este o bazin KerlL, deci

putem gsim 3 constante realg,c,,c; astfel incat

y(X)=cyi(x)+ coya(X) +caya(x),  xOI. (2.2.25)
Dar aceasta nseathrca fundiile {y;,y,,y3,y} formeaz un sistem linear

dependentceea ce echivaleazu a spunecW|yy,y,,y3,y]=0 1.

Adica
Yi Y2 Y3 ¥
i Y2 Y3 Y
L7207 Yoo xal. (2.2.26)
Yi Y2 Y3
Yi Y2 Y3 Y

Dezvoltand membrul stang dupltima coloa#, ajungem la o ectie difereniala

ordinat linea®, in y. Ea este de ordinul 3, deoarece coeficientulyfiieste tocmai

determinantul

Yi Y2 VY3
Vi Yo Vs =W[y1,V2.ys]. (2.2.27)
Yi Y2 Y3

care coincide cu Wronskianul sistemufui, y,,y3} si este nenul, deoarece sistemul

este fundamental.

Dezvoltand determinantul (2.2.26) mai departe,icaaftul lui y" va fi
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Y1 Y2 V3 q
-lvi vb va =E-&W[y1,yz,y3]- (2.2.28)
yi Y2 V3

Ecuaia care admite S|stem{|y1, Yo, y3} drept sistem fundamental va fi de forma

w(x)y’"—jx (x)y" +...=0. (2.2.29)

Tmpartind cu coeficientul luiy”, oktinem ecuga ciutat

w1 d " (2.2.30)
-—— F—=WI(x)y" +...=0.
Y~ ) i (x)y
Pentrun arbitrar, ecuga (2.2.31) se scrie
M- 1 D —o
TR (x)y ..=0. (2.2.31)
Din (2.2.28), comparand cu forma gen&i@.2.2) a ecugi, rezulé
1 _d
py(x) = W) o (), (2.2.32)
sau, integrand o dat
WY, Y.--..yn]] = = prx)be + Infc. (2.2.33)
Trecand la expongiala, oktinemformula lui Liouville, si anume
= py(x)ex
W[yl,yz,...,yn]=CEej P (2.2.34)

UNICITATEA .

1%

DeoarecedimKerL =n, inseamé ca n+1 soluii ale unei ecugi lineare si

omogene, de ordinul, sunt linear dependente.

Presupunem ac sistemului fundamenta{ yj}_ = i corespund dal asemenea
J=1n
ecuaii linearesi omogene, diferite
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(n-2)

Ly =y™ + p(y Y+t g (X)y + pa(x)y=0,

) 4 g (x)y" , (2:239)
Loy =y +ay(})y"" ™ +...+ gy (x)y +a (x)y =0,
Scizand membru cu membru cele d@cuaii, obtinem

(P a)y"™ + (p2 ~a)y" 2 .+ (pg ~Gaca )y + (2.2.36)

+(pn—an)y=0.

Deoarece oricareyj,jzﬁ satisface ambele eai& (2.2.35), rezult ca ea

satisfacesi (2.2.36). Dag p; # gy, ordinul ecugdei este, evident(n-1). Cum{yj}j:rn
este sistem fundamental, inseéanud ecuaia (2.2.36), de ordinu(n—l), admite n
soluii linear independente, ceea ce reprezoextontradiaie.

Deci py(x)=qy(x),Ox0O1.

Analog se demonstreazi p, (x)=q, (x),0xO1, pentru oric&k =2,n. o
Exemple

1.Fie sistemufundamenta{eX ,e_x}. S se determine EDO corespatzare.

a) Ordinul ecudei este 2. Am calculat anteriwlex ,e_XJ: -2, artand astfel &

{ex ,e_x} este un sistem linear independent.

b) Conform considensior precedente, dacy e o soltie oarecare a ectiai,

sistemul{eX ,e‘x,y} este linear dependegitdeci Wronskianul lui se anuleaz

e* e* vy
W[eX ,e_x,y]EO:> e* —-e* y|=0, (2.2.37)
eX e—X yn

deci
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et e

e’ e
e —-e %

n

y

!

—y =0. (2.2.38)

In final, ecugia ciutat esteLy = y" — y =0, dupi simplificarea cu-2.

2. S se determine EDO de sistem fundamefitabsx , sing .

a) Numarul fungiilor sistemului fundamental est, deci ordinul ecugei cautate
este?2.

Verificam linear independea:

SinX  COSsX
HJ:— ¥ ( (2.2.39)

W(sin x,cos¥ = cosx - s

b) Ecuaia cautat este dat de Wronskianul

sinx cosx Yy
W/[sinx,cosx,y]=0=>| cosx -sinx y|=0. (2.2.40)

—sinx —cosx Yy

Calculand acest determinant dugtima coloa#, deducem

COSX —Sinx
+ y{ . )J =0. (2.2.41)
-sinXx -cos

sinXx COSX

n

sinx  cosx ,
CcosSX —sin

—sSinX —CosX
Deci ecuga este, dupimpirtirea cuW|sin x,cosy = - -

Ly=y"+y=0. (2.2.42)

2.3. ECUATII DIFEREN TIALE DE ORDINUL n, LINEARE SI
NEOMOGENE

Reluam ecuaa difereniala linea# si neomogea

n-1)

Ly =y + py(x)y" Y + o+ pa(})y + pa(X)y = (%), (2.3.)
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unde p;, f OCY(1).
Putem demonstra cateva fapte matematice de mawtamn@ pentru rezolvarea
el.
|. Daca Y este o solte particulati a ecuaiei neomogend2.3.1),iar z este
solwia generali a EDO omogene asocialey =0, rezulz ca solwia generafi a EDO
neomogene este
y=Y+2z. (2.3.2)

Demonstrée. Si facem schimbarea de fure y=Y + z, z fiind noua funde

necunoscut Introducem in (2.3.1g, tindnd cont & L este linear, rezuit

Ly=L(Y+2)=LY +Lz=f +L
Ly=f

Z‘:>f:f+Lz:> Lz=0. (2.3.3)

deci
zOKerL. (2.3.4)

ll. Presupunemdtermenul liber f al ecugei (2.3.1)este o sumde forma

f=f+f,+..+ 1, (2.3.5)
si fie Y; soluiile particulare corespun#oare fiecrui f;, adica

Atunci

Y=Yy (2.3.7)

este solte particularz pentru ecuaa neomoged LY = f .

Demonstréa se face prin calcul direct. Avemmand seamai de (2.3.6),
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k K K
LY:L[ZYJ} = Y LY=) fj=f (2.3.8)
j=1 j=1

Llinearj=1

lll. Daca se cunogte un sistem fundamental de golpentru ecuaa (2.2.23),
atunci putem determina o sgkel particularz pentru ecuaa neomoged (2.3.1)folosind
metoda varigiei constantelor

Demonstrge. Consideim cazuln =3, generalizarea fiind imediat

Fie

m

Ly=y"+ pu(x)y" + pa(x)y + ps(x)y = f(x), (2.3.9)
si {y1.¥2, Y3} OKerL un sistem fundamental de siilu

Atunci Ly, =0,j=1,2 Soldia general a ecudei omogene asociate este,

conform rezultatului de I&, y=Y + z, undez este soltia genera a ecudei omogene

asociate lui (2.3.9):

m

Ly=y" + py(x)y" + pa(x)y' + ps(x)y =0. (2.3.10)

Deoarecely;, y»,y3} este un sistem fundamental, el reprézmbaz in KerL,
astfel incak se exprim ca o combinge linea# de fundiile sistemului

Z(x) = cry1 (x) + c2y2(x) + cay3(x). (2.3.11)

Casi in cazul ecugilor diferentiale ordinare lineare de ordinul lawdam pe'Y

sub forma

Y(x)=c(x)y + ca(x)yz + c5(x)ys. (2:3.12)
Rezult, reconstituind ecui
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Y(X) =Gy tCYo tC3Y3 p3(x)
Y' = CYh + Coh + CaYs + Gyt + Chyp +Cayg | P2(X
() *
Y": "+C "+ II+II+CI I+Cllp1X
GYyr tCYyo T C3y3 t (Y1 2:)(/)2 3Y3 (2.3.13)
Y =CYL+Coys +CaY3 + YL+ CoYs +CaYa| 1

LY =¢Ly; +CoLy, +C3lyz +oyp +Coyp +C3y3 = f
=0 =0 =0

Deci ¢, ¢5,c3 satisfac sistemul algebric linear
C1y1 +C2Y2 +C3y3 =0,
C1y1 +C2Y2 +C3y3 =0,
CLyL +C2Y2 +Cay3 = .
Determinantul asociat acestui sistem este chiar ngkianul
fundamental, deci este nenul pe I:

(2.3.14)

sistemului

v(x) ya(x) ys(x)
Wly1 v2.¥3]=[yi(x) ya(x) ya(x)z0, xOl. (2.3.15)
yi(x) ya(x) ya(x)
Prin urmare, sistemul (2.3.14) admite s@wnic. Fie

aceast soluie. Integrand, ofinem

¢ = [¢;(x)ax,j =13. (2.3.17)

IV. Concluzie: Daca se cunogte un sistem fundamental de golpentru ecuaa

neomogeia (2.3.1),atunci soluia sa general se determii prin cuadraturi (integiri,
primitive).
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Demonstrége. Daa {yj} __ este sistem fundamental de sojuezulta ca soluia

j=1n

general a ecugiei omogene asociate lui (2.3.1), adicy =0, este

n
yomogzzcj Yi xOl. (2.3.18)
j=1

Atunci

|. Conform punctululll , o soldie particulad Y a lui (2.3.1) este

n
Y:Zﬂﬁﬂ@mﬁ%, (2.3.19)
j=1
undec =¢; sunt soldi ale sistemului algebric

QY1 +CoYo +...¥Cryp =0,
QY1 +CYo +...+Chyy =0,
QY1 +CYr +...+Chyp = .

Il. Conforml, y=Y + z, deci soltia general a ecugdei (2.3.1) este

(2.3.20)

y(%) =ic, Y +i(f¢j () &joy. (2.3.21)
unde¢; =cj, j =1n satisfac sistemul (2.3.20).

Exemplu S se rezolve ectia

Ly=y' -y=e?X, (2.3.22)
ETAPA 1. Ecuaia omoge# asocial este
Ly=y"-y=0, (2.3.23)
si admite sistemul fundamental de sy'jlu{ex ,e_x} (s-au determinat in exemplele
precedente).
Soluia general a EDO omogene este
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Yomog = C1€” + o€ . (2.3.24)
ETAPA 2. Cautam o soldie particulai a ecugiei neomogene, de forma

Y = ¢ (x)e* +cy(x)e™. (2.3.25)

Introducand in ecui@, rezulg

Y=g(He+ (e »
Vi=g(Ye - g(yer+ ¢ ye+ g xer| o+
% (2.3.26)
Y'=g(Xe +g( e + ¢( ye- o xe1
ly= |/ o+ |  +d()e-¢() €= ¥
Trebuie deci & rezoham sistemul
X +coe " =0,
as Tes . (2.3.27)
ce* —cre * =e.
Determinantul asociat coincide cu Wronskianul:
A=W]e* 7%|=-2. (2.3.28)
Rezulé soluia unic
r_ _l O e_x _lex
k! 2|e2x  _a7X 2 '
(2.3.29)
, 1 0 1 34
CZ__E X a2X __Ee '
e’ e
Integrand, obnem
1 X 1 3X
=—e",c,=——¢e"", 2.3.30
Cy 2= ( )

astfel incat, conform lui (2.3.25), sgluparticulai Y are expresia
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Y =%eX e —%e3x e, (2.3.31)

de unde rezuit

Y :%eZX. (2.3.32)

Soluia general a ecugiei neomogene (2.3.22) este deci

y(X) =X +ce”* + % e |. (2.3.33)

Observaie. In cazul coeficietilor p, constar, soluia particulad Y se cau,

mai wor, sub forma funglor elementare din membrul drept (termenul libfey.

Exemplu.Daci reluam ecuaia (2.3.22), 1l putemauta peY sub formayY = ke?*.

Introducand aceasexpresie in ecui@, oltinem

Y = ke?*
Y' =2ke®| 0| +
Yn =4k62x 1 (2334)
LY = (4k - k)e®* = 3ke?*.
Trebuie decisavem
I = = k=%; (2.3.35)
rezula | Y =%e2x , soluie particulai oktinuta mai simplu decéat folosind metoda

variaiei constantelor.
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2.4. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE DE ORDINUL n, CU
COEFICIEN TI CONSTANTI

Forma generéla acestor ectiaeste

Ly =agy™ +ay"™ +a,y("D s a1y +agy=f(x), (2.4.1)

undea, 00,k=0,n.
Am vazut & soluia general a unei ecud diferentiale ordinare linearesi
neomogene se exprinta o sura dintre o soltie particulaii a sasi soluia genera a
ecuaiei omogene asociate. Cugterea unui sistem fundamental de gola ecuaiei

omogene asociate conduce imediat lats@lgeneral a ecugiei neomogene.
2.4.1. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI OMOGENE

Fie deci

Ly=agy™ +ay(" D +a,y("2 + 44 iy +ay=0 (2.4.2)
ecuaia omogen asociai lui (2.4.1). Operatorul, definit prin membrul stang al acestei
ecuaii, este linear, in sensul acelgidefinitii dati la ecudile diferertiale de ordinul |.
Si in acest caz recungam un operator linear dadaptul & funcia necunoscit si

derivatele sale péra ordinuln inclusiv apar la puterea a I-a. Nucleul operataraste

kerL ={y0C"(0) Ly =0}, (2.4.3)
deci
Mulsimea soluiilor ecuariei (2.4.2)coincide cukerL.
Dupa cum am aitat in paragraful 2.2, dimensiunea lui keesten. Rezult deci
ca

Pentru rezolvarea unei ecutlineare de ordinuln trebuie € gasim o ba# in
kerL.
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Reamintim & o baz a unui spau vectorialn-dimensional este o mirhe formaé

din n elemente linear independente aletispa. Fie {y;,y,,...,y,} 0 baz in kerL.

Atunci soludia general a ecuéei (2.4.2) se scrie ca o combtrealineas cu coeficiem

arbitrari de elementele bazei, deci

y(x) = erya () + cay (x) +... + cayn(x). (2.4.4)
MOD DE REZOLVARE
In cazul coeficietilor constami, se caut soluii de forma exponerali y =e"™,
dupi ideea lui Leonhard Euler Derivam succesii introducem in ecuee:
a, x y=e”
an1x Y =re”

n_ 2 .IX
ah-2* Yy =r-e

(2.4.5)
a x y(n—l) — (N1
8, X y(n) — N
Ly = erx(aor Ny yr N1y ceapqlh an)= 0,
deci, pentru c&™ si fie soluie trebuie ca
agr" +arr"t+.a,_ir +a, =0| (2.4.6)

Ecuaia (2.4.6) se numyge ecuaie caracteristi@. Ea admite intotdeauna

radacini in corpul complex. Fie,,r,,...,r, acesteddacini.

A. Raddcini reale si distincte Tn acest caz, baza din ker L pe careiatan este

format din fundiile e ,e?*,... ™, prin urmitoarea corespondgin
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T (2.4.7)

X gfhX alsX

prin urmare soltia general a ecugéei este
y(x) = c,e™ +c,e?* + ... +c e, (2.4.8)
B. Radacini complex conjugate Fie r; =a+ib. Atunci ecugia caracteristit,
avand coeficiem reali, mai admitesi pe r, =a—ib ca #dacind. Pentru simplitatea
expunerii, § presupunemaccelelalte idacini sunt reale. Pentru &mane in cadrul real,

(atib)x (a-ib)x

vom inlocuie ,e( cu combindi lineare reale ale acestora, folosind formulele

lui Euler (vezi cursul de AnalizMatemati@, Calcul Diferemial):

ibx -ibx
+
e coshx= eax%,
ibx _ e—ibx (2.4.9)
e sinbx=e** _
2
Atunci schema (2.4.7) devine
n ) '3 Tn
! ! Lo, (2.4.10)
e cosbx esinbx e eh*
si solutia general a ecugei este
y(x) = €®(c, cosbx+c, sinbx) + c;e™* ... + ¢ e™. (2.4.11)

C. Radacini multiple. Spre deosebire de cazurile precedente, acestaitieges
alte preciari. Nu putem folosi direct schema (2.4.7), deoarageohine, evident, un
sistem linear dependent.

Sa consideim mai intai ecuga de ordinul I
Ly=ay" + by’ +cy=0. (2.4.12)

Presupunemacecuaia sa caracteristic
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ar? +br+c=0, (2.4.13)
admite &dacinile realery,r,, foarte apropiate ca valoare, dar, $gtdlistincte. Atunci

putem folosi schema (2.4.7), care, in acest caznee

I
Lo (2.4.14)
ahX @l2X

Dac r, - r;, atunci schema nu funeneaz. Pentru a iritura acest
inconvenient, putem Thlocui pE2* cu combinga linea

X _ AMX
e - (2.4.15)
ro—n

care, evident, estg ea soltie a ecugei (2.4.12). Trecand la limitpentrur, — rp,

obtinem

g

5 X X 5 X
. e2t—el . dr ) 2
lim =——— = lim 2d = lim = xe'. (2.4.16)
I, > > —7FT I, > > -
2o I ™Ih 2N 02"&) 2N
drz

Inseams ci, dadi r, =r;, putem considera pentru egaa2.4.12) schema

n n
o (2.4.17)
X yaliX

Intr-adevir, cele doa fundii din scheni sunt soltii ale ecugei si suntsi linear
independente, deoarece Wronskianul lor

X X
]= el xe' 21X

W[erlx  xe"* —e

1 X
]l= 2nX (2.4.18)

ne"  xne™ +eh noxm+t

este nenul. Sotia general a ecudei (2.4.12) este
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y(x) = ce™ + c,xe", (2.4.19)

sau

y(x)=e™(c; +c,x). (2.4.20)
Ne sittim acum in cazul general. Presupunem, pentru saigplitd r; este

radacina multipla de ordinulm a ecudei caracteristice (2.4.6), iar celelaltgdicini

o1, Tme2s---0 Iy Sunt realesi distincte. La fel ca mai Tnainte, se demonstiee in

acest caz schema (2.4.7) devine

! Lo Lo b (2.4.21)
X yahX Xm—lerlx gmX  ghX

si deci soldia general a ecugei este
y(x) = e (01 +CoX . --mem'1)+ cee™ ... +c e, (2.4.22)

CONCLUZIE: Pentru ecudiile diferenriale ordinare cu coeficien constani
putem determina efectiv intotdeauna un sistem fundental de soldi, exprimat prin

funcrii elementare.

Exemple S se determine sofia general a urnitoarelor ecugi diferentiale
ordinare:

a) Ly=y"-3y' +2y=0.

Este o ecuge difereniala lineai, de ordinul Il, cu coeficighconstan.

Dimensiunea lui kel este 2. @utand solti de forma exponeiali y=¢e"™,
deducem &r trebuie § satisfad ecuaia caracteristig

r>-3r+2=0,

care admiteadacinile realesi distincter; =1,r, =2. Suntem in caz.

Soluia general este, conform formulei (2.4.8),
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y =¥ +cex.

b) Ly=y"+y=0.
Este o ecuge linea#, de ordinul Il, cu coeficignconstan.
Dimensiunea lui kel este 2. @utand soltii de forma exponeiali y=¢e"™,
deducem &r trebuie § satisfad ecuaia caracteristig
r?+1=0,
care admiteadacinile pur imaginare, complex conjugate= +i,r, =— . |

Soluia general este, conform formulei (2.4.11)

Y =C; COSX+C, SinX.

c) Ly=y"+2y' +y=0.

Este o ecug difereniala ordina# linea@, de ordinul Il, cu coeficighconstan.

Dimensiunea lui kel este 2. @utand soltii de forma exponeaiali y=e™,
deducem &r trebuie § satisfad ecuaia caracteristig

r2+2r+1=0,

care admiteadacina dubd r =-1. Soluia general este, conform formulei (2.4.22)

y= (01 + sz)e_x :

APLICATIE: OSCILATORUL ARMONIC

VW

Figura 2.4.1. Oscilatorul armonic.

Incepem prin a construi modelul matematic asoaasti fenomen fizic.

Aceasi construg@e presupune, dépcum am mai ditat,
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# stabilireamdarimii (sau marimilor) fizice care determih cunoaterea
complet a fenomenului fizic; ele vor juca rolfunctiilor necunoscute
% stabilirea legii (sau legilor) fizice care guverneaz fenomenul si

exprimarea lor in termeni matematici.

MODELUL MATEMATIC AL OSCILATORULUI ARMONIC
1. Funcfia necunoscud este in acest caieplasareay = y( t), avand, evident, o

singué componerit.
2. Legea fizia estelegea lui Newton produsul masaccelerde este egal cu

rezultanta foyelor care agoneaz asupra sistemului, adicin termeni matematici,

ma=F, (2.4.23)
undea, F au fiecare cate o singucomponerii).

F este fora elastid, expresia sa matematitiind

F=-ky, k>0, (2.4.24)
lar a este acceleta, adi@, dup cum sestie,
2
a:d—;’. (2.4.25)
dt

Pentru derivata a doua a degldsin raport cu timpul vom folosi binecunoscuta

notgie din mecanig

d2y
—2=y, (2.4.26)
dit?
Deci
my = —Kky. (2.4.27)
Notam K w’ >0. In concluzie, modelul matematic este reprezeidat
m
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Ly= y+w’ y=0|. (2.4.28)

Aceasta este o0 equm lineas, cu coeficieqi constam, omoged. Pentru a
determina un sistem fundamental de 8ploautim pey de forma exponeiala y=e™.
Derivam si introducem in ecuee:

o y:eat
0|y=ae" [+= Ly:(O(2 +w? ™ =0. (2.4.29)
1 y=a Zeat
Rezult ecuaia caracteristig
az +(,C2 =0, (2.4.30)

cu radacinile a,, = *iw. Avem urnitorul sistem fundamental:

I -l
! ! : (2.4.31)
eiwt e—ioot

Pentru a evita cadrul complex, folosifarmulele lui Euler (vezi cursul de
Analiza Matematid, partea I). Avem:
ia _ ..
€~ =Ccos) +isinq,
i (2.4.32)
e'" =coso —isina,
deci
eI(X —la 1 —la

L:cosa, € 7% _sina. (2.4.33)
2 2

n loc de exponeialele cu exponeincomplegi, putem lua combirtile
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gt | gmict
5 = coswt
- : (2.4.34)
it _ it
e —-e :
=sinwt,
care sungi ele soluii si formeaz un sistem fundamental.
Intr-ader
: coswt sinwt
W/[coswt,simt] =| —wz (. (2.4.35)
—wsinwt  wcowt
Soluia general a ecuédei (2.4.28) este
y(t) = ¢ coswt + ¢, sinwt. (2.4.36)

In loc de constantele arbitrag,c,, vom considera alte dawconstanteA si 3,

de asemenea arbitrare.

Luand A:w/cl2 +c§ , rezulé

coswt + sirwt |. (2.4.37)

0= A oo
C+GC G+G
Constantele din parantesunt, evident, subunitare, iar suniratelor lor este 1,

astfel incat putem lua

G — C2 =S
——=—=008), —=— =sing, (2.4.38)
2 +c3 \of +¢3
unde
_ C
L arctgc— . (2.4.39)
2

In final, soluia general a ecugei oscilatorului armonic se exprinastfel

y(t) = Acoq wt-3)|. (2.4.40)
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INTERPRETARE FIZICA

Reprezentand grafic funa (2.4.40), obnem figura 2.4.2,

Y

TN

NIAVERRVA

Figura 2.4.2.Reprezentarea geomeir& miscarii oscilatorului armonic

unde
> A reprezini amplitudinea mgcarii
> w reprezini frecverra migcarii

> O reprezind faza micarii.
R : o o
Anuland argumentul cosinusului, tollem momentul¢ =—, care corespunde
W
amplitudinii A. Vom relua acea&problend in cadrul aplicailor.

2.4.2. POLINOM DIFERENTIAL

Fie din nou ecu@ (2.4.1).

Obserdm ci ea se mai poate scKein felul urmitor:

n n-1

ly=a, 2 y+a
dx" Laxnt

Sa notim cuD operatorul derivat adia

y+..+ an_1%y+any= f(x). (2.4.41)

D=—. (2.4.42)

Atunci
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d*
dx¥
si operatorulL se mai poate scrig sub forma

DX, (2.4.43)

Ly=a,D"y+aD" "y + ...+ a,4Dy +a,Ey= f(x), (2.4.44)

unde am notat cH operatorul identitate, adic

Ey=vy. (2.4.45)
Forma (2.4.44) mai poate fi modifiGaastfel

Ly=(agD" +aD" T +...+a 1D + a,E)y = f(x), (2.4.46)
Operatorul din paranteza de mai sus este, formgbplinom de graduh in D.
El se numsgte polinom diferermial.

Vom folosi urnitoarea notge pentru polinomul difereral:

P,(D)=a,D" +a,D" 1 +...+a,4D +a,E|. (2.4.47)

Rezult ca ecuaia (2.4.1) se poate scriein alt mod:

Ly=P,(D)y = f(x)|. (2.4.48)

Observaie. Inlocuind n (2.4.47) p® cu r si derivirile succesive cu puteri,

ohtinempolinomul caracteristicasociat ecugi diferertiale.

FORMULE DE CALCUL UTILE

|. S aplicim polinomul diferefial unei exponetale

y=e*. (2.4.49)

Tinand seama de faptul c

D(e“x)=aeo‘x, Dk(eo‘x):ake“x, (2.4.50)

obtinem
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Pn(D)(e(XX)z (aODn + aan—l + .. .+ an—lD +a, Ek(}x —

_aoDn (09,4 +a Dn_leax+...+an_1Deax +anEeGX:

_ X 4 n-1_0x oxX _ (2'4'51)
=ag0"e™ + aa" e + ...+ a,_jae™* +a,e* =
= (aoa” +a0" 1+ +a 0+ an)eo‘x,
deci
R, (D)6 )= P, (a)e®| (2.4.52)

Aceasi formula remarcabil este de mare utilitate practide altfel, am intalnit-
0 si In paragrafele precedente, dnsu legai de polinomul diferemal, ci de ecuga
caracteristia.

[l. Putem demonstra o alformuli de calcul foarte uti] valabik pentru orice

polinom diferemal.

Lema 2.1 Daci u,vOC"(1), atunci

Ph(D)) =R (D)v + P (D) + ~u'P(D)v+

1 () (p)s L 0o (2:4.59)
~1) 5 (n-1
+ o _1)!u n=tpin (D)V+Eu "R\ (D)v.
* Demonstraia se face folosind formula lui Leibniz
D¥(uv)=ubD¥v +uD* v+ C2u'D* 2y
(2.4.54)

+..+C[” 1(n- 1)Dv+vD”u.

O vom da pentrun =2. Pentrun arbitrar, rezult imediat prin induge complei.

Fie operatorul

P(D)=aD? +bD +cE. (2.4.55)

Avem
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D?(uv)=uD?v + C3DuDv+vD?u[* a
D(uv)=uDv+ vDu xb
E(uv)=u X C
(2.4.56)
P(D)(uv)= u(aDzv +bDv+ cv)+
" Du(aC‘%Dv + bEv)+
+avD?u.
Obseram ci
u(aDzv +bDv+ cEv)z uP(D)v,
Du(aC%Dv + bEv): Du(2aDv+bEv) = DuP'(D)v, (2.4.57)

D2u(av)= % D2u(2av) = % D2uP"(D)v.
Formula (2.4.53) este astfel demondgtrat

2.4.3. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI NEOMOGENE

Conform celor spuse in paragraful anterior, de@aréc cazul ecualor

diferentiale ordinare cu coeficign constafi se determia intotdeauna un sistem

fundamental de sofii sub formi de funeii elementare,amane § determiam o soluie

particulai a ecugdei neomogene

Ly=agy™ +ay" ™ +a,y2 + a1y +ay=f(x), (2.4.58)

Desigur, putem aplica metoda vaieda constantelor, ris in cazul coeficietilor

constafi, dac termenul liber se exprifinprin fungii elementare, putemagi metode

mai simple decéat aceasta.

Distingem mai multe cazuri:

A. Termenul liber este polinom de graduaiin x, adici
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