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Capitolul 1

Introducere

Acest manual este dedicat in special studentilor de la formele de invatamant ID (invé‘géméﬂt la Distanta)
si PU (Post universitare) de la Facultatea de Informatica a Universitatii ” Alexandru Ioan Cuza” din Iasi.
Cartea se doreste a fi un suport pentru disciplinele Algoritmi si Programare (ID) si Structuri de Date si
Algoritmi (PU). Recomandam ca parcurgerea acestui suport sa se faca in paralel cu consultarea materialul
electronic aflat pe pagina web a cursului la adresa http://www.infoiasi.ro/fcs/CS2101.php. De fapt
continutul acestei carti este o versiune simplificatd a celui inclus pe pagina cursului. Din acest motiv
unele referinte apar ca nedefinite (marcate cu “??”). Toate acestea pot fi gisite pe pagina cursului.

Structura manualului este urmatoarea: Capitolul doi include definitia limbajului algoritmic utilizat
impreuna cu definitiile pentru cele doua functii principale de masurare a eficientei algoritmilor: complex-
itatea timp si complexitatea spatiu. Tipurile de date cele mai utilizate in programare sunt prezentate
in capitolul trei. In capitolul patru sunt prezentati principalii algoritmi de sortare interna bazati pe
comparatii. Capitolul al cincilea este dedicat algoritmilor de cautare si a principalelor structuri de date
utilizate de acesti algoritmi. Capitolul sase include doi algoritmi de enumerare: enumerarea permutarilor
si enumerarea elementelor produsului cartezian. Fiecare capitol este acopaniat de o listd de exercitii.



Capitolul 2

Despre algoritmi

2.1 Limbaj algoritmic

2.1.1 Introducere

Un algoritm este o secventa finita de pasi, aranjata intr-o ordine logica specifica care, atunci cand este
executatd, produce o solutie corecta pentru o problema precizata. Algoritmii pot fi descrisi in orice limbaj,
pornind de la limbajul natural pina la limbajul de asamblare al unui calculator specific. Un limbaj al
carui scop unic este cel de a descrie algoritmi se numeste limbaj algoritmic. Limbajele de programare
sunt exemple de limbaje algoritmice.

In aceastd sectiune descriem limbajul algoritmic utilizat in aceastii carte. Limbajul nostru este tipizat,
in sensul ca datele sunt organizate in tipuri de date. Un t¢ip de date consta dintr-o multime de entitati de
tip data (valori), numita si domeniul tipului, si o multime de operatii peste aceste entitati. Convenim
sa grupam tipurile de date in trei categorii:

e tipuri de date elementare, in care valorile sunt entitati de informatie indivizibile;

e tipuri de date structurate de nivel jos, in care valorile sunt structuri relativ simple obtinute prin
asamblarea de valori elementare sau valori structurate iar operatiile sunt date la nivel de compo-
nenta;

o tipuri de date structurate de nivel inalt, in care valorile sunt structuri mai complexe iar operatiile
sunt implementate de algoritmi proiectati de catre utilizatori.

Primele doua categorii sunt dependente de limbaj si de aceea descrierile lor sunt incluse in aceata sectiune.
Tipurile de nivel inalt pot fi descrise intr-o maniera independenta de limbaj si descrierile lor sunt incluse
in capitolul 3. Un tip de date descris intr-o maniera indepenedenta de reprezentarea valorilor si imple-
mentarea operatiilor se numeste tip de date abstract.

Pagii unui algoritm si ordinea logica a acestora sunt descrise cu ajutorul instructiunilor. O secventa
de instructiuni care actioneaza asupra unor structuri de date precizate se numeste program. In sectiunea
2.2 vom vedea care sunt conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca un program pentru a descrie un
algoritm.

2.1.2 Modelarea memoriei

Memoria este reprezentatda ca o structura liniara de celule, fiecare celuld avand asociata o adresd si
putand memora (stoca) o datd de un anumit tip (fig. 2.1). Accesul la memorie este realizat cu ajutorul
variabilelor. O wvariabild este caracterizata de:

e un nume cu ajutorul careia variabila este referita,
e 0 adresa care desemneaza o locatie de memorie si

e un tip de date care descrie natura valorilor memorate in locatia de memorie asociata variabilei.

Daca in plus adaugam si valoarea memorata la un moment dat in locatie, atunci obtinem o instantd
a variabilei. O variabild este reprezentata grafic ca in fig. 2.2a. Atunci cand tipul se subintelege din
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Figura 2.2: Variabila

context, vom utiliza reprezentarea scurta sugerata in 2.2b. Convenim s utilizam fontul type writer
pentru notarea variabilelor si fontul mathnormal pentru notarea valorilor memorate de variabile.

2.1.3 Tipuri de date elementare

Numere intregi. Valorile sunt numere intregi iar operatiile sunt cele uzuale: adunarea (4), inmultirea
(x), sciderea (—) etc.

Numere reale. Deoarece prin data intelegem o entitate de informatie reprezentabila in memoria calcu-
latorului, domeniul tipului numerelor reale este restrans la submultimea numerelor rationale. Operatiile
sunt cele uzuale.

Valori booleene. Domeniul include numai doua valori: true si false. Peste aceste valori sint definite
operatiile logice and, or si not cu semnificatiile cunoscute.

Caractere. Domeniul include litere: ’a’, ’b’, ..., ’A’, ’B’, ..., cifre: ’0’, *1’, ..., si caractere
speciale: >+’ %’ ... Nu exista operatii.

Pointeri. Domeniul unui tip pointer consta din adrese de variabile apartinand la alt tip. Presupunem
existenta valorii NULL care nu refera nici o variabila; cu ajutorul ei putem testa daca un pointer refera
sau nu o variabild. Nu consideram operatii peste aceste adrese. Cu ajutorul unei variabile pointer, numita
pe scurt si pointer, se realizeaza referirea indirecta a unei locatii de memorie. Un pointer este reprezentat
grafic ca in fig. 2.3a. Instanta variabilei pointer p are ca valoare adresa unei variabile de tip intreg. Am
notat integerx* tipul pointer al carui domeniu este format din adrese de variabile de tip intreg. Aceasta
conventie este extinsi la toate tipurile. Variabila referiti de p este notatd cu *p. In fig. 2.3b i 2.3c sunt
date reprezentarile grafice simplificate ale pointerilor.

Pointerii sunt utilizati la manipularea variabilelor dinamice. O variabild dinamica este o variabila care
poate fi creata si distrusa in timpul executiei programului. Crearea unei variabile dinamice se face cu
ajutorul subprogramului new. De exemplu, apelul new(p) are ca efect crearea variabilei *p. Distrugerea
(eliberarea spatiului de memorie) variabilei *p se face cu ajutorul apelului delete (p) al subprogramului
delete.

2.1.4 Instructiuni

Atribuirea. Sintaza:
(variabila) « (expresie)

unde (variabild) este numele unei variabile iar (expresie) este o expresie corect formata de acelasi tip cu
(variabild).
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Figura 2.3: Pointer

Semantica: Se evalueaza (expresie) si rezultatul obtinut se memoreaza in locatia de memorie desemnata de
(variabila). Valorile tuturor celorlalte variabile raman neschimbate. Atribuirea este singura instructiune
cu ajutorul careia se poate modifica memoria. O reprezentare intuitivid a efectului instructiunii de
atribuire este data in fig. 2.4.
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a) Inainte de atribuire
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b) Dupa atribuirea "a <- a*b"

Figura 2.4: Atribuirea

if.  Sintaza:

if (expresie)
then (secventa-instructiuniy )
else (secventid-instructiunis)

unde (expresie) este o expresie care prin evaluare da rezultat boolean iar (secventi-instructiuni;), i = 1,2,
sunt secvente de instructiuni scrise una sub alta gi aliniate corespunzator. Partea else este facultativa.
Daci partea else lipseste gi (secventd-instructiuniy) este formata dintr-o singurd instructiune atunci
instructiunea if poate fi scrisa gi pe un singur rand. De asemenea, o expresie in cascada de forma

if (...)
then ...
else if (...)
then ...
else if (...)
then ...
else ...

va fi scrisa sub urméatoarea forma liniara echivalenta:



if (...) then
else if (...) then
else if (...) then

else ...

Semantica: Se evalueaza (expresie). Dacd rezultatul evaludrii este true atunci se executd (secventa-
instructiuni;) dupa care executia instructiunii if se termind; daca rezultatul evaluarii este false atunci
se executa (secventi-instructiunia) dupa care executia instructiunii if se termina.

while. Sintaza:

while (expresie) do
( secventa-instructiuni)

unde (expresie) este o expresie care prin evaluare da rezultat boolean iar (secventi-instructiuni) este o
secventa de instructiuni scrise una sub alta si aliniate corespunzator.

Semantica: 1. Se evalueaza (expresie).

2. Daca rezultatul evaludrii este true atunci se executd (secventa-instructiuni) dupé care se reia procesul
incepand cu pasul 1. Daca rezultatul evaluarii este false atunci executia instructiunii while se termina.

for. Sintaza:

for (variabila) « (expresie;) to (expresies) do
( secventa-instructiuni)

sau
for (variabild) < (expresie;) downto (expresies) do
(secventi-instructiuni)
unde (variabild) este o variabild de tip intreg, (expresie;), ¢« = 1,2, sunt expresii care prin evaluare

dau valori intregi, (secventa-instructiuni) este o secventd de instructiuni scrise una sub alta si aliniate
corespunzator.
Semantica: Instructiunea

for i < e; to ey do

S
simuleaza executia urmatorului program:

i+— e

temp «— e9

while (i < temp) do
S

1+ i+l
iar instructiunea

for i < e; downto ey do

S
simuleaza executia urmatorului program:
i« €1
temp «— e9
while (i > temp) do
S

i+ 1i-1



repeat. Sintaza:

repeat
(secventa-instructiuni)
until (expresie)

unde (expresie) este o expresie care prin evaluare da rezultat boolean iar (secventi-instructiuni) este o
secventa de instructiuni scrise una sub alta si aliniate corespunzator.
Semantica: Instructiunea

repeat
S

until e

simuleaza executia urmatorului program:

S
while (not e) do
S

Exceptii. Sintaza:
throw (mesaj)

unde (mesaj) este un sir de caractere (un text).
Semantica: Executia programului se opreste i este afisat textul (mesaj). Cel mai adesea, throw este
utilizata impreuna cu if:

if (expresie) then throw (mesaj)

Obtinerea rezultatului true in urma evaluarii expresiei are ca semnificatie aparitia unei exceptii, caz in
care executia programului se opreste. Un exemplu de exceptie este cel cand procedura new nu poate aloca
memorie pentru variabilele dinamice:

new(p)
if (p = NULL) then throw ’memorie insuficienta’

2.1.5 Subprograme

Limbajul nostru algoritmic este unul modular, unde un modul este identificat de un subprogram. Exista
doua tipuri de subprograme: proceduri si functii.

Proceduri. Interfata dintre o procedura si modulul care o apeleaza este realizatd numai prin parametri
si variabilele globale. De aceea apelul unei proceduri apare numai ca o instructiune separata. Forma
generala a unei proceduri este:

procedure (nume)((lista-parametri))
begin

(secventa-instructiuni)
end

Lista parametrilor este optionald. Consideram ca exemplu o procedura care interschimbé valorile a doua
variabile:

procedure swap(x, y)
begin

aux < X

Xy

y < aux
end



Permutarea circulara a valorilor a trei variabile a, b, c se face apeland de doui ori procedura swap:

swap(a, b)
swap (b, ¢)

Functii. In plus fatd de proceduri, functiile intorc valori calculate in interiorul acestora. De aceea
apelul unei functii poate participa la formarea de expresii. Forma generala a unei functii este:

function (nume)((lista-parametri))
begin

(secvent-instructiuni)

return (expresie)
end

Lista parametrilor este optionala. Valoarea intoarsa de functie este cea obtinuta prin evaluarea expresiei.
O instructiune return poate aparea in mai multe locuri in definitia unei functii. Consideram ca exemplu
o functie care calculeaza maximul dintre valorile a trei variabile:

function max3(x, y, z)

begin
temp «+— x
if (y > temp) then temp « y
if (z > temp) then temp « z
return temp

end

Are sens sa scriem 2*max3(a, b, c) saumax3(a, b, c) < 5.

2.1.5.1 Comentarii

Comentariile sunt notate similar ca in limbajul C, utilizand combinatiile de caractere /* gi */. Comen-
tariile au rolul de a introduce explicatii suplimentare privind descrierea algoritmului:

function absDec(x)

begin
if (x > 0) /* testeaza daca x este pozitiv */
then x <+ x-1 /* decrementeaza x*/
else x «+— x+1 /* incrementeaza x*/

end

2.1.6 Tipuri de date structurate de nivel jos
2.1.6.1 Tablouri

Un tablou este un ansamblu omogen de variabile, numite componentele tabloului, in care toate variabilele
componente apartin aceluiasi tip si sunt identificate cu ajutorul indicilor. Un tablou 1-dimensional (uni-
dimensional) este un tablou in care componentele sunt identificate cu ajutorul unui singur indice. De
exemplu, dacd numele variabilei tablou este a si multimea valorilor pentru indice este {0,1,2,...,n—1},
atunci variabilele componente sunt a[0], al[1], al[2], ..., aln-1]. Memoria alocata unui tablou
1-dimensional este o secventa contigua de locatii, cite o locatie pentru fiecare componenta. Ordinea
de memorare a componentelor este datd de ordinea indicilor. Tablourile 1-dimensionale sunt reprezen-
tate grafic ca in fig. 2.5. Operatiile asupra tablourilor se realizeaza prin intermediul componentelor.
Prezentam ca exemplu initializarea tuturor componentelor cu 0:

for i «+— 0 to n-1 do
ali]l «— 0
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Figura 2.6: Tablou 2-dimensional

Un tablou 2-dimensional (bidimensional) este un tablou in care componentele sunt identificate cu aju-
torul a doi indici. De exemplu, daca numele variabilei tablou este a si multimea valorilor pentru primul
indice este {0,1,...,m — 1} iar multimea valorilor pentru cel de-al doilea indice este {0,1,...,n —
1} atunci variabilele componente sunt a[0,0], a[0,1],..., al0,m-1], ..., a[m-1,0], alm-1,1],

., alm-1,n-1]. Ca i in cazul tablourilor 1-dimensionale, memoria alocata unui tablou 2-dimensional
este o secventa contigua de locatii, cate o locatie pentru fiecare componenta. Ordinea de memorare a
componentelor este data de ordinea lexicografica definitd peste indici. Tablourile 2-dimensionale sunt
reprezentate grafic ca in fig. 2.6. Asa cum o matrice poate fi vazuta ca fiind un vector de linii, tot aga
un tablou 2-dimensional poate fi vazut ca fiind un tablou 1-dimensional de tablouri 1-dimensionale. Din
acest motiv, componentele unui tablou 2-dimensional mai pot fi notate prin expresii de forma a[0] [0],
al[0] [1]1, etc (a se vedea si fig. 2.7).

Cao——tab2d >—»] ‘

tabld

Figura 2.7: Tablou 2-dimensional vazut ca tablou de tablouri 1-dimensionale
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Figura 2.8: Structuri

2.1.6.2 Siruri de caractere.

Sirurile de caractere pot fi gandite ca fiind tablouri unidimensionale a caror elemente sunt caractere. O
constanta sir de caractere este notata utilizand conventia din limbajul C: ¢ ‘exemplu de sir’’. Peste
giruri sunt definite urmatoarele operatii:

e concatenarea, notata cu +: ’’unu’’ + ‘‘doi’’ are ca rezultat ’’unudoi’’;

e strcmp(sirl, sir2) - intoarce rezultatul compararii lexicografice a celor doua siruri: -1 daca
sirl < sir2, 0 daca sirl = sir2, si +1 daca sirl > sir2;

e strlen(sir) - intoarce lungimea girului dat ca parametru;

e strcmp(sirl, sir2) - realizeaza copierea girului sir2 in sirl.

2.1.6.3 Structuri

O structurd este un ansamblu eterogen de variabile, numite cémpuri, in care fiecare caAmp are propriul
sau nume si propriul sau tip. Numele complet al unui camp se obtine din numele structurii urmat de
caracterul “.” gi numele campului. Memoria alocata unei structuri este o secventa contigua de locatii,
cate o locatie pentru fiecare camp. Ordinea de memorare a campurilor corespunde cu ordinea de descriere
a acestora in cadrul structurii. Ca exemplu, presupunem ca o figura f este descrisd de doua campuri:
f.pozitie - punctul care precizeaza pozitia figurii, i £.vizibil - valoare booleana care precizeaza daca
figura este desenatéd sau nu. La randul siau, punctul poate fi vazut ca o structura cu doua campuri - cate
unul pentru fiecare coordonaté (consideram numai puncte in plan avand coordonate intregi). Structurile
sunt reprezentate grafic ca in fig. 2.8. Pentru identificarea campurilor unei structuri referite indirect
prin intermediul unui pointer vom utiliza o notatie similari celei utilizate in limbajul C (a se vedea si fig.
2.9).

2.1.6.4 Liste liniare simplu inlantuite

O lista liniard simplu tnldnfuitd este o inlantuire de structuri, numite noduri, in care fiecare nod, ex-
ceptand ultimul, “cunoagte” adresa nodului de dupa el (nodul succesor). In forma sa cea mai simpla,
un nod v este o structura cu doud campuri: un camp v->elt pentru memorarea informatiei si un camp
v->succ care memoreaza adresa nodului succesor. Se presupune ca se cunosc adresele primului si re-
spectiv ultimului nod din lista. O lista liniara simplu inlantuita este reprezentata grafic ca in fig. 2.10.
Lista liniara simplu inlantuita este o structura de date dinamica in sensul ca pot fi inserate sau eliminate
noduri cu conditia sa fie pastrata proprietatea de inlantuire liniard. Operatiile elementare ce se pot
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Figura 2.10: Lista liniara simplu inlantuita

efectua asupara unei liste simplu inlantuite sunt:

e addugarea unui nod la inceput (a se vedea figura 2.11):

procedure adLalnc(L, e)
begin
new(v)
v->elt «— e
if (L = NULL)
then L.prim « v /* lista vida */
L.ultim <« NULL
v->succ <« NULL
else v->succ « L.prim /* lista nevida */
L.prim «+ v
end

e adaugarea unui nod la sfarsit (a se vedea figura 2.12):

procedure adLaSf (L, e)
begin
new(v)
v->elt «— e
v->succ <« NULL
if (L = NULL)
then L.prim « v /* lista vida */
L.ultim <« NULL
else L.ultim->succ <« v /* lista nevida */
L.ultim «— v
end

e stergerea nodului de la inceput:

procedure stLalnc(L)

10
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Figura 2.11: Adaugarea unui nod la inceputul unei liste
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Figura 2.12: Adaugarea unui nod la sfarsitul unei liste
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begin
if (L # NULL)
then v « L.prim /* lista nevida */
L.prim <+ L.prim->succ
if (L.ultim = v) then L.ultim <« NULL
delete v

end
e stergerea nodului de la sfarsit:

procedure stLaSf(L, e)

begin
if (L # NULL)
then v « L.prim /* lista nevida */
if (L.ultim = v) /* un singur nod */
then L.prim <« NULL
L.ultim <« NULL
delete v
else /* mai multe noduri */
/* determina penultimul */
while (v->succ # NULL) do
v < v->succ
L.ultim «+ v
delete v->succ
end

Aceasta structura va fi utilizata la reprezentarea obiectelor de tip data a tipurilor de date de nivel inalt
din capitolul 3.

2.1.6.5 Liste liniare dublu inlantuite

Listele liniare dublu tnlanfuite sunt asemanatoare celor simplu inlantuite cu deosebirea ca, in plus, fiecare
nod, exceptand primul, “cunoaste” adresa nodului din fata sa (nodul predecesor). Astfel, un nod v are
un camp in plus v->pred care memoreaza adresa nodului predecesor. O lista liniara dublu inlantuita
este reprezentata grafic ca in fig. 2.13.

2.1.7 Calculul unui program

Intuitiv, calculul (executia) unui program consta in succesiunea de pasi elementari determinati de executiile
instructiunilor ce compun programul. Fie, de exemplu, urmatorul program:

x+— 0

i—1

while (i < 10) do
X «— x*10+1i
i« i+2

Calculul descris de acest program ar putea fi descris de urmétorul tabel:

12



Pasul | Instructiunea i X
0|l x« 0 — -
1]i«1 — 0
2 | x « x¥10+1 1 0
3| 1+« i+2 1 1
4 | x «— x*x10+1 3 1
51 i« i+2 3 13
6 | x «— x*x10+1i 5 13
T 1« i+2 5 135
8 | x «— x*x10+1 7 135
9| i+« i+2 7 1357

10 | x « x*10+1 9 1357
11 | i « i+2 9 | 13579
12 11 | 13579

Acest calcul este notat formal printr-o secventa co c1 b -+ ¢12. Prin ¢; am notat configuratiile ce
intervin in calcul. O configuratie include instructiunea curentd (starea programului) si starea memoriei
(valorile curente ale variabilelor din program). In exemplul de mai sus, o configuratie este reprezentata
de o linie in tabel. Relatia ¢;_1 - ¢; are urmatoarea semnificatie: prin executia instructiunii din ¢;_1, se
transforma c;_1 1n ¢;. cg se numeste configuratie initiald iar c1o configuratie finald. Notam ca pot exista
si calcule infinite. De exemplu instructiunea

while (true) do
i«— i+l

genereaza un calcul infinit.

2.1.8 Exercitii

Exercitiul 2.1.1. O sectiune a tabloului a, notatd ali..j], este formatd din elementele a[i],a[i +
1],...,2a[j], ¢ < j. Suma unei sectiuni este suma elementelor sale. S& se scrie un program care, aplicAnd
tehnica de la problema platourilor [Luc93], determind sectiunea de sum& maxima.

Exercitiul 2.1.2. Sa se scrie o functie care, pentru un tabloub, determina valoarea predicatului:
P=Vij:1<i<j<n=bi] <b[j]
Sa se modifice acest subprogram astfel incat sa ordoneze cresciator elementele unui tablou.

Exercitiul 2.1.3. Sa se scrie un subprogram tip functie care, pentru un tablou de valori booleene b,
determina valoarea predicatului:

P=Vij:1<i<j<n=bi]= b))

Exercitiul 2.1.4. Se considera tabloul a ordonat crescator si tabloul b ordonat descrescator. Sa se scrie
un program care determina cel mai mic x, cand exista, ce apare in ambele tablouri.

Exercitiul 2.1.5. Se considera doua tablouril a i b. Ambele tablouri au proprietatea ca oricare doua
elemente sunt distincte. S& se scrie un program care determina elementele x, cand exista, ce apar in
ambele tablouri. S& se compare complexitatea timp acestui algoritm cu cea a algoritmului din 2.1.4. Ce
se poate spune despre complexitatile celor doua probleme?

Exercitiul 2.1.6. Sa se proiecteze structuri pentru reprezentarea punctelor si respectiv a dreptelor din
plan. Sa se scrie subprograme care sa rezolve urmatoarele probleme:

(i) Apartenenta unui punct la o dreapta:

Instanta O dreapta d si un punct P.
Intrebare P € d?
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(ii) Intersectia a doua drepte:

Intrare  Doua drepte d; §i do.
legire dy Nds.

(iii) Test de perpendicularitate:

Instanta  Doua drepte d; si ds.
Intrebare dy L do?

(iv) Test de paralelism:

Instanta  Doua drepte d; si ds.
Intrebare  dq||d2?

Exercitiul 2.1.7. Sa se proiecteze o structurd pentru reprezentarea numerelor complexe. Sa se scrie
subprograme care realizeaza operatii din algebra numerelor complexe.

Exercitiul 2.1.8. Presupunem ca numerele complexe sunt reprezentate ca in solutia exercitiului 2.1.7.
Un polinom cu coeficienti complecsi poate fi reprezentat ca un tablou de articole. Sa se scrie un sub-
program care, pentru un polinom cu coeficienti complecsi P si un numar complex z date, calculeaza
P(z).

Exercitiul 2.1.9. O figa intr-o biblioteca poate contine informatii despre o carte sau o revista. Informatiile
care intereseaza despre o carte sunt: autor, titlu, editura si an aparitie, iar cele despre o revista sunt:
titlu, editura, an, volum, numéar. Sa se defineasca un tip de date articol cu variante pentru reprezentarea
unei fige.

Exercitiul 2.1.10. Sa se proiecteze o structura de date pentru reprezentarea datei calendaristice. Sa se
scrie subprograme care realizeaza urmatoarele:

(i) Decide daca valoarea unei variabile din structura contine o data valida.
(ii) Avand la intrare o datd calendaristicd ofera la iegire data calendaristica urmatoare.

(iii) Avand la intrare o datd calendaristica ofera la iegire data calendaristica precedenta.

Exercitiul 2.1.11. Sa se scrie tipurile si instructiunile care construiesc listele inlantuite din fig. 2.14.
Se va utiliza cel mult o variabila referinta suplimentara.

Exercitiul 2.1.12. Sa se scrie un subprogram care inverseaza sensul legaturilor intr-o lista simplu
inlantuita astfel incat primul nod devine ultimul si ultimul nod devine primul.

Exercitiul 2.1.13. Se considera un tablou unidimensional de dimensiune mare care contine elemente
alocate (ocupate) si elemente disponibile. Ne putem imagina ca acest tablou reprezintd memoria unui
calculator (element al tabloului = cuvant de memorie). Zonele ocupate (sau zonele libere) din tablou
sunt gestionate cu ajutorul unei liste inlantuite. Asupra tabloului se executa urmatoarele operatii:

e Alocd(m) - determind o secventd de elemente succesive de lungime m, apoi adresa si lungimea
acesteia le adauga ca un nou element la lista zonelor ocupate (sau o elimina din lista zonelor libere)
si Intoarce adresa zonei determinate; dacd nu se poate aloca o asemenea secventa intoarce -1 (sau
altd adresa invalida in tablou).

e Elibereazd(a,l) - disponibilizeazd secventa de lungime [ incepand cu adresa a; lista zonelor ocupate
(sau a zonelor libere) va fi actualizatd corespunzator.

e Colecteazd - reageaza zonele ocupate astfel incit si existe o singurd zona disponibild (compactificarea
zonelor disponibile); lista zonelor ocupate (sau a zonelor libere) va fi actualizatd corespunzator.
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Figura 2.14:

Observatie. Pentru functia de alocare se considera urméatoarele doua strategii:
e FirstFit - aloca prima zona disponibila de lungime > m;
e BestFit - aloca cea mai mica zona de marime > m.

Sa se proiecteze structurile de date si subprogramele care sa realizeze operatiile descrise mai sus.

Exercitiul 2.1.14. Se considera problema alocarii memoriei din exercitiul 2.1.13. Sa se proiecteze o
structura de date pentru gestionarea memoriei cand toate cererile au aceesi lungime k. Mai este necesara
colectarea zonelor neutilizate? Sa se scrie proceduri care aloca si elibereaza zone de memorie utilizand
aceasta structura.

2.2 Probleme si programe

Un algoritm constituie solutia unei probleme specifice. Descrierea algoritmului intr-un limbaj algoritmic
se face prin intermediul unui program. In aceastd sectiune vom preciza conditiile pe care trebuie sa le
indeplineasca un program pentru a descrie un algoritm, adica ce inseamna ca un program descrie o solutie
pentru o problema data.

2.2.1 Notiunea de problema

O problema are doua componente: domeniul, care descrie elementele care intervin in problema i relatiile
dintre aceste elemente, si o intrebare despre proprietatile anumitor elemente sau o cerinta de determinare
a unor elemente ce au o anumita proprietate. In functie de scopul urmarit, existd mai multe moduri de
a formaliza o problemé. Noi vom utiliza numai doué dintre ele.

Intrare/Iesgire. Daca privim un program ca o cutie neagra care transforma datele de intrare in date de
iegire atunci putem formaliza problema rezolvata de program ca o pereche (Intrare, Iegire). Componenta
Intrare descrie datele de intrare iar componenta Iegire descrie datele de iegire. Un exemplu simplu de
problem& reprezentata astfel este urmatorul:

Intrare: ~ Un numar intreg pozitiv z.

Tegire: Cel mai mare numéar prim mai mic decéat sau egal cu z.
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Problema de decizie. Este un caz particular de problema cand iesirea este de forma 'DA’ sau 'NU’. O
astfel de problem4 este reprezentatd ca o pereche (Instantd, fntrebare) unde componenta Instanta descrie
datele de intrare iar componenta Intrebare se refera, In general, la existenta unui obiect sau a unei
proprietati. Un exemplu tipic il reprezinta urmatoarea problema:

Instanta: Un numar intreg x.
Intrebare: Este x numar prim?

Problemele de decizie sunt preferate atat in teoria complexitatii cat i in teoria calculabilitatii datorita
reprezentarii foarte simple a iegirilor. Facem observatia ca orice problema admite o reprezentare sub
forma de problema de decizie, indiferent de reprezentarea sa initiald. Un exemplu de reprezentare a unei
probleme de optim ca problema de decizie este dat in sectiunea 77.

De obicei, pentru reprezentarea problemelor de decizie se considera o multime A, iar o instanta este
de forma B C A, x € A gi intrebarea de forma x € B?.

2.2.2 Problema rezolvata de un program

Convenim sa consideram intotdeauna intrarile p ale unei probleme P ca fiind instante si, prin abuz de
notatie, scriem p € P.

Definitia 2.1. Fie S un program si P o problema. Spunem cd o configuratie initiald co a lui S include
instanta p € P daca exista o structurda de datd inp, definita in S, astfel incat valoarea lui inp din cg
constituie o reprezentare a lui p. Analog, spunem cd o configuratie finald ¢, a unui program S include
iegirea P(p) daca existd o structurd de datd out, definita in S, astfel incdt valoarea lui out din c,
constituie o reprezentare a lui P(p).

Definitia 2.2. (Problemd rezolvatd de un program)

1. Un program S rezolva o problema P in sensul corectitudinii totale dacd pentru orice instantd p,
calculul unic determinat de configuratia initiald ce include p este finit si configuratia finald include iesirea
P(p).

2. Un program S rezolva o problema P in sensul corectitudinii partiale dacd pentru orice instanta p
pentru care calculul unic determinat de configuratia initiala ce include p este finit, configuratia finald
include tegirea P(p).

Ori de cate ori spunem ca un program S rezolva o problema P vom intelege de fapt ca S rezolva o
problema P in sensul corectitudinii totale.

Definitia 2.3. (Problemd rezolvabild/nerezolvabild)

1. O problema P este rezolvabila dacd existd un program care sa o rezolve in sensul corectitudinii totale.
Daca P este o problema de decizie, atunci spunem cda P este decidabila.

2. O problemd de decizie P este semidecidabila sau partial decidabila dacd existd un program S care
rezolva P in sensul corectitudinii partiale astfel incdat calculul lui S este finit pentru orice instantd p
pentru care raspunsul la intrebare este DA’

3. O problema P este nerezolvabila dacd nu este rezolvabila, adicd nu existda un program care sa o rezolve
in sensul corectitudinii totale. Daca P este o problema de decizie, atunci spunem ca P este nedecidabila.

2.2.3 Un exemplu de problema nedecidabila

Pentru a arata ca o problema este decidabilad este suficient sa gasim un program care sa o rezolve. Mai
complicat este cazul problemelor nedecidabile. In legatura cu acestea din urma se pun, in mod firesc,
urmatoarele intrebari: Exista probleme nedecidabile? Cum putem demonstra ca o problema nu este
decidabila? Raspunsul la prima intrebare este afirmativ. Un prim exemplu de problema necalculabila
este cea cunoscutd sub numele de problema opririi. Notdm cu A multimea perechilor de forma (S, )
unde S este un program si T este o intrare pentru S, iar B este submultimea formata din acele perechi
(S, ) pentru care calculul lui S pentru intrarea T este finit. Daca notdm prin S(T) (a se citi S(Z) = true)
faptul c& (S,T) € B, atunci problema opririi poate fi scrisa astfel:
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Problema opririi
Instanta: Un program S, T € Z*.
Intrebare: S(T)?

Teorema 2.1. Problema opririi nu este decidabila.

Demonstratie. Un program @, care rezolva problema opririi, are ca intrare o pereche (S, T) si se opreste
intotdeauna cu raspunsul 'DA’; daca S se opreste pentru intrarea T, sau cu raspunsul 'NU’, daca S nu
se opreste pentru intrarea 7. Fie Q' urmatorul program:

while (Q(Z,T)='DA’) do

/*nimic*/

Reamintim ca Q(T,T) = 'DA’ inseamnd cd programul reprezentat de T se opreste pentru intrarea T,
adica propria sa codificare. Presupunem acum c& T este codificarea lui QQ'. Existd doua posibilitati.

1. @’ se opreste pentru intrarea T. Rezultd Q(Z,T) = 'NU’, adica programul reprezentat de T nu se
opregte pentru intrarea T. Dar programul reprezentat de T este chiar @’. Contradictie.

2. @' nu se opregte pentru intrarea T. Rezultd Q(Z,T) = 'DA’, adica programul reprezentat de T se
opreste pentru intrarea T. Contradictie.

Asgadar, nu exista un program @ care sa rezolve problema opririi. sfdem

Observatie: Rezolvarea teoremei de mai sus este strans legata de urmatorul paradox logic. “Exista un
orag cu un barbier care barbiereste pe oricine ce nu se barbiereste singur. Cine barbiereste pe barbier?”

2.3 DMasurarea performantelor unui algoritm

Fie P o problema si A un algoritm pentru P. Fie c¢gt—4 ¢1--- 4 ¢, un calcul finit al algoritmului A.
Notam cu t(¢;) timpul necesar obtinerii configuratiei ¢; din ¢;—1, 1 <i <n, si cu s(¢;) spatiul de memorie
ocupat in configuratia ¢;, 0 <1i < mn.

Definitia 2.4. Fie A un algoritm pentru problema P, p € P o instantd a problemei P i col—c1—-- ¢,
calculul lui A corespunzator instantei p. Timpul necesar algoritmului A pentru rezolvarea instantei p este:

n

Talp) = Y t(ci)

i=1
Spatiul (de memorie) necesar algoritmului A pentru rezolvarea instantei p este:

Sa(p) = (hax s(ci)

In general este dificil de calculat cele doud masuri in functie de instante. Acesta poate fi simplificat
astfel. Asociem unei instante p € P o marime g(p), care, in general, este un numér natural, pe care o
numim mdrimea instantei p. De exemplu, g(p) poate fi suma lungimilor reprezentarilor corespunzand
datelor din instanta p. Daca reprezentarile datelor din p au aceeasi lungime, atunci se poate lua g(p)
egald cu numarul datelor. Astfel daca p consta dintr-un tablou atunci se poate lua g(p) ca fiind numérul
de elemente ale tabloului; daca p constd dintr-un polinom se poate lua g(p) ca fiind gradul polinomului
(= numarul coeficientilor minus 1); daca p este un graf se poate lua g(p) ca fiind numarul de varfuri sau
numarul de muchii etc.

Definitia 2.5. Fie A un algoritm pentru problema P.
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1. Spunem cd A rezolva P in timpul T3""(n) daca:

T4 (n) = inf{Ta(p) | p € P,g(p) = n}
2. Spunem cd A rezolvd P in timpul T4 (n) dacd:

Ta(n) = sup{Ta(p) | p € P,g(p) = n}
3. Spunem cd A rezolvd P in spatiul Sﬁa” (n) dacd:

S4"(n) = inf{sa(p) [ p € P, g(p) = n}
4. Spunem cd A rezolvd P in spafiul Sa(n) dacd:

Sa(n) = sup{sa(p) | p € P,g(p) = n}

Functia Tj;m’ (Sﬁm’ ) se numeste complexitatea timp (spatiu) a algoritmului A pentru cazul cel mai
favorabil iar functia Ta (Sa) se numeste complexitatea timp (spatiu) a algoritmului A pentru cazul cel
mai nefavorabil.

Exemplu: Consideram problema cautarii unui element intr-un tablou:

Problema P
Intrare: n, (ag,...,an—1), z numere intregi.
min{i | a; = 2} dacd {i|a; =2 0,
legire: poz = {i]a } {ifa b
-1 altfel.
Presupunem ci secventa (ay,...,a,) este memoratd in tabloul (a[i] | 1 < ¢ < n). Algoritmul descris de

urmatorul program rezolva P:

i~ 0

while (ali]l # 2z) and (i < n-1) do
i+ i+l

if (alil = =)

then poz «+ 1

else poz +— -1

Convenim sa notdm acest algoritm cu A. Consideram ca dimensiune a problemei P numarul n al ele-
mentelor din secventa in care se cauta. Deoarece suntem cazul cand toate datele sunt memorate pe cate
un cuvant de memorie, vom presupune ca toate operatiile necesita o unitate de timp. Mai intai calculam
complexitatile timp. Cazul cel mai favorabil este obtinut cdnd a[0] = z i se efectueaza trei comparatii si
doud atribuiri. Rezultd T4*(n) = 3+2 = 5. Cazul cel mai nefavorabil se obtine cand z & {ao, ..., an—_1}
sau z = a[n—1] si In acest caz sunt executate 2n+ 1 comparatii si n+ 1 atribuiri. Rezultd T4 (n) = 3n+2.
Pentru simplitatea prezentarii, nu au mai fost luate in considerare operatiile and si operatiile de adunare
si scadere. Complexitatea spatiu pentru ambele cazuri este n + 6.

Observatie: Complexitatile pentru cazul cel mai favorabil nu ofera informatii relevante despre eficienta
algoritmului. Mult mai semnificative sunt informatiile oferite de complexitatile in cazul cel mai nefavor-
abil: in toate celelalte cazuri algoritmul va avea performante mai bune sau cel putin la fel de bune.
Pentru complexitatea timp nu este necesar totdeauna sa numéaram toate operatiile. Pentru exemplul
de mai sus, observam c& operatiile de atribuire (fira cea initiald) sunt precedate de comparatii. Astfel
ca putem numara numai comparatiile, pentru ca numarul acestora domina numarul atribuirilor. Putem
merge chiar mai departe gi s& numaram numai comparatiile intre z si componentele tabloului.

Existd situatii cand instantele p cu g(p) = n pentru care T'4(p) este egald cu Ta(n) sau ia valori foarte
apropiate de T'4(n) apar foarte rar. Pentru aceste cazuri este preferabil sa calculam comportarea in medie
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a algoritmului. Pentru a putea calcula comportarea in medie este necesar sa privim marimea T'4(p) ca
fiind o variabild aleatoare (o experienta = executia algoritmului pentru o instanta p, valoarea experientei
= durata executiei algoritmului pentru instanta p) si si precizdm legea de repartitie a acestei variabile
aleatoare. Apoi, comportarea in medie (complexitatea medie) se calculeazi ca fiind media acestei variabile
aleatoare (consideram numai cazul complexitatii timp):

T4 (n) = M({Ta(p) | p € P A g(p) =n})

Daca multimea valorilor variabilei aleatoare T'4(p) este finita , x1, ..., xx, si probabilitatea ca T4 (p) = z;
este p;, atunci media variabilei aleatoare T4 (complexitatea medie) este:

k
TR n) =Y zi-pi
i=1

Exemplu: Consideram problema P din exemplul anterior. Multimea valorilor variabilei aleatoare
Ta(p) este {3i4+ 2|1 <i < n}. In continuare trebuie si stabilim legea de repartitie. Facem urmitoarele
presupuneri: probabibilitateaca z € {ay,...,an} este g sl poz = i cu probabilitatea % (indicii ¢ candideaza
cu aceeasi probabilitate pentru prima aparitie a lui z). Rezultd ca probabilitatea ca z & {ay, ..., a,} este
1 — g. Acum probabilitatea ca Ta(p) = 3i + 2 (poz = i) este %, pentru 1 < 4 < n, iar probabilitatea ca
Ta(p) =3n+2este p, = % + (1 —q) (probabilitatea ca poz = n sau ca z € {a1,...,a,}). Complexitatea
medie este:

INSE
M7
L

]

Tyedn) = Y piw; =

—

L. Bi+2)+(L+(1-q) (3n+2)

Sk |l

24 (1—q) (3n+2)

—_
Ne—

% i=1 " =1
% T++2q+(1—q)~(3n+2)
+2¢q+(1—q)-B3n+2)
= 320413 1

Pentru ¢ = 1 (2 apare totdeauna in secventd) avem 7754 (n) = % + % si pentru g = % avem T34 (n) =
9 11
1L

Exemplu: Fie P’ urmitoarea problema: dat un numéir natural n < NMaz, si se determine cel mai
mic numar natural x cu proprietatea n < 2*. P’ poate fi rezolvatd prin metoda cautarii secventiale:

x+— 0

doilax «+— 1

while (n > doilax) do
X «— x+1
doilax < doilax * 2

Daca se ia dimensiunea problemei egald cu n, atunci exista o singurd instanta a problemei P’ pentru un
n fixat gi deci cele trei complexitati sunt egale. Daca se ia dimensiunea problemei ca fiind N Max, atunci
cele trei complexitati se calculeaza intr-o maniera aseméanatoare cu cea de la exercitiul precedent.

2.3.1 Calcul asimptotic

In practicd, atat Ta(n) cat si 77 (n) sunt dificil de evaluat. Din acest motiv se cautd, de multe ori,
margini superioare si inferioare pentru aceste marimi. Urmatoarele clase de functii sunt utilizate cu succes
in stabilirea acestor margini:

O(f(n)) ={g(n) | (3¢ > 0,n9 2 0)(Vn = no)lg(n)| < c-[f(n)[}
Q(f(n)) ={g(n) | (3¢ > 0,n0 > 0)(Yn > no)lg(n)| = c- [f(n)|}
O(f(n)) ={g(n) | Ber,ca > 0,m0 = 0)(Vn = no)es - [f(n)] < |g(n)| < ez |f(n)[}
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Cu notatiile O, Q si © se pot forma expresii si ecuatii. Consideram numai cazul O, celelalte tratandu-se
similar. Expresiile construite cu O pot fi de forma:

O(f1(n)) op O(f2(n))

unde “op” poate fi 4+, —, * etc. si noteaza multimile:
{9(n) | (3g1(n), g2(n), c1,c2 > 0,n1,m2 > 1)((Vn)g(n) = g1(n) op g2(n)A

(Vn > n1)gi(n) < eifi(n) A (Yn > na)ga(n) < cafa(n))}

De exemplu:
O(n) +0(n?) = {f(n) = fi(n) + f2(n) | (Yn = m) fi(n) < cin A (Y0 2 n2) fa(n) < can®}
Utilizand regulile de asociere, se obtin expresii de orice lungime:

O(f1(n)) opy O(f2(n)) opy -+~

Orice functie f(n) o putem gandi ca o notatie pentru multimea cu un singur element f(n) si deci putem
forma expresii de forma.:

fi(n) + O(f2(n))

ca desemnand multimea:
{fi(n) +g(n) | Be>0,n0>1)(Vn = no)g(n) < c- fa(n)}
Peste expresii consideram “ecuatii” de forma:
exprl = expr2

cu semnificatia cd multimea desemnata de exprl este inclusa in multimea desemnata de expr2. De
exemplu, avem:
nlogn + O(n?) = O(n?)

pentru ci (Je; > 0,n1 > 1)(Vn > ni)nlogn < e1n?, daci gi(n) € O(n?) atunci (3ez > 0,m2 > 1)(Vn >
n2)g1(n) < con? si de aici (Vn > ng)g(n) = nlogn + gi(n) < nlogn + can? < (c1 + c2)n?, unde
ng = max{ny, na}. De remarcat nesimetria ecuatiilor: partile stinga si cea dreapti joaca roluri distincte.
Ca un caz particular, notatia f(n) = O(g(n)) semnifica de fapt f(n) € O(g(n)).

Notatiile O, si © ofera informatii cu care putem aproxima comportarea unei functii. Pentru ca
aceastd aproximare sa aiba totusi un grad de precizie cat mai mare, este necesar ca multimea desemnata
de partea dreaptd a ecuatiei sa fie cAt mai mici. De exemplu, avem atat 3n = O(n) cat si 3n = O(n?).
Prin incluziunea O(n) = O(n?) rezultd ci prima ecuatie oferd o aproximare mai buni. De fiecare data
vom cauta multimi care aproximeaza cel mai bine comportarea unei functii.

Cu notatiile de mai sus, doua programe, care rezolva aceeasi problema, pot fi comparate numai daca
au complexititile in clase diferite. De exemplu, un algoritm A cu T4(n) = O(n) este mai eficient decét
un algoritm A’ cu Tas(n) = O(n?). Daci cei doi algoritmi au complexititile in aceeasi clas, atunci
compararea lor devine mai dificila pentru ca trebuie determinate gi constantele cu care se inmultesc
reprezentantii clasei.

2.3.2 Complexitatea problemelor
In continuare extindem notiunea de complexitate la cazul problemelor.

Definitia 2.6. Problema P are complexitatea timp (spatiu) O(f(n)) In cazul cel mai nefavorabil daca
existd un algoritm A care rezolva problema P in timpul Ta(n) = O(f(n)) (spatiul Sa(n) = O(f(n))).
Problema P are complexitatea timp (spatiu) Q(f(n)) in cazul cel mai nefavorabil dacd orice algoritm A
pentru P are complexitatea timp Ta(n) = Q(f(n)) (spativ Sa(n) = Q(f(n))).

Problema P are complexitatea O(f(n)) in cazul cel mai nefavorabil dacd are simultan complexitatea
Q(f(n)) si complexitatea O(f(n)).
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Observatie: Definitia de mai sus necesita cateva comentarii. Pentru a arata ca o anumita problema are
complexitatea O(f), este suficient si gasim un algoritm pentru P care are complexitatea O(f(n)). Pentru
a arata ci o problemd are complexitatea Q(f(n)) este necesar de ardtat cd orice algoritm pentru P are
complexitatea in cazul cel mai nefavorabil in clasa Q(f(n)). In general, acest tip de rezultat este dificil
de aratat, dar este util atunci cand dorim sa aratam ca un anumit algoritm este optimal. Complexitatea
unui algoritm optimal apartine clasei de functii care da limita inferioara pentru acea problema.

2.3.3 Calculul complexitatii timp pentru cazul cel mai nefavorabil

Un algoritm poate avea o descriere complexa si deci evaluarea sa poate pune unele probleme. De aceea
prezentam cateva strategii ce sunt aplicate in determinarea complexitatii timp pentru cazul cel mai
nefavorabil. Deoarece orice algoritmul este descris de un program, in cele ce urmeaza consideram S o
secventa de program. Regulile prin care se calculeaza complexitatea timp sunt date in functie de structura
lui S:

1. S este o instructiune de atribuire. Complexitatea timp a lui S este egala cu complexitatea evaluarii
expresiei din partea dreapta.

2. S este forma:

S1
So

Complexitatea timp a lui S este egala cu suma complexitatilor programelor S; si Ss.

3. S este de forma if e then S; else S3. Complexitatea timp a lui S este egala cu maximul dintre
complexitatile programelor S si So la care se aduna complexitatea evaluarii expresiei e.

4. S este de forma while e do S;. Se determina cazul cand se executa numarul maxim de executii ale
buclei while si se face suma timpilor calculati pentru fiecare iteratie. Daca nu este posibila deter-
minarea timpilor pentru fiecare iteratie, atunci complexitatea timp a lui S este egald cu produsul
dintre maximul dintre timpii executiilor buclei S7 si numarul maxim de executii ale buclei 5.

Plecand de la aceste reguli de baza, se pot obtine in mod natural reguli de calcul a complexitatii pentru
toate instructiunile. Consideram ca obtinerea acestora constituie un bun exrcitiu pentru cititor.

2.3.4 Exercitii

Exercitiul 2.3.1. Sa se arate ca:

1. Tn? — 23n = O(n?).

2. nl =0(n").
3. nl=0O(n").
4. 5n2 +nlogn = ©(n?).

5. >0 iF = ©(nktl).
k

6. [y = O(n*) (k> 0).

7. n® + 2" = O(2").

8. logsn = O(logy n).

Exercitiul 2.3.2. Sa se determine complexitatea timp, pentru cazul cel mai nefavorabil, a algoritmului
descris de urmatorul program:
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X< a
ye b
z+— 1
while (y > 0) do
if (y impar) then z « z*x

y <« y div 2
X — x*X
Indicatie. Se va tine cont de faptul ca programul calculeaza z = a® 1ot f(a,b) dupé formula
1 ,daca v =20
flu,v) = u’"txu ,daca v este impar
(u)? ,dacd v este par.

Exercitiul 2.3.3. Sa se determine complexitatea timp a algoritmului descris de urmatorul program:

X «— a
y<— b
s«— 0
while x<>0 do
while not odd(x) do
Y 2%y
X «— x div 2
S < sty
X «— x-1

Exercitiul 2.3.4. Sa se scrie un program care pentru un tablou unidimensional dat, determina daca
toate elementele tabloului sunt egale sau nu. Sa se determine complexitatile timp pentru cazul cel mai
nefavorabil si iIn medie ale algoritmului descris de program.

Exercitiul 2.3.5. Se considera polinomul cu coeficienti reali p = ag + a1z + - - - + apx™ si punctul zg.

a) S& se scrie un program care si calculeze valoarea polinomului p in xg, utilizand formula:

n
p(xo) =Y ai-
=0

b) Si se imbunititeascd programul de mai sus, utilizind relatia 25

2.136 - Q-

¢) S& se scrie un program care si calculeze valoarea polinomului p in xg, utilizind formula (schema
lui Horner):
p(xo) :a0+(...+(an71+an.x0)...)

Pentru fiecare dintre cele trei cazuri, sa se determine numarul de inmultiri si de adunari si sa se compare.
Care metoda este cea mai eficienta?

Exercitiul 2.3.6. Sa se scrie un program care cauta secvential intr-un tablou ordonat. Sa se determine
complexitatile timp pentru cazul cel mai nefavorabil gi in medie, ale algoritmului descris de program.
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Capitolul 3

Tipuri de date de nivel inalt

3.1 Lista liniara

3.1.1 Tipul de date abstract LLIN
3.1.1.1 Descrierea obiectelor de tip data

O lista liniard este o secventa finita (eq, ..., e,—1) in care elementele e; apartin unui tip dat Elt. Compo-
nentele unei liste nu trebuie sa fie neaparat distincte; adica, putem avea i # j si e; = e;. Lungimea unei
liste L = (e, ..., en—1), notatd cu Lung(L), este datd de numérul de componente din lista: Lung(L) = n.
Lista vidd () este lista fard nici o componentd (de lungime 0).

3.1.1.2 Operatii.

ListaVid5. Intoarce lista vida.
Intrare:  — nimic;
Tegire: — lista vida ().
EsteVida. Testeaza daca o lista data este vida.

Intrare:  — o lista liniara L;

Tegire: — true dacd L = (),
— false dacd L # ().

Lung. Intoarce lungimea unei listei date.
Intrare:  — o lista liniara L = (eg,...,ep—1) cun > 0;
legire: - n.

Copie. Intoarce o copie distincta a unei liste date.
Intrare:  — o lista liniara L;
legire: — o copie L’ distinctd a lui L.

Egal. Testeaza daca doua liste liniare sunt egale.

Intrare: — doud liste L = (eg,...,en—1) $i L' = (€4, ..., €L/ _1);
Tegire: —truedacd n =n'si eg = €f,...,en_1 = €,_q,
— false, in celelalte cazuri.
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Poz. Cauta daca un element dat x apare intr-o lista liniara data L.

Intrare:  — o lista liniara L = (eg,...,en—1) si un element x din Elt;
legire: — adresa invalida (—1 sau NULL) daci z nu apare in L,

— adresa elementului e; dacd e; =z 51 (Vj)0 < j <i=¢e; #x.
Parcurge. Parcurge o lista liniara data efectuand o prelucrare uniforméa asupra componentelor acesteia.
Intrare:  — o list& liniar& L i o procedura Viziteazi(e);
legire: — lista L dar ale carei componente au fost prelucrate de procedura Viziteaza.
Citeste. Intoarce elementul de la o pozitie data dintr-o lista data.

Intrare:  — o lista liniara L = (eg,...,en—1) $i 0 pozitie k > 0;
legire: —epdaca 0 <k <n,
— eroare, in celelalte cazuri.

Insereaza. Adauga un element dat intr-o lista liniard data la o pozitie data.

Intrare:  — o lista liniara L = (eq,...,en—1), un element e din Elt si o pozitie k > 0;
Iegire: —L=1(ep,...,€k-1,€,€k,...,6n_1) dacd 0 < k < n,
- L=(eg,...,en_1,€) dacd k > n.

ElimindDeLaK. Elimina elementul de la o pozitie data dintr-o lista liniara data.

Intrare:  — o lista liniard L = (eg,...,e,—1) $i 0 pozitie k > 0;
Iegire: —L=1(ep,. - €k-1,€kt1,---,6n—1) dacd 0 < k < n,
- L= (ep,...,en—1) dacd k > n.

Elimind. Elimina un element dat dintr-o lista liniara data.

Intrare:  — o lista liniara L = (eg,...,en—1) $i un element e din Elt;
legire: — lista L din care s-au eliminat toate elementele e; egale cu e.

3.1.2 Implementarea dinamica cu liste simplu inlantuite
3.1.2.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

O lista liniara L = (eq,...,ey,) este reprezentata printr-o lista ca cea din fig. 3.1. Fiecare componenta a
listei liniare este memorata intr-un nod al listei simplu inlantuite. Exista doi pointeri L.primgi L.ultim
care fac referire la primul si respectiv ultimul nod.

(Lpiim)—={o (Catim)—] o]

Y

€ |®

Y

e, |® e |er— €n-1

Figura 3.1: Reprezentarea listei liniare cu lista simplu inlantuita

3.1.2.2 Implementarea operatiilor

ListaVida. Este reprezentata de lista fara nici un nod: L.prim = L.ultim = NULL.

EsteVida. Este suficient sa se testeze daca pointerul L.prim este egal cu NULL.
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Lung. Parcurge lista si contorizeaza fiecare nod parcurs. Timpul necesar determinarii lungimii este O(n).
Acesta poate fi redus la O(1) daca lungimea ar fi inclusd in reprezentarea listei. Aceasta ar presupune
ca toate operatiile care modifica lungimea listei sa actualizeze corespunzator variabila responsabila cu
memorarea lungimii.

function lung(L)
begin
lg«— O
p < L.prim
while (p # NULL) do
lg «— 1g+1
p < p—>succ
return lg
end

Copie. Parcurge lista sursa si adauga la lista destinatie o copie a fiecarui nod parcurs. Daca presupunem
¢ operatia de copiere a unui nod se face in timpul O(t) atunci copierea intregii liste se realizeaza in timpul

O(n-t).

procedure copie(L, Lcopie)
begin
if (L.prim = NULL)
then Lcopie.prim <— NULL
Lcopie.ultim «— NULL
else new(Lcopie.prim)
Lcopie.prim—>elt «+— L.prim->elt
Lcopie.ultim < Lcopie.prim
p < L.prim->succ
while (p # NULL) do
new(Lcopie.ultim->succ)
Lcopie.ultim < Lcopie.ultim->succ
Lcopie.ultim->elt « p->elt
p < p—>succ
Lcopie.ultim->succ < NULL
end

Egal. Parcurge simultan cele doua liste si compara perechile de noduri corespunzatoare. Daca pre-
supunem ci operatia de comparare a unei perechi de noduri se face in timpul O(1) atunci compararea
listelor se realizeaza in timpul O(n) in cazul cel mai nefavorabil, unde n este valoarea minima dintre
lungimile celor doua liste.

function egal(L1l, L2)
begin
pl < Ll.prim
p2 < L2.prim
while ((pl # NULL) and (p2 # NULL)) do
if (pl->elt # p2->elt) then return false
pl < pl->succ
p2 < p2->succ
if ((p1 = NULL) and (p2 = NULL))
then return true
else return false
end

Poz. Se aplica tehnica cautarii secventiale: se pleaca din primul nod si se interogheaza nod cu nod pana
cand este gasit primul care memoreaza pe x sau au fost epuizate toate nodurile. Plecand de la ipoteza
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cd interogarea unui nod se face in timpul O(1), rezulta cd operatia de cautare necesitda timpul O(n) in
cazul cel mai nefavorabil.

function poz(L, x)
begin
p + L.prim
while (p # NULL) do
if (p—>elt = x) then return p
p < p—>succ
return NULL
end

Parcurge. Se parcurge lista nod cu nod si se aplica procedura Viziteazd. Se obtine un grad mai mare
de aplicabilitate a operatiei daca procedurile de tip Viziteazd au ca parametru adresa unui nod si nu
informatia memorata in nod. Daca t este timpul necesar procedurii Viziteazd pentru a prelucra un nod,
atunci complexitatea timp a operatiei de parcurgere este O(n - t).

procedure parcurge(L, viziteaza())
begin
p < L.prim
while (p # NULL) do
viziteaza(p)
p < p—>succ
end

Citeste. Pentru a putea citi informatia din cel de-al k-lea nod, este necesara parcurgerea secventiald a
primelor k-noduri. Deoarece k < n, rezulta ca avem o complexitate in cazul cel mai nefavorabil egala cu

O(n).

function citeste(L, k)
begin
p < L.prim
i+~ 0
while ((p # NULL) and (i < k)) do
i—1+1
p < p—>succ
if (p = NULL) then throw ‘eroare’
return p—>elt
end

Insereaza. Ca si in cazul operatiei de citire, este necesara parcurgerea secventiala a primelor k — 1 noduri
(noul nod va fi al k-lea). Dacd avem k = 0 sau k > Lung(L) atunci pointerii prim gi respectiv ultim se
actualizeaza corespunzator. Deoarece operatia de adaugare a unui nod dupa o adresa data se realizeaza
in timpul O(1), rezultd ca operatia de inserare necesitd timpul O(n) in cazul cel mai nefavorabil.

procedure insereaza(L, k, e)
begin
if (k < 0) then throw ‘eroare’
new(q)
q—>elt < e
if ((k = 0) or (L.prim = NULL))
then g->succ «+— L.prim
L.prim«+ q
if (L.ultim = NULL) then L.ultim+«+ q
else p« L.prim
i+~ 0
while ((p # L.ultim) and (i < k-1)) do
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i—1i+1
p < p—>succ
g->succ «— p->succ
p->succ < q
if (p = L.ultim) then L.ultim «+ q
end

ElimindDelLaK. Se realizeaza intr-o maniera asemanatoare cu cea a operatiei de inserare.

procedure eliminaDeLaK(L, k)

begin
if ((k < 0) or (L.prim = NULL)) then throw ‘eroare’
if (k = 0)

then p « L.prim
L.prim < L.prim->succ
delete(p)
else p« L.prim
i~ 0
while ((p # NULL) and (i < k-1)) do
i—1i+1
p < p—>succ
if (p # NULL)
then q «— p->succ
p—>succ < g->succ
if (L.ultim = q) then L.ultim+«+ p
delete(q)
end

Elimind. Se parcurge lista secvential si fiecare nod care memoreaza un element egal cu e este eliminat.
Eliminarea unui nod presupune cunoasterea adresei nodului anterior; aceasta este determinata in timpul
parcurgerii secventiale. Daca se elimind primul sau ultimul nod atunci pointerii L.prim gi respectiv
L.ultim se actualizeazd corespunzator. Operatia de eliminare a unui nod se realizeaza in timpul O(1).
Daca operatia de comparare se realizeaza in timpul O(1) atunci operatia de eliminare necesita timpul
O(n) in cazul cel mai nefavorabil.

procedure elimina(L, e)
begin
while ((L.prim # NULL) and (L.prim->elt = e)) do
q <« L.prim
L.prim < g->succ
delete(q)
if (L.prim = NULL)
then L.ultim < NULL
else p« L.prim
while (p # NULL) do
q < p—>succ
if ((q # NULL) and (gq->elt = e))
then p->succ < g->succ
if (L.ultim = q) then L.ultim+«+ p
delete(q)
p < p—>succ
end
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3.1.3 Implementarea statica cu tablouri
3.1.3.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

O lista liniard L = (eq, ..., e,—1) este reprezentatd printr-un tablou L.tab gi o variabild indice L.ultim
ca in fig. 3.2. Cele n componente a listei liniare sunt memorate in primele n componente ale tabloului.
Dimensiunea maximéa a tabloului este M AX astfel ca vor putea fi reprezentate numai liste de lungime
< M AX. Pointerul indice L.ultim memoreaza adresa in tablou a ultimului element din listd; el coincide
si cu lungimea listei.

0o 1 2 n-1 AX-1

e0 |61 |62 Cn1
0

Figura 3.2: Reprezentarea listei liniare cu tablouri

3.1.3.2 Implementarea operatiilor

ListaVida. Este reprezentata faptul ca valoarea pointerului ultim este —1.
EsteVid3. Se testeazd daca pointerul L.ultim este egal cu —1.

Lung. Intoarce valoarea pointerului L.utim adunatii cu 1. Deci este realizati in timpul O(1).

function lung(L)
begin

return L.ultim+1
end

Copie. Parcurge tabloul sursa si copie fiecare componenta parcursa. Daca presupunem ca operatia de
copiere a unui nod se face in timpul O(t) atunci copierea intregii liste se realizeaza in timpul O(n - t).

procedure copie(L, Lcopie)
begin
Lcopie.ultim + L.ultim
for i + 0 to L.ultim do
Lcopie.tab[i] « L.tabl[i]
end

Egal. Parcurge simultan cele doua tablouri gi compara perechile de componente corespunzatoare. Daca
presupunem ca operatia de comparare a unei perechi de elemente se face in timpul O(1) atunci compararea
listelor se realizeaza in timpul O(n) in cazul cel mai nefavorabil, unde n este valoarea minima dintre
lungimile celor doua liste.

function egal(L1l, L2)
begin

if (L1.ultim # L2.ultim)

then return false

else for i <~ 0 to L1l.ultim do

if (L1i.tab[i] # L2.tab[i]) then return false
return true

end
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Poz. Se aplica tehnica cautarii secventiale: se pleaca din prima componenta a tabloului si se interogheaza
componentd cu componentd pana cand este gasit prima care memoreaza pe x sau au fost epuizate toate
componentele de adresa < L.ultim. Plecand de la ipoteza ca interogarea unei componente se face in
timpul O(1) rezulta cd operatia de cautare necesita timpul O(n) in cazul cel mai nefavorabil.

function poz(L, x)
begin
i— 0
while ((i < L.ultim) and (L.tab[i] # x)) do
i« i+l
if (L.tab[i] = x)
then return i
else return -1
end

Parcurge. Se parcurge tabloul componentd cu componenta si se aplica procedura Viziteazd. Ca si in
cazul implementarii cu liste simplu inlantuite, se obtine un grad mai mare de aplicabilitate a operatiei
dacéa procedurile de tip Viziteaza au ca parametru adresa in tablou. Daca t este timpul necesar procedurii
Viziteazd pentru a prelucra un nod, atunci complexitatea timp a operatiei de parcurgere este O(n - t).

procedure parcurge(L, viziteaza())
begin
for i < 0 to L.ultim do
viziteaza(L.tab, i)
end

Citeste. Intoarce valoarea din componenta k a tabloului. Este realizata in timpul O(1).

function citeste(L, k)

begin
if ((k >L.ultim) or (k < 0)) then throw ‘eroare’
return L.tab[k]

end

Insereazd. Elementele memorate in componentele k, k+1, . .., ultim trebuie deplasate (siftate) la dreapta
cu o pozitie pentru a face componenta k libera. Valoarea pointerului ultim este incrementata cu o unitate.
Cum k poate fi gi 1, rezulta cd operatia de inserare necesitd timpul O(n) in cazul cel mai nefavorabil.

procedure insereaza(L, k, e)
begin
if (k < 0) then throw ‘eroare’
if (L.ultim = MAX-1) then throw ‘memorie insuficienta’
L.ultim « L.ultim+1
if (k > L.ultim)
then L.tab[L.ultim] «+ e
else for i «+ L.ultim downto k+1 do
L.tab[i] « L.tab[i-1]
L.tab[k] <« e
end

EliminiDeLaK. Elementele memorate in componentele k, k + 1,. .., ultim trebuie deplasate (siftate) la
stanga cu o pozitie. Valoarea pointerului ultim este decrementata cu o unitate. Complexitatea timp in
cazul cel mai nefavorabil este O(n).

procedure eliminaDeLaK(L, k)
begin
if (k < 0) then throw ‘eroare’
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if (L.ultim = -1) then throw ‘lista vida’
L.ultim < L.ultim-1
for i « k to L.ultim do
L.tab[i] « L.tab[i+1]
end

Elimind. Se parcurge tabloul secvential si fiecare componenta care memoreaza un element egal cu e
este eliminata prin deplasarea la stanga a elementelor memorate dupa ea. La fiecare eliminare pointerul
L.ultim se actualizeaza corespunzitor. Operatia de eliminare a unui nod se realizeazd in timpul O(k),
unde k este adresa in tablou a elementului. Daci operatia de comparare se realizeazd in timpul O(1)
atunci operatia de eliminare necesitd timpul O(n?) in cazul cel mai nefavorabil (cind toate elementele
sunt egale cu e).

procedure elimina(L, e)
begin
if (k < 0) then throw ‘eroare’
k— 0
while (k < L.ultim) do
if (L.tab[k] = e)
then L.ultim «+ L.ultim-1
for i «— k to L.ultim do
L.tab[i] « L.tab[i+1]
end

3.1.4 Exercitii

Exercitiul 3.1.1. Sa se proiecteze o structura de date de tip lista liniara pentru reprezentarea poli-
noamelor rare cu o singura variabila si cu coeficienti intregi (polinoame de grade mari cu multi coeficienti
egali cu zero). Sa se scrie proceduri care, utilizand aceastd structura, realizeaza operatiile algebrice cu
polinoame si operatiile de citire si scriere de polinoame.

Exercitiul 3.1.2. Acelagi lucru ca la problema 3.1.1 dar considerand polinoame cu trei variabile.

Exercitiul 3.1.3. Sa se proiecteze o structura de date de tip lista liniara pentru reprezentarea intregilor
mari Intr-o baza b. Sa se scrie proceduri care realizeaza operatii aritmetice cu intregi reprezentati astfel.

Exercitiul 3.1.4. Fie A un alfabet. Dacd w = ay ... a, este un sir din A* atunci prin @ notam oglinditul
lui w, W = ay, ...a;. Presupunem ca sirurile din A* sunt reprezentate prin liste liniare simplu inlantuite.
Sa se scrie subprograme care sa realizeze:

e dat un gir w determina oglinditul sau w;
e dat un sir w decide daca w este de forma uu.
e date doud giruri w si w’, decide dacid w < w’ (se considerd ordonarea lexicografici).

Exercitiul 3.1.5. Sa se proiecteze o structura de date de tip lista liniard pentru reprezentarea multi-
milor finite de numere complexe. Sa se scrie proceduri care sa realizeze operatii cu multimi de numere
complexe reprezentate astfel.

Exercitiul 3.1.6. 5a se scrie un program care sa creeze o listd liniard ordonata crescator cu toate
numerele de forma 27 -37 - 5% (i, j, k intregi pozitivi) mai mici decit un n dat. (In legaturs cu problema
lui Hamming [Luc93].)

Exercitiul 3.1.7. Sa se proiecteze o structura de date de tip lista liniara pentru reprezentarea numerelor
rationale mari si cu multe zecimale. Sa se scrie proceduri care sa realizeze operatii aritmetice cu numere
rationale reprezentate astfel.

Exercitiul 3.1.8. Se considera siruri peste un alfabet A reprezentate prin liste liniare. Sa se scrie un
subprogram care avand la intrare doud giruri = x1 ... T S$Y = Y1 ... Ym, T4, Yi € A, construiegte sirul
m(x,y) = T1Y1 ... TmYm- S se defineasca o operatie asemanatoare cand z si y au lungimi diferite si sa
se scrie subprogramul care realizeaza aceasta noua operatie.
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3.2 Lista liniara ordonata

3.2.1 Tipul de date abstract LLINORD

3.2.1.1 Descrierea obiectelor de tip data

O listd liniard ordonatd este o listd liniara (eq,. .., e,—1) In care elementele e; apartin unei multimi total
ordonate date Elt si sunt ordonate crescator: eg < -+- < e,_1.

3.2.1.2 Operatii

Operatiile ListaVid3, EsteVid3, Lung, Egal, Copie, Parcurge si Poz sunt aceleasi ca la lista liniara.

Insereazd. Adaugd un element dat intr-o lista liniard ordonata astfel incat dupa inserare lista ramine
ordonata crescator.

Intrare:  — o lista liniara ordonatd L = (eg < -+ < e,—1) si un element e din Elt;
Iesire: ~L=(eg< - -<ep1<e<ep<--<ep_1).

Elimind. Elimina un element dat dintr-o lista liniara ordonata data.

Intrare:  — o lista liniara ordonatd L = (eg < -+ < e,—1) si un element e din Elt;

Iesire: ~L=(eg<--<ep1 <egt1 <---<en_1) daci e apare in [ pe locul k (e = eg),
— lista L neschimbata daca e nu apare in L.

3.2.2 Implementarea dinamica cu liste simplu inlantuite
3.2.2.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Similara cu cea a listelor liniare.

3.2.2.2 Implementarea operatiilor

Operatiile ListaVida, EsteVida, Lung, Egal, Copie si Parcurge au aceleagi implementari ca cele de la lista
liniara.

Poz. Algoritmul de cautare secventiald poate fi imbunatatit in sensul urmator: daca s-a Intalnit un
element ey > x atunci toate elementele care urmeaza sunt mai mari decit = si procesul de cautare se
termina fara succes (intoarce valoarea -1). Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil raméane O(n).

function poz(L, x)
begin
p < L.prim
while (p # NULL) do
if (p—>elt = x) then return p
if (p->elt > x) then return NULL
p < p—>succ
return NULL
end

Insereaza. Se disting urmatoarele cazuri:

1. Lista L este vida. Se creeaza un nod in care va fi memorat e. Pointerii L.prim i L.ultim vor referi
in continuare acest nod.

2. e < L.prim->elt. Se adauga un nod la inceputul listei gi se memoreaza e in acest nod. Pointerul
L.prim va referi in continuare acest nod.
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3. e > L.ultim->elt. Se adaugd un nod la sfirgitul listei si se memoreaza e in acest nod. Pointerul
L.ultim va referi in continuare acest nod.

4. L.prim->elt < e < L.ultim->elt. Algoritmul de inserare are doua subetape:

4.1. Cauta pozitia pe care trebuie memorat e. Daca in timpul cautarii este intilnit un e, = e atunci
procesul de inserare se termina fara a modifica lista.

4.2. Daca procesul de cautare s-a terminat pe prima pozitie k astfel incat e > ey, atunci insereaza
un nod in fata celui pe care s-a terminat procesul de cautare (acesta memoreaza cel mai mic
element mai mare decit e) i memoreaza e in acest nou nod.

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil a algoritmului este O(n).

procedure insereaza(L, e)
begin
new(q)
q->elt < e
if (L.prim = NULL) then /* cazul 1 */
gq->succ < NULL
L.prim«+ q
L.ultim«+ q
else if (e < L.prim->elt) then /* cazul 2 */
gq->succ < L.prim
L.prim«+ q
else if (e > L.ultim->elt) then /* cazul 3 */
gq->succ < NULL
L.ultim->succ+«+ q
L.ultim«+ q
else p <+ L.prim /* cazul 4 */
while (p->elt < e) do
p < p—>succ
if (p->elt # e) /* subcazul 4.2 */
then g->succ «+ p—->succ
p—>succ < q
q—>elt < p—>elt
p—>elt «— e
else delete(q)
end

Elimind. Cauta nodul care memoreaza e ca la implementarea operatiei Poz. In timpul procesului de
parcurgere si cautare se memoreaza intr-o variabila pointer adresa nodului ce precede nodul curent
(predecesorul). Daca a fost gasit un astfel de nod (e apare in listd), atunci il elimina. Daca e apare pe
prima sau ultima pozitie, atunci trebui actualizati pointerii L.prim si respectiv L.ultim. Complexitatea
timp in cazul cel mai nefavorabil a algoritmului este O(n).

procedure elimina(L, e)
begin
if (L.prim = NULL) then throw ’eroare’
p « L.prim
if (p—>elt = e)
then L.prim «+ p->succ
delete(p)
else while ((p # NULL) and (p->elt # e)) do
predp < p
p < p—>succ
if (p # NULL)
then predp->succ <« p->succ
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if (p = L.ultim) then L.ultim « predp
delete(p)
end

3.2.3 Implementarea statica cu tablouri
3.2.3.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Similara cu cea a listelor liniare.

3.2.3.2 Implementarea operatiilor

Operatiile ListaVida, EsteVida, Lung, Egal, Copie si Parcurge au aceleagi implementari ca cele de la lista
liniara.

Poz. (Cautarea binarid). Accesul direct la componentele listei i ordonarea crescitoare a acestora
permite o metoda de cautare foarte eficienta, cunoscuta sub numele de cautare binard. Descrierea metodei
are un caracter recursiv. Generalizim presupunand ca procesul de cautare a lui x se face cercetand
componentele de la pozitia p la pozitia ¢q. Cautarea in lista L corespunde cazului particular p = 0 si
g = lung(L) — 1. Exist8 urméatoarele cazuri:

1. p > q. Subtabloul in care se cauta este vid.
2. p < q. Se determind pozitia de la (cea mai apropiatd de) mijlocul subtabloului:

pta
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2.1 & = L.tablm]. Cautarea se termind cu suces: Poz < m.

2.2 x < L.tablm]. Deoarece toate elementele aflate la dreapta lui m sunnt mai mari decit x rezulta
ca singurul loc unde avem sanse sa-1 gasim pe x este la stinga lui m. Se modifica limita dreapta
a subtabloului in care se cauta, g < m — 1, si se reia procesul de cautare.

2.3 & > L.tablm]. Deoarece toate elementele aflate la stanga lui m sunt mai mici decit x rezulta ca
singurul loc unde avem sanse sa-1 gasim pe x este la dreapta lui m. Se modifica limita stanga
a subtabloului in care se cauta, p «+— m + 1, si se reia procesul de cautare.

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil a algoritmului este O(log, n). Demonstratia acestui
rezultat este prezentata in sectiunea ?77.

function poz(L, x)
begin
p—0
q <« L.ultim
m [P';'q
while ((x # L.tab[m]) and (p < q)) do
if (x < L.tab[m])
then q <+ m-1
else p «+— mt+l
« - 59
if (x = L.tab[m])
then return m
else return -1
end
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Insereazd. Se realizeaza in doi pasi:

1 Se cauta binar pozitia k£ unde urmeaza a fi memorat e.
2. Se translateaza la dreapta toate elementele de la pozitia k la pozitia L.ultim si se memoreaza e pe
pozitia k.

Daca in timpul cautarii este intilnitd o componenta ce contine e (e este deja in lista) atunci operatia
se termina fard a modifica lista. Etapa de ciutare necesita O(log,n) timp in cazul cel mai nefavorabil,
dar operatia de translatare necesitda O(n). Astfel cd algoritmul care realizeazd operatia de inserare are
complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil O(n).

procedure insereaza(L, e)
begin
p— 0
q <+ L.ultim
pP+q
2

k «—

while ((e # L.tabl[k]) and (p < q)) do
if (e < L.tab[k])
then q «+ k-1
else p «— k+1
o o4
if (e # L.tabl[k])
then if (e > L.tab[k]) then k «— k+1
if (L.ultim = MAX) then throw ’memorie insuficienta’
L.ultim < L.ultim+1
for i «— L.ultim downto k
L.tab[i] « L.tab[i-1]
L.tab[k] «— e
end

Elimind. Se realizeaza in doi pasi:

1 Se cauta binar, apeldnd Poz, pozitia k unde este memorat e. Daca Poz intoarce zero atunci e nu
apare in lista si operatia se termind fara a modifica lista.
2. Se translateaza la stinga toate elementele de la pozitia k + 1 la pozitia L.ultim. Ca si in cazul

inserarii, algoritmul care realizeaza operatia de eliminare are complexitatea timp in cazul cel mai
nefavorabil O(n).

procedure elimina(L, e)
begin
pe—1
q <« L.ultim
[P"‘q
2
while ((e # L.tabl[k]) and (p < q)) do
if (e < L.tab[k])
then q «+— k-1
else p «— k+1
k «— [P_'; q}

k «—

if (e = L.tabl[k])
L.ultim + L.ultim-1
for i « k to L.ultim
L.tab[i] <« L.tab[i+1]
end
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3.3 Stiva

3.3.1 Tipul de date abstract STIVA
3.3.1.1 Descrierea obiectelor de tip data

Stivele sunt liste cu proprietatea ca se cunoagte “vechimea” fiecarui element in lista, i.e., se cunoaste
ordinea introducerii elementelor in lista. La orice moment, ultimul element introdus in lista este primul
candidat la operatiile de citire si eliminare. Din acest motiv se mai numesc si liste LIFO (Last In, First
Out). Presupunem ca elementele unei stive apartin tipului abstract Elt.

3.3.1.2 Operatii

StivaVids. Intoarce stiva vidi.

Intrare:  — nimic;
legire: — stiva farad nici un element.

EsteVid3. Testeaza daca o stiva este vida.

Intrare:  — o stiva S|

legire: — true daca S este stiva vida,
— false in caz contrar.

Push. Scrie un element in stiva.

Intrare:  — o stiva S gi un element e din Elt;
legire: — stiva S la care s-a adaugat e. Elementul e este ultimul introdus si va fi primul candidat la
operatiile de citire si eliminare.

Pop. Elimina ultimul element introdus in stiva.

Intrare:  — o stiva S
legire: — stiva S din care s-a eliminat ultimul element introdus daca S nu este vida,
— stiva vida daca S este stiva vida.

Top. Citeste ultimul element introdus intr-o stiva.

Intrare:  — o stiva S|
Tegire: — ultimul element introdus in S daca S nu este stiva vida,
— un mesaj de eroare daca S este stiva vida.

Observatie: Tipul abstract STIVA poate fi privit ca un caz particular al tipului abstract LLIN in sensul
ca o stiva poate fi privita ca o lista liniara si ca operatiile stivei pot fi exprimate cu ajutorul celor de la
lista liniara:

STIVA.Push(S, e) = LLIN.Insereazi(S, Lungime(S), e)

STIVA.Top(S) = LLIN.Citeste(S, Lungime(S))

STIVA.Pop(S) = LLIN.Elimind(S, Lungime(S))

Astfel, o stiva poate fi reprezentata printr-o secventa (eq, ..., e,) unde e, este elementul din varful stivei
(cu vechimea cea mai micd). Ca o consecinti, obtinem urmétoarea interpretare pentru operatii:

StivaVida : — ()

Push : ((eg,..-,en—1),€) — (€0y--.,€n1,€)
Pop: (e, .- en—1) — (€oy---,€n—2)

Pop : () — eroare

Top: (€oy.--y€n_1)— €n_1

Top : () + eroare
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3.3.2 Implementarea dinamica cu liste simplu inlantuite
3.3.2.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

O stiva consta dintr-o pereche formata din o lista simplu inléntuita, care contine elementele memorate in
stiva la un moment dat, si o variabila referintd care indica varful stivei, adica ultimul element introdus

(fig. 3.3).

€n—2 T

€o

Figura 3.3: Stiva modelata ca lista nlantuita

3.3.2.2 Implementarea operatiilor

StivaVid3. Consta In crearea listei simplu inlantuite vide.
EsteVid3. Testeaza daca varful S este egal cu NULL.

Push. Consta in adidugarea unui nod la inceputul listei si “mutarea” virfului S la nodul adaugat. Im-
plementarea operatiei necesita timpul O(1).

procedure push(S, e)
begin
new(q)
q—>elt < e
q->succ < S
S+ q
end

Pop. Consta in eliminarea nodului referit de pointerul S si “mutarea” virfului la urmatorul nod. Operatia
este descrisa de o functie booleanad care intoarce true daca si numai daca stiva era nevida Inainte de
eliminare. Ca gi implementarea operatiei Push, necesita timpul O(1).

procedure pop(S)
begin
if (8 = NULL) then throw ’eroare’
qe 35
S <« S->succ
delete(q)
end

Top. Daca stiva nu este vida, furnizeaza informatia memorata in nodul referit de varful S.

function top(S)
begin
if (S = NULL) then throw ’eroare’
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return S->elt
end

3.3.3 Implementarea statica cu tablouri
3.3.3.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

O stiva S este o pereche formata dintr-un tablou S.tab, care memoreaza elementele stivei, si o variabila
indice (varful) S.varf care indicd pozitia ultimului element introdus in stiva (fig. 3.4).

MAX-1

ey |0
A

Figura 3.4: Stiva modelata ca tablou

3.3.3.2 Implementarea operatiilor

StivaVidd. Varful, care memoreaza atat adresa ultimului element introdus cat gi numarul elementelor
existente in stiva, este pus pe zero.

EsteVida. Testeaza daca varful este zero.

Push. Incrementeaza varful si memoreaza noul element in tablou la noua adresd data de varf. Deoarece
dimensiunea maximéa a tabloului care memoreaza stiva este fixa, este necesar sa se verifice daca nu se
depéseste aceastd limitd. Operatia este realizatd in timpul O(1).

procedure push(S, e)

begin
if (S.varf = MAX) then throw ’memorie insuficienta’
S.varf <« S.varf+1
S.tab[S.varf] « e

end

Pop. Daca varful este mai mare ca zero atunci 1l decrementeaza. Evident, realizarea operatiei se face in
timpul O(1).

procedure pop(S)

begin
if (S.varf = 0) then throw ’eroare’
S.varf <« S.varf-1

end
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Top. Daca varful este mai mare ca zero atunci intoarce elementul memorat in tablou la adresa data de
varf.

function top(S)

begin
if (S.varf = 0) then throw ’eroare’
return S.tab[S.varf]

end

3.3.4 Exercitii

Exercitiul 3.3.1. [?] Se considerd o magin compusa din trei memorii: o sectiune de intrare gi o sectiune
de iegire constand dintr-o secventd de n celule fiecare (o celuld poate memora un numér intreg) si o stiva
cu memorie infinita. Controlul finit al maginii este format dintr-un program construit cu urmatoarele
instructiuni:

Read - introduce valoarea din prima celula din sectiunea de intrare in stiva apoi deplaseaza continutul
sectiunii de intrare astfel incat continutul din celula k& + 1 trece in celula k. Continutul din prima
celula se pierde iar cel din ultima celuld devine nedefinit;

Write - deplaseaza continutul sectiunii de iegire astfel incat continutul din celula k trece in celula
k 4+ 1. Continutul din ultima celula se pierde apoi, extrage un element din stiva si-1 memoreaza in
prima celuld din sectiunea de iesire.

a) Presupunand ca sectiunea de intrare contine n valori distincte, sa se determine numaérul a, al
permutarilor ce pot fi obtinute in sectiunea de iesire.

b) S& se scrie un program care listeaza toate programele maginilor ce realizeaza permutari.

3.4 Coada

3.4.1 Tipul de date abstract COADA
3.4.1.1 Descrierea obiectelor de tip data

Ca si stivele, cozile sunt liste cu proprietatea ca se cunoagte vechimea fiecarui element in lista. La orice
moment, primul element introdus in lista este primul candidat la operatiile de citire gi eliminare. Din
acest motiv se mai numesc si liste FIFO (First In, First Out). Presupunem ca elementele unei stive
apartin tipului abstract Elt.

3.4.1.2 Operatii

CoadaVida. Intoarce coada vida.

Intrare:  — nimic;

legire: — coada fara nici un element.
EsteVid3. Testeaza daca o coada este vida.

Intrare:  — o coada C;

legire: — true daca C este coada vida,
— false in caz contrar.

Insereazs. Scrie un element in coada.

Intrare:  — o coada C si un element e din Elt;

legire: — coada C' la care s-a adaugat e. Elementul e este ultimul introdus si va fi ultimul candidat
la operatiile de citire si eliminare.
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Elimina. Elimina primul element introdus in coada.

Intrare:  — o coada C;

Tegire: — coada C' din care s-a eliminat primul element introdus daca C nu este vida,
— coada vida daca C' este coada vida.

Citeste. Citeste primul element introdus in coada.

Intrare:  — o coada C;

legire: — primul element introdus in C' daca C nu este coada vida,
— un mesaj de eroare dacd C este coada vida.

Observatie: Ca si in cazul stivei, tipul abstract COADA poate fi privit ca un caz particular al tipului
abstract LLIN in sensul ca o coada este privita ca o listd liniara si ca operatiile cozii pot fi exprimate cu
ajutorul celor de la lista liniara:

COADA .Insereazid(C, e) = LLIN.Insereaza(C, Lungime(C), e)
COADA Citeste(C) = LLIN.Citeste(C, 0)
COADA Elimin%(C) = LLIN.Elimin(S, 0)

Astfel, o coadd poate fi reprezentata printr-o secventa (ei,...,e,), unde e; reprezintd capul cozii (ele-
mentul cu vechimea cea mai mare) iar e,, este elementul de la sfargitul cozii (cu vechimea cea mai mica).
Utilizand reprezentarea prin secvente, operatiile se rescriu astfel:

CoadaVida : — ()

Insereaza : ((eo,...,en-1),€) — (€0,...,€n_1,€)
Citeste : (eg,...,en—1) — €o

Citeste : () — eroare

Eliming : (eg,...,en—1) — (€1,...,€n_1

(e
Eliming : () — eroare

3.4.2 Implementarea dinamica cu liste simplu inlantuite
3.4.2.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

O coada este formata dintr-o lista simplu Inlantuita C', care contine elementele memorate la un moment
dat in coada, o variabild referinta C.prim care face referire la nodul cu vechimea cea mai mare (candidatul
la stergere si la interogare) si o variabila referintd C.ultim care face referire la ultimul nod introdus in
coadd (nodul cu vechimea cea mai micd) (fig. 3.5).

r
l

CORE G

Figura 3.5: Coada reprezentata ca lista simplu inlantuita

3.4.2.2 Implementarea operatiilor

CoadaVid3. Creeaza lista simplu inlantuita vida.

EsteVida. Testeaza daca pointerul C.prim este egal cu NULL.
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Citeste. Daca lista nu este vida, furnizeaza informatia din nodul cu vechimea cea mai mare (referit de
C.prim).

function citeste(C)

begin
if (C.prim = NULL) then throw ’eroare’
return C.prim->elt

end

Insereaza. Adauga un nod dupa cel referit de C.ultim gi “muta” referinta C.ultim la nodul nou introdus.
In cazul cand s-a adaugat la coada vida, se actualizeaza si referinta C.prim.

procedure insereaza(C, e)
begin
new(q)
q—>elt «— e
gq->succ < NULL
if (C.ultim # NULL)
then C.ultim->succ <+ q
C.ultim <« q
else C.prim «+ g
C.ultim <« q
end

Elimini. In cazul in care coada nu este vidd, elimind nodul referit de C.prim (cel cu vechimea cea mai
mare) si “mutd” referinta C.prim la nodul urméator. Daca lista avea un singur nod atunci dupa eliminare

va deveni vida si cei doi pointeri vor fi actualizati corespunzator.

procedure elimina(C)

begin
if (C.prim = NULL) then throw ’eroare’
p < C.prim
C.prim «<— C.prim->succ
if (C.prim = NULL) then C.ultim «+ NULL
delete(p)

end

3.4.3 Implementarea statica cu tablouri
3.4.3.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Elementele unei cozi sunt memorate intr-un tablou. Pointerul C.prim, care acum este adresa in tablou,
referd cel mai “vechi” element in coada iar pointerul C.ultim cel mai nou element in coada (fig. 3.6).
Pentru o mai buna utilizare a spatiului de memorie vom conveni ca, atunci cind cel mai nou element
este memorat pe pozitia ultimd Max din tablou, urmatorul element s fie memorat pe prima pozitie din
tablou, dacd aceasta este libera (fig. 3.6b). Aceasta conduce la utilizarea unei aritmetici modulare pentru
pointerii C.prim gi C.ultim. Mai raméne de rezolvat problema reprezentarii cozii vide. Aceasta devine
foarte simpla daca vom considera o variabild contor suplimentard C.nrElem care si memoreze numarul
elementelor din coadi. In plus, pentru ca valoarea lui C.ultim poate fi dedusa din valorile C.prim si
C.nrElem, utlizarea campului C.ultim devine acum optionala.

3.4.3.2 Implementarea operatiilor

CoadaVid3. Variabila nr_elem este pusi pe zero. Este convenabil ca pointerul C.ultim si fie ficut egal
cu MAX-1 iar C.prim sa fie facut egal cu prima adresa din tablou.

EsteCoadaVida. Testeaza daca variabila C.nrElem este zero.
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Figura 3.6: Reprezentarea cozii printr-un tablou

Citeste. Daca coada nu este vida, furnizeaza informatia de la adresa din tablou data de pointerul C.prim.

function citeste(C)

begin
if (C.nrElem = 0) then throw ’eroare’
return C.tab[C.prim]

end

Insereaza. Daca mai este loc in tablou, nr_elem < Max, atunci incrementeaza C.ultim modulo MAX si
memoreaza noul element e la noua adresa data de C.ultim. Variabila contor C.nrElem este incrementata.

procedure insereaza(C, e)
begin
if (C.nrElem = MAX) then throw ’memorie insuficienta’
C.ultim « (C.ultim + 1) % MAX
C.tab[C.ultim] « e
C.nrElem « C.nrElem + 1
end

Elimind. In cazul in care coada nu este vida, incrementeaza pointerul C.prim modulo MAX si decre-
menteaza variabila contor C.nrElem.

procedure pop(S)

begin
if (C.nrElem = 0) then throw ’eroare’
C.prim « (C.prim + 1) % MAX
C.nrElem « C.nrElem - 1

end

3.4.4 Exercitii

Exercitiul 3.4.1. O coadd completd cu restrictie la intrare este o lista liniara abstracta cu proprietatea
ca elementele se pot insera numai la unul din capete iar gtergerile/citirile se pot efectua la oricare din
capete.

(ii) Sa se implementeze aceasta structura cu ajutorul listelor inlantuite.

(iii) S& se implementeze aceasta structurad cu ajutorul tablourilor.

Exercitiul 3.4.2. O coada completa cu restrictie la iegire este o lista liniara abstracta cu proprietatea
cd elementele se pot insera la oricare din capete iar gtergerile/citirile se pot efectua numai la unul din
capete.

(ii) Sa se implementeze aceastd structurd cu ajutorul listelor inldntuite.

(iii) S& se implementeze aceasta structura cu ajutorul tablourilor.

Exercitiul 3.4.3. O coadd completd (“deque”) este o lista liniard abstracta cu proprietatea ca elementele
se pot insera, gterge si citi la ambele capete.
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(ii) Sa se implementeze aceasta structura cu ajutorul listelor inlantuite.

(iii) S& se implementeze aceasta structura cu ajutorul tablourilor.

Exercitiul 3.4.4. Se considera un tablou unidimensional cu 10000 de componente. S& se scrie subpro-
grame care sa realizeze:

— memorarea eficienta in tablou a doua stive;

— memorarea in tablou a doua cozi. Se pot memora doué cozi la fel de eficient ca doua stive? Daca
da atunci sa se arate cum, daca nu sa se argumenteze de ce.

3.5 Arbori binari

3.5.1 Tipul de date abstract ABIN
3.5.1.1 Descrierea obiectelor de tip data

Multimea arborilor binari peste Elt este definitd recursiv astfel:
e arborele vid [] este un arbore binar,

e arborele t format dintr-un nod distinct, numit rdddacind, ce memoreaza un element e din Elt, gi din
doi arbori binari ¢; si to, numiti subarborele sting si respectiv subarborele drept (ai radacinii), este
un arbore binar; notdm acest arbore prin [e](¢1, t2).

Convenim ca arborele cu un singur nod [e]([], []) s& mai fie notat si prin notatia mai simpla [e]. Fie v un
nod intr-un arbore binar ¢ §i vy gi ve radacinile subarborilor stang si respectiv drept ai nodului v. Atunci
spunem ca v este nod tatd pentru vy si ve, v1 este fiul stang al lui v iar vy este fiul drept al lui v. Un nod
pentru care ambii subarbori sunt vizi este numit frunzd. Totalitatea nodurilor frunza formeaza frontiera
arborelui. Un drum intr-un arbore este o succesiune de noduri vy, . .., v, astfel incat v; este tatal lui v;41
pentrui=1,...,n—1. Lungimea unui drum ey, ..., e, este n — 1. Dimensiunea unui arbore t este egala
cu numirul de noduri din ¢. Indltimea unui arbore t este lungimea celui mai lung drum de la radacina
lui ¢ la un nod frunza. Prin definitie, inaltimea arborelui vid este —1.

Exemplu: Fie a,b,c¢,d, e, f,g,h,i noua elemente in Elt. Aplicand de mai multe ori partea a doua a
definitiei obtinem succesiv urmétorii arbori binari: [a]([], [d]), [b]([f], [2]), [g]([%], 1), [e]([BI([£], [2]), [g]([R], [])),
[e]([a]([1, [d)), [e]([B)([f], [2]), [9]([P], []))). Ultimul arbore binar este reprezentat in fig. 3.7. De exemplu, e
este tatal nodurilor b gi g, b este fiul stang al lui e iar g este fiul drept al lui e. inél‘gimea arborelui este 3

iar dimensiunea sa este 9.

(©

/\@
N

O, 6@6 @{

Figura 3.7: Exemplu de arbore binar
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3.5.1.2 Operatii

ArbBinVid.

Intrare:
legire:

EsteVid.

Intrare:
legire:

Dimensiune.

Intrare:
legire:
Tnﬁltime.
Intrare:
legire:
Copie.
Intrare:
legire:
Egal.

Intrare:
legire:

— nimic;

— arborele binar vid.

— un arbore binar t;

— true daca t este vid,
— false in caz contrar.

— un arbore binar t;

— dimensiunea lui ¢.

— un arbore binar t;

— inaltimea arborelui ¢.

— un arbore binar t;

— o copie distincta a lui ¢.

— doi arbori binari ¢1 §i to;

— true daca cei doi arbori sunt egali, i.e., elementul memorat in radacina lui ¢; este egal cu
cel memorat de radacina lui ¢9 si subarborele stang al lui ¢; este egal cu subarborele stang
al lui to gi subarborele drept al lui ¢; este egal cu subarborele drept al lui to. Doi arbori vizi
sunt egali prin definitie. Formal, t; = t5 daca si numai daca:

o t1 =[] =t sau
oty = (P ), 12 = [althot8) 5 = th o] = 1

— false in caz contrar.

ParcurgePreordine.

Intrare:
legire:

— un arbore binar ¢ i o procedurd Viziteazd(adr_nod);

— arborele ¢ dar in care nodurile au fost procesate in ordinea data de parcurgerea preordine
a lui t. Parcurgerea preordine a unui arbore t este obtinuta aplicand recursiv urmaétorul
proces:

e viziteaza radacina;
e viziteaza subarborele stang;

e viziteaza subarborele drept.

De exemplu, parcurgerea preordine a arborelui din fig. 3.7 produce lista: ¢, a,d, e, b, f,i,g, h.
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Parcurgelnordine.

Intrare:  — un arbore binar ¢ si o procedura Viziteazd(adr_nod);

legire: — arborele ¢ dar in care nodurile au fost procesate in ordinea data de parcurgerea inordine a
lui ¢t. Parcurgerea inordine a unui arbore t este obtinuta aplicand recursiv urmatorul proces:

e viziteaza subarborele stang;
e viziteaza radacina;
e viziteaza subarborele drept.

De exemplu, parcurgerea inordine a arborelui din fig. 3.7 produce lista: a,d, ¢, f,b,i,e, h, g.

ParcurgePostordine.

Intrare:  — un arbore binar ¢ si o procedura Viziteazd(adr_nod);

legire: — arborele ¢ dar in care nodurile au fost procesate in ordinea data de parcurgerea postordine
a lui t. Parcurgerea postordine a unui arbore ¢ este obtinuta aplicand recursiv urmatorul
proces:

e viziteaza subarborele stang;
e viziteaza subarborele drept;

e viziteaza radacina.

De exemplu, parcurgerea postordine a arborelui din fig. 3.7 produce lista: d, a, f,4,b, h, g, e, c.

ParcurgeBFS.
Intrare:  — un arbore binar ¢ i o procedurd Viziteazd(adr_nod);
legire: — arborele ¢ dar in care nodurile au fost procesate in ordinea data de parcurgerea BFS a lui

t. Parcurgerea BFS (Breadth First Search) a unui arbore ¢ constd in: vizitarea radacinii,
apoi a fiilor radacinii (nodurile aflate la distanta 1 fata de radacind), apoi a nodurilor aflate
la distanta 2 fata de radacina s.a.m.d. De exemplu, parcurgerea BFS a arborelui din fig. 3.7
produce lista: ¢, a,e,d, b, g, f,i, h.

3.5.2 Implementarea dinamica

3.5.2.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Fiecare nod al arborelui binar este reprezentat printr-o structura care, in forma sa cea mai simpla, are
trei cAmpuri: un cAmp elt pentru memorarea informatiei din nod, un cdmp stg pentru memorarea
adresei radacinii subarborelui stang si un camp drp pentru memorarea adresei radacinii subarborelui
drept. Accesul la intreaga structura de date este realizat prin intermediul radacinii. Figura 3.8 include
reprezentarea dinamica a arborelui binar din fig. 3.7.

3.5.2.2 Implementarea operatiilor

ArbBinVid. Consta in crearea listei vide.

EsteVid. Testeaza daca radacina t face referire la vreun nod.
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Figura 3.8: Reprezentarea dinamica a arborelui binar

Dimensiune. Descrierea functiei care calculeaza dimensiunea unui arbore binar are un caracter recursiv:
daca arborele este vid, atunci intoarce 0; daca arborele nu este vid, atunci intoarce suma dintre dimensi-
unea subarborelui stang si dimensiunea subarborelui drept la care se adauga 1 (rddacina). Complexitatea
timp pentru cazul cel mai nefavorabil este O(n), unde n este chiar dimensiunea arborelui.

function dimens(t)
begin
if (t = NULL)
then return O
else dl « dimens(t->stg)
d2 « dimens(t->drp)
return d1 + d2 + 1
end

Indltime. Functia care calculeaza inaltimea are o descriere asemanatoare celei care calculeaza dimensi-
unea. Complexitatea timp pentru cazul cel mai nefavorabil este O(n).

function inalt(t)
begin
if (t = NULL)
then return -1
else hl « inalt(t->stg)
h2 < inalt(t->drp)
return max(hl, h2) + 1
end

Copie. Si aceasta functie are o descriere recursiva: se realizeaza o copie a radacinii dupa care se realizeaza
prin apeluri recursive copii ale subarborilor radaciniii. Lantul apelurilor recursive se termina atunci cand
este intalnit subarborele vid. Complexitatea timp pentru cazul cel mai nefavorabil este O(n).

function copie(t)
begin
if (t = NULL)
then return NULL
else new(t_copie)
t_copie—->elt « t->elt
t_copie->stg « copie(t->stg)
t_copie->drp « copie(t->drp)
return t_copie
end
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Egal. Deoarece descrierea functiei egal este foarte simpla, omitem scrierea ei.

ParcurgePreordine. Cea mai simpla descriere este cea recursiva:

procedure preordine(t, viziteaza())
begin
if (t # NULL)
then viziteaza(t)
preordine(t->stg, viziteaza)
preordine(t->drp, viziteaza)
end

Parcurgelnordine. Similara parcurgerii preordine.

ParcurgePostordine.  Similara parcurgerii preordine.

ParcurgeBFS. Pentru implementarea acestei operatii se utilizeaza o coada C' cu urmatoarele proprietati:

1. initial coada contine numai radacina subarborelui;

2. la momentul curent se viziteaza nodul extras din C;

3. atunci cand un nod este vizitat, fii acestuia sunt adaugati in C.

Complexitatea timp pentru cazul cel mai nefavorabil este O(n).

procedure parcurgeBFS(t, viziteaza())
begin
if (t # NULL)
then C «+ coadaVida()
insereaza(C,t)
while not esteVida(C) do
v «+ citeste(C)
elimina(C)
viziteaza(v)

if (t->stg # NULL) then insereaza(C, t->stg)
if (t->drp # NULL) then insereaza(C, t->drp)

end

3.5.3 Implementarea statica cu tablouri

Nodurile arborelui binar sunt memorate intr-un tablou de structuri. Acum, valorile cimpurilor de legatura
nu mai sunt adrese de variabile ci adrese in tablou. O reprezentare statica a arborelui din fig. 3.7 este
data in fig. 3.9. Valoarea -1 joaca rolul pointerului NULL. Descrierile operatiilor sunt asemanatoare cu
cele de la implementarea dinamica. Prezentam, ca exemplu, parcurgerea inordine:

procedure inordine(t, i, viziteaza())
begin
if (i # -1)
then inordine(t, t.tab[i].stg, viziteaza)
viziteaza(t, i)
inordine(t, t.tab[i].drp, viziteaza)
end
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t.tab[i].elt alble|clh|&g8|f|i]| d
ttabfi]l.stg [-1] 6] 1[0[-1] 41 [-1[1
ttab[il.drp [8 |7 [5|2|-1|-1]-1 |11

01 2345672891011

Figura 3.9: Reprezentarea statica a arborelui binar

3.5.4 Exercitii

Exercitiul 3.5.1. Sa se scrie proceduri care implementeaza operatiile pentru arborii binari reprezentati
cu tablouri.

Exercitiul 3.5.2. Asociem véarfurilor unui arbore binar adrese simbolice, ce sunt secvente de 0 si 1
construite astfel: radacina are adresa simbolica 1; daca varful v are adresa simbolica p atunci fiul aflat
la stanga lui v are adresa simbolica p0 iar fiul aflat la dreapta are adresa pl.

a) S& se scrie un program care, pentru un arbore dat, afigeaza adresele simbolice ale tuturor varfurilor
in preordine, inordine §i postordine.

b) S& se scrie un program care, avand la intrare adresele simbolice ale tuturor varfurilor, construiegte
o lista inlantuita care reprezinta arborele.

Exercitiul 3.5.3. Sa se scrie un program care, avand la intrare listele liniare ale nodurilor unui arbore
binar in preordine, respectiv in inordine, construiegte lista inlantuitd care reprezinta arborele. Mai este
posibil acelasi lucru daca se considera la intrare oricare altd pereche de liste (preordine si postordine sau
inordine si postordine)?

Exercitiul 3.5.4. Fie ¢ un arbore binar cu n noduri, v1, .. ., v, lista nodurilor in preordine si vy, , ..., vp,
lista nodurilor in inordine. Sa se arate ca permutarea p1, .. ., p, se poate obtine cu o magina de la exercitiul
3.3.1 gi reciproc, orice permutare obtinuta cu o masina de la exercitiul 3.3.1 corespunde unui arbore binar.

Exercitiul 3.5.5. Peste arborii binari se definegte relatia < astfel: t; < t5 daca si numai daca:
— t1 =[], sau
- = [al]( /bt/ll)a to = [G’Q]( I27tl2/) §1
— a1 < az sau
— a1 = ag §i t) <, sau
—ay=agsit) =thsit] <}.
a) S se arate cd, pentru orice doi arbori ¢1 si to, are loc t1 < to sau to < 1.

b) S& se scrie un program care, avand la intrare doi arbori ¢ §i to, decide daci t1 < t2 sau to < t; sau
t1 = ta.

Exercitiul 3.5.6. Doi arbori binari ¢ i t’ se numesc echivalenti daca:

(i) lista inordine a lui ¢ este (u1,...,un),
(ii) lista inordine a lui ¢’ este uf,...,ul, si
(iii) informatia din wu; si u) este aceeasi, pentru orice i = 1,...,n.

Sa se scrie o procedura care testeaza daca doi arbori binari sunt echivalenti.
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Exercitiul 3.5.7. (Arbori binari insdila{i la dreapta.) Presupunem ca structura unui nod cuprinde un
camp suplimentar tdrp cu urméatoarea semnificatie:

e v->tdrp = false semnifica faptul ca v nu are succesor dreapta iar v->drp va contine adresa succe-
sorului lui v din lista inordine. Un astfel de pointer se numeste insailare.

e v->tdrp = true semnifica faptul ca v are succesor dreapta.

In plus, se presupune ci primul nod este succesorul-inordine al ultimului nod din lista inordine. Un astfel
de arbore se numeste insdilat la dreapta.

a) S4 se scrie un subprogram sucInord(p, t) care determiné succesorul-inordine al unui nod arbitrar
p in arborele t. Procedura va utiliza O(1) spatiu suplimentar. Care este complexitatea timp a
algoritmului descris de subprogram pentru cazul cel mai nefavorabil?

b) Este posibil s& se scrie o procedurd sucInord pentru arborii binari neinsailati la dreapta? Daca da,
sa se arate cum, iar daca nu sa se spuna de ce.

¢) Sa se descrie o proceduri de parcurgere a arborilor binari insiilati la dreapta, utilizand procedura
sucInord. Si se arate ca algoritmul de parcurgere descris necesita O(n) timp (n este numarul de
noduri din arbore).

Exercitiul 3.5.8. Se considera urmatoarea modificare a structurii de arbore binar:

— zona de legaturi a fiecarui nod contine doua cimpuri suplimentare: tstg si tdrp cu semnificatiile:

v=->tstg = true daca v are subarbore stanga,

— v=>tstg = false daca v nu are subarbore stanga si in acest caz v->Istg este adresa predece-
sorului lui v 1n inordine,

v=>tdrp = true daca v are subarbore dreapta,

v=>tdrp = false daca v nu are subarbore dreapta si in acest caz v->drp este adresa succesorului
lui v in inordine.

Un asemenea arbore se numeste insdilat.
(i) Sa se scrie o procedura de parcurgere in inordine a arborilor insailati.

(ii) Sa se scrie o procedura care copie un arbore binar obignuit intr-un arbore insailat.
Exercitiul 3.5.9. Sa se scrie o procedura care sa numere nodurile de pe frontiera arbore binar.

Exercitiul 3.5.10. Se considera arbori binar care au ca informatie in noduri numere intregi. Lungimea
externd ponderatd a arborelui t este Y {v->inf x lung(v) | v este nod pe frontiera lui ¢}, unde lung(v)
este lungimea drumului de la radacina la nodul v. S& se scrie un subprogram care determina lungimea
externa a unui astfel de arbore.

Exercitiul 3.5.11. (Reprezentarea expresiilor aritmetice) Consideram expresii formate numai din nu-
mere Intregi gi operatorii binari +, — , /,*, %. Unei expresii e i se poate asocia un arbore ninar a(e)
astfel:

e daci e este un numar intreg atunci a(e) este format dintr-un singur nod [e]:

ale) = @

e dacd e = ej op ea atunci a(e) este arborele [|(a(e1), a(e2)):
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Rédéacina lui a(e) are eticheta “op”, subarborele din stanga radacinii este a(ey) iar subarborele din
dreapta radacinii este a(ez).

Sa se scrie un subprogram care are la intrare o lista liniard ce reprezintda o expresie i ofera la iesire
arborele binar asociat expresiei. Arborele asociat este unic? Sa se justifice cum rezolva programul
problema unicitatii.

Exercitiul 3.5.12. Asa cum am vazut In exercitiul 3.5.11, orice expresie aritmetica poate fi reprezentata
prin arbori. Notatia postfizatd a unei expresii se obtine prin parcurgerea in postordine a arborelui. De
exemplu, expresia a/b*2+b*d— axcare urmatoarea forma postfixatd: a b2 x /b d*+a cx—. Urméatorul
algoritm realizeazd conversia unei expresii din notatia infixatd in notatia postfixata (listele cu formele
infixate gi respectiv infixate sunt reprezentate prin cozi):

S « stivaVida()
while not esteVida(listaInfix) do
X «+ citeste(listaInfix)
if (x este operand)
then insereaza(listaPostfix, x)
else if (x = 7))
then while (top(S) # ’(’) do

y < top(S)
pop(S)
insereaza(listaPostfix, y)
pop(S)
else while ((isp(top(8)) > icp(x)) and not esteVida(S)) do
y <« top(S)
pop(S)
insereaza(listaPostfix, y)
push(S, x)
while (not esteVida(S)) do
x «— top(S)
pop(8)

insereaza(listaPostfix, x)

unde isp si icp sunt operatorii de prioritate (in stiva si respectiv in evaluarea expresiei) si sunt dati prin
urmatorul tabel:

Simbol isp | icp
) _ _
*, /, % 2 2
+, —(binari) | 1 1
( 0 4

Sa se descrie executia algoritmului pentru expresia 12 + 45 % 2/6 — 23 %5 3.

Exercitiul 3.5.13. Pentru notatia postfixata exista un algoritm simplu de evaluare a expresiei. Acest
algoritm utilizeaza o stiva S gi are urmatoarea descriere:
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S « stivaVida()
while (not esteVida(listaPostfix) do
X <« citeste(listaPostfix)
if (x este operand)
then push(S, x)
else y2 «— top(S)
pop(S)
y1 <+ top(S)
pop(8)
push(S, y1 op(x) y2)
return top(S)

Sa se descrie executia algoritmului pentru forma postfixatd a expresiei 12 4+ 45 % 2/6 — 23 %5 * 3.

3.6 Grafuri
3.6.1 Definitii

Prezentarea de aici se bazeazd pe cea din [Cro92]. Un graf este o pereche G = (V| E), unde V este
o multime ale carei elemente le numim wvdrfuri, iar E este o multime de perechi neordonate {u,v} de
varfuri, pe care le numim muchii. Aici considerdm numai cazul cind V' si E sunt finite. Daca e = {u, v}
este o muchie, atunci u si v se numesc extremitatile muchiei e; mai spunem ca e este incidentd in u si v
sau ci varfurile u gi v sunt adiacente (vecine). In general, muchiile si grafurile sunt reprezentate grafic
ca in fig. 3.10. Daci G contine muchii de forma {u,u}, atunci o asemenea muchie se numeste bucld,
iar graful se numegte graf general sau pseudo-graf. Daca pot s& existe mai multe muchii {u, v} atunci G
se numesgte multigraf. Denumirea provine de la faptul ca, in acest caz, E este o multi-multime. Doua
grafuri G = (V, E),G' = (V', E’) sunt izomorfe dacd existd o functie f : V — V' astfel incat {u, v} este
muchie in G dacd gi numai dacd {f(u), f(v)} este muchie in G’. Un graf G’ = (V', E’) este subgraf al lui
G=(V,E)daca V C V' E C E'. Un subgraf partial G’ al lui G este un subgraf cu proprietatea V' = V.
Daca G este un graf si X C V o submultime de varfuri, atunci subgraful indus de X are ca multime de
varfuri pe X gi multimea de muchii formata din toate muchiile lui G incidente in varfuri din X.

1 2 3
e
v
o
U /
o o
4 3 2 4
Muchie Doua reprezentari ale aceluiagi graf

Figura 3.10: Reprezentarea grafurilor
Un mers de la v la v (de extremitati u si v) in graful G este o secventa

u = v, {anvl}vvla sy {'Unflvvn}vvn =

unde v;,0 < ¢ < n sunt varfuri, iar {v;_1,v;},1 < 4 < n sunt muchii. Uneori, un mers se pre-
cizeaza numai prin muchiile sale sau numai prin varfurile sale. In exemplul din fig. 3.10, secventa

4,{4,3},3,{3,1},1,{1,2},2,{2,3},3,{3,1},1 este un mers de la varful 4 la varful 1. Acest mers mai
este notat prin {4,3},{3,1},{1,2},{2,3},{3,1} sau prin 4,3,1,2,3,1. Daca intr-un mers toate muchiile
sunt distincte, atunci el se numeste parcurs, iar daca toate varfurile sunt distincte, atunci el se numeste
drum. Mersul din exemplul de mai sus nu este nici parcurs gi nici drum. Un mers in care extremitatile
coincid se numeste inchis, sau ciclu. Daca Intr-un mers toate varfurile sunt distincte, cu exceptia ex-
tremitatilor, se numeste circuit (drum inchis). Un graf G se numeste conexr dacd intre oricare doud
varfuri ale sale exista un drum. Un graf care nu este conex se numeste neconex. Orice graf se poate
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exprima ca fiind reuniunea disjuncta de subgrafuri induse, conexe si maximale cu aceasta proprietate;
aceste subgrafuri sunt numite componente conexe. De fapt, o componentd conexa este subgraful indus
de o clasa de echivalentd, unde relatia de echivalenta este data prin: varfurile w si v sunt echivalente
daca si numai daca existd un drum de la u la v. Graful din fig. 3.11 are doud componente conexe:

Gi=({1,3,4,6},{{1,4},{3,6},{4,3},{6,3}}) si G2 = ({2,5,7}, {{2, 7}, {{5, 2}, {{7, 5} })-

Figura 3.11: Componente conexe

Un digraf este o pereche D = (V, A) unde V este o multime de varfuri iar A este o multime de
perechi ordonate (u,v) de varfuri. Consideram cazul cadnd V si A sunt finite. Elementele multimii A se
numesc arce. Dacd a = (u,v) este un arc, atunci spunem ci u este extremitatea initiald (sursa) a lui
a gi cd v este extremitatea finald (destinatia) lui a; mai spunem ca u este in predecesor imediat al lui
v gl ca v este un succesor imediat al lui u. Formulari echivalente: a este incident din u si incident in
(spre) v, sau a este incident cu v spre interior gi a este incident cu u spre exterior, sau a pleacd din
u i soseste in v. Arcele si digrafurile sunt reprezentate ca in fig. 3.12. Orice digraf D definegte un
graf, numit graf suport al lui D, obtinut prin inlocuirea oricarui arc (u,v) cu muchia {u,v} (dacd mai
multe arce definesc aceeagi muchie, atunci se considera o singurd muchie). Graful suport al digrafului
din fig. 3.12 este cel reprezentat in fig. 3.10. Mersurile, parcursurile, drumurile, ciclurile si circuitele se
definesc ca in cazul grafurilor, dar considerand arce in loc de muchii. Un digraf se numeste tare conez
daca pentru orice doua varfuri u si v, existd un drum de la u la v §i un drum de la v la u. Ca si in
cazul grafurilor, orice digraf este reuniunea disjuncta de subgrafuri induse, tare conexe gi maximale cu
aceasta proprietate, pe care le numim componente tare conexe. O componenta tare conexa este subgraful
indus de o clasa de echivalenta, unde relatia de echivalentd de aceastd datd invoca definitia de drum
intr-un digraf. Digraful din fig. 3.13 are trei componente tare conexe: G7 = ({1,3},{(1,3),(3,1)}),
Gs = ({2},0), G3 = ({4,5,6},{(4,5), (5,6), (6,4)}). Un digraf D este conezx daci graful suport al lui D
este conex.

1 2

v

.

g

=~ O
w

Arc Digraf

Figura 3.12: Reprezentarea digrafurilor

Un (di)graf etichetat pe varfuri este un (di)graf G = (V, E)) impreuna cu o multime de etichete L
si o functie de etichetare ¢ : V — L. In fig. 3.14a este reprezentat un graf etichetat, in care functia
de etichetare este £(1) = A, £(2) = B,4(3) = C. Un (di)graf etichetat pe muchii (arce) este un (di)graf
G = (V,E) im preund cu o multime de etichete L si o functie de etichetare ¢ : E — L. In fig. 3.14b
este reprezentat un graf etichetat pe arce, in care functia de etichetare este £({1,2}) = A,£4({2,3}) =
B, ¢({3,1}) = C. Daca multimea de etichete este R (multimea numerelor reale) atunci (di)graful se mai
numeste ponderat.
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Figura 3.13: Componente tare conexe

3 2

©
A
1(a) (B) 2 1 = 3
a) b)

Figura 3.14: Grafuri etichetate

Un arbore este un graf conex fara circuite. Un arbore cu raddcing este un digraf conex, fara circuite,
in care exista un varf r, numit raddcind, cu proprietatea cé, pentru orice alt varf v, exista un drum de
la r la v. Un arbore cu radacind si ordonat este un arbore cu radacind cu proprietatea ca orice varf u,
exceptand radacina, are exact un predecesor imediat si, pentru orice varf, multimea succesorilor imediati
este total ordonatd. Intr-un arbore cu raddcind ordonat, succesorii imediati ai varfului u se numesc si
fii ai lui u, iar predecesorul imediat al lui u se numeste tatdl lui u. Un caz particular de arbore ordonat
este arborele binar, unde relatia de ordine peste multimea fiilor varfului v este precizatd prin (fiul stang,
fiul drept). Exemple de arbori sunt date in fig. 3.15.

Arbore Arbore cu radacina ordonat

N\

Arbore binar

Figura 3.15: Exemple de arbori

3.6.2 Tipul de data abstract Graf
3.6.2.1 Descrierea obiectelor de tip data

Obiectele de tip data sunt grafuri G = (V, E), definite in mod unic pana la un izomorfism, unde multimea
de varfuri V este o submultime finita a tipului abstract Varf, iar multimea de muchii F este o submultime
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a tipului abstract Muchie. Fara sa restrangem generalitatea, presupunem ca multimile de varfuri V' sunt
multimi de forma {0,1,...,n — 1}, unde n = #V, iar multimile de muchii sunt submultimi ale multimii
{{i,75} 14,7 €{0,1,...,n—1}}. Dacd G = (V, E) este oarecare cu #V = n, atunci putem defini o functie
bijectiva indexqg : V — {0,1,...,n—1} si graful G’ = ({0,1,...,n—1}, E) cu {indexg(u),indexc(v)} €
FE' < {u,v} € E. Evident, G si G’ sunt izomorfe i deci putem lucra cu G’ in loc de G. Intoarcerea
de la G’ la G se poate face via functia inversd lui indexq, numeg : {0,1,...,n — 1} — V datéd prin
numeg(i) = v <= indexg(v) = 1.

3.6.2.2 Operatii

GrafVid.

Intrare:  — nimic;

Tesire: — graful vid G = (0, 0).
EsteGrafVid.

Intrare: —un graf G = (V, E);
legire: — true daca G este vid,
— false in caz contrar..
InsereazaVarf.
Intrare: —ungraf G=(V,E) cu V={0,1,...,n—1};

legire: — graful G la care se adauga varful n ca varf izolat (nu existd muchii incidente in n).

InsereazaMuchie.

Intrare:  —un graf G = (V, E) si doud varfuri i,j € V;
Iegire: — graful G la care se adaugs muchia {3, j}.
StergeVarf.

Intrare: —un graf G = (V, E) gi un varf k € V;
legire: — graful G din care au fost eliminate toate muchiile incidente in k (au o extremitate in k)
iar vifurile ¢ > k sunt redenumite ca fiind ¢ — 1.

StergeMuchie.

Intrare:  —un graf G = (V, E) si doud varfuri i,j € V;

ITegire: — graful G din care a fost eliminatd muchia {i,j}.
ListaDeAdiacenta.

Intrare: —un graf G = (V, E) gi un varf i € V;

legire: — multimea varfurilor adiacente cu varful .
ListaVarfurilorAccesibile.

Intrare: —un graf G = (V, E) gi un varf i € V;
legire: — multimea varfurilor accesibile din varful 7. Un varf j este accesibil din ¢ daca si numai
daca exista un drum de la ¢ la j.
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3.6.3 Tipul de data abstract Digraf
3.6.3.1 Descrierea obiectelor de tip data

Obiectele de tip datd sunt digrafuri D = (V, A), unde multimea de varfuri V o considerdm de forma
{0,1,...,n — 1}, iar multimea de arce este o submultime a produsului cartezian V x V. Tipul VArf are
aceeagi semnificatie ca in cazul modelului constructiv Graf, iar tipul Arc este produsul cartezian Varf x Varf.

3.6.3.2 Operatii

DigrafVid.

Intrare:  — nimic;

ITegire: — digraful vid D = (0, 0).
EsteDigrafVid.

Intrare:  — un digraf D = (V, A);

legire: — true daca D este vid,
— false in caz contrar..

InsereazaVarf.
Intrare:  —un digraf D = (V;A) cu V ={0,1,...,n—1};
legire: — digraful D la care s-a adaugat varful n.
InsereazaArc.
Intrare:  — un digraf D = (V, A) si doud varfuri i,j € V;
Iegire: — digraful D la care s-a adaugat arcul (3, j).
StergeVarf.

Intrare:  — un digraf D = (V, A) si un varf k € V;

legire: — digraful D din care au fost eliminate toate arcele incidente in k (au o extremitate in k) iar
vifurile ¢ > k sunt redenumite ca fiind ¢ — 1.

StergeArc.

Intrare:  — un digraf D = (V, A) si doud varfuri i,j € V;

legire: — digraful D din care s-a eliminat arcul (i, j).
ListaDeAdiacentalInterioara.

Intrare:  — un digraf D = (V, A) ¢i un varf i € V;

legire: — multimea surselor (varfurilor de plecare ale) arcelor care sosesc in varful i.
ListaDeAdiacent3Exterioara.

Intrare:  — un digraf D = (V, A) ¢i un varf i € V;

legire: — multimea destinatiilor (varfurilor de sosire ale) arcelor care pleaca din varful i.
ListaVarfurilorAccesibile.

Intrare:  —un graf D = (V, A) si un varf ¢ € V;
legire: — multimea varfurilor accesibile din varful 7. Un varf j este accesibil din ¢ daca si numai
daca exista un drum de la ¢ la j.
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3.6.4 Reprezentarea grafurilor ca digrafuri

Orice graf G = (V, E) € Graf poate fi reprezentat ca un digraf D = (V, A) € Digraf considerand pentru
fiecare muchie {i,j} € E doud arce (4,j), (j,i) € A. Cu aceste reprezentari, operatiile tipului Graf pot fi
exprimate cu ajutorul celor ale tipului Digraf. Astfel, inserarea/stergerea unei muchii este echivalenta cu
inserarea/stergerea a doud arce, iar celelalte operatii coincid cu cele de la digrafuri. Aceasta reprezentare
ne va permite s ne ocupam in continuare numai de implementari ale tipului abstract Digraf.

3.6.5 Implementarea cu matrice de adiacenta (incidenta)
3.6.5.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Digraful D este reprezentat printr-o structura cu trei campuri: D.n, numarul de varfuri, D.m, numéarul
de arce, si un tablou bidimensional D.a de dimensiune n x n astfel incat:

0 ,(,5)¢A
Dafif)={° )¢
1 ,36,j)eA
pentrui,j = 0,...,n—1. Daca D este reprezentarea unui graf atunci matricea de adiacenta este simetrica:

D.ali, j] = D.alj,i] pentru orice 1, j.
Observatie: In loc de valorile 0 si 1 se pot considera valorile booleene false si respectiv true.

3.6.5.2 Implementarea operatiilor

DigrafVid. Este reprezentat de orice variabila D cu D.n =0 gi D.m = 0.
esteDigrafVid. Se testeaza daca D.m si D.n sunt egale cu zero.

InsereazaVarf. Consta in adaugarea unei linii si a unei coloane la matricea de adiacenta.

procedure insereazaVarf (D)
begin
D.n < D.n+1
for i < 0 to D.n-1 do
D.a[i,n-1] <~ 0
D.a[n-1,i] < 0
end

InsereaziArc. Inserarea arcului (i, j) presupune numai actualizarea componentei D.a[i, j].

StergeVarf. Notidm cu a valoarea matricei D.a inainte de stergerea varfului k si cu a’ valoarea de dupi
stergere. Au loc urmatoarele relatii (a se vedea si fig. 3.16):

1. daca i,j < k atunci a; ; = a; j;

2. daca i < k < j atunci a} ; = a; j11;
3. daca j < k < ¢ atunci a;,j = Qit1,5;
4. dacid k <1, j atunci a;,j = Qit1,541-

Din aceste relatii deducem urmatorul algoritm:
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procedure stergeVarf (D, k)
begin
D.n+«+ D.n-1
for i + 0 to D.n-1 do
for j+ 0 to D.n-1 do
if (i > k and j > k) then
D.ali,j] « D.a[i+1,j+1]
else if (i > k) then
D.ali,j] « D.al[i+1,j]
else if (j > k) then
D.ali,j] « D.ali,j+1]
end

i, i<k <k<j

j<k<i k<i,j

a) b)

Figura 3.16: Stergerea unui varf

StergeArc. Asemanator operatiei InsereazaArc.

ListaDeAdiacInt i ListaDeAdiacExt. Lista varfurilor destinatare ale arcelor care “pleaca” din 7 este
reprezentata de linia 4, iar lista varfurilor sursa ale arcelor care sosesc in i este reprezentata de coloana
1. Daca D este reprezentarea unui graf atunci lista varfurilor adiacente se obtine numai prin consultarea
liniei (sau numai a coloanei) i.

ListaVarfurilorAccesibile. Reamintim ca un varf j este accesibil in D din i daca existd in D un drum de
la i la j. Dacd ¢ = j atunci evident j este accesibil din ¢ (existd un drum de lungime zero). Dacd i # j
atunci exista drum de la 7 la j daca exista arc de la i la j, sau exista k astfel incat exista drum de la i la k
si drum de la k la j. De fapt, cele de mai sus spun ca relatia “exista drum de la i la 57, definita peste V,
este inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei “existd arc de la i la j7. Ultima relatie este reprezentata
de matricea de adiacenta, iar prima relatie se poate obtine din ultima prin urmatorul algoritm datorat
lui Warshall (1962):

procedure detInchReflTranz(D, b)
begin
for i < 0 to D.n-1 do
for j+ 0 to D.n-1 do
b[i,j] « D.ali,j]
if (i = j) then b[i,j] « 1
for k< 0 to D.n-1 do
for i < 0 to D.n-1 do
if (b[i,k] = 1)
then for j < 0 to D.n-1 do
if (blk,j] = 1) then b[i,j] « 1
end

Lista varfurilor accesibile din varful 7 este reprezentata acum de linia ¢ a tabloului bidimensional b. In
continuare vom arata ca subprogramul detInchReflTranz determiné intr-adevar inchiderea reflexiva si
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tranzitiva. Se observa usor ca reflexivitatea este rezolvata de primele doua instructiuni for care realizeaza
si copierea D.a in b. In continuare ne ocupam de tranzitivitate. Fie i si j doua varfuri astfel incat j este
accesibil din ¢. Existd un & gi un drum de la ¢ la j cu varfuri intermediare din multimea X = {0, ..., k}.
Vom ariita c& dupd k iteratii avem b[i, j| = 1. Proceddam prin inductie dupd #X. Dacd X = 0, atunci
bli, j] = D.a[i, j] = 1. Presupunem #X > 0. Rezultd ci existd un drum de la i la k cu varfuri intermediare
din {0,...,k — 1} si un drum de la k la j cu varfuri intermediare tot din {0,...,k — 1}. Din ipoteza
inductiva rezultd cd dupid k — 1 executii ale buclei for k ... avem b[i,k] =1 si bk, j] = 1. Dupai cea
de-a k-a executie a buclei obtinem b[i, j] = 1, prin executia ramurii then a ultimei instructiuni if.

3.6.6 Implementarea cu liste de adiacenta dinamice
3.6.6.1 Reprezentarea obiectelor de tip data

Un digraf D este reprezentat printr-o structura asemanatoare cu cea de la matricele de adiacenta dar
unde matricea de adiacenta este inlocuita cu un tablou unidimensional de n liste liniare, implementate
prin liste simplu inlantuite si notate cu D.a[i] pentru ¢ = 0,...,n — 1, astfel incat lista D.a[i] contine
varfurile destinatare ale arcelor care pleacd din i (= lista de adiacentd exterioard).

Exemplu: Fie G graful reprezentat in fig. 3.17a. Tabloul listelor de adiacenta corepunzitoare lui G
este reprezentat in fig. 3.17b. Pentru digraful D din figura 3.18a, tabloul listelor de adiacenta inlantuite

este reprezentat in fig. 3.18b.

De multe ori este util ca, atunci cand peste multimea varfurilor este data o relatie de ordine, compo-
nentele listelor de adiacenta sa respecte aceasta ordine.

[
1

[ [ ]
[T > [ ]

a) b)

Figura 3.17: Graf reprezentat prin liste de adiacenta inlantuite

T
e

2 3 31

O

a) b)

Figura 3.18: Digraf reprezentat prin liste de adiacenta inlantuite
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3.6.6.2 Implementarea operatiilor

DigrafVid. Similar celei de la implementarea cu matrice de adiacenta.
EsteDigrafVid. Similar celei de la implementarea cu matrice de adiacenta.

InsereazaVarf. Se incrementeaza D.n si se initializeaza D.a[n] cu lista vida:

D.n +— D.n+1
D.a[n-1] « listaVida()

InsereazdArc. Adaugarea arcului (i, j) consta in inserarea unui nou nod in lista D.a[i] in care se mem-
oreaza valoarea j:

insereaza(D.a[il, 0, j)

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(1).

StergeVarf. Stergerea varfului ¢ constd in eliminarea listei D.a[i] din tabloul D.a si parcurgerea tuturor
listelor pentru a elimina nodurile care memoreaza ¢ si pentru a redenumi varfurile j >4 cu j — 1.

procedure stergeVarf (D, i)
begin
while (D.a[i].prim # NULL) do
p < D.al[i].prim
D.a[i] .prim « p->succ
delete(p)
D.a[i] .ultim « NULL
for j+ 0 to D.n-1 do
elimina(D.alj], i)
D.n« D.n-1
for j < i to D.n-1 do
D.a[j] « D.ali+1]
end

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(m), unde m este numaérul de arce din digraf
(m < n?).

StergeArc. Stergerea arcului (4,j) consta in eliminarea nodului care memoreazd valoarea j din lista
D.alil.

procedure stergeArc(D, i, j)
begin

elimina(D.ali], j)
end

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(n).

ListaDeAdiacentalnterioara. Determinarea listei de adiacenta interioara pentru varful ¢ constd in se-
lectarea acelor vifuri j cu proprietatea ca i apare in lista D.a[j]. Presupunem ci lista de adiacenta
interioara este reprezentata de o coada C:

procedure listaAdInt(D, i, C)
begin
C «+ coadaVida()
for j+ 0 to D.n-1 do
p < D.alj].prim
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while (p # NULL) do
if (p->elt = i)
then insereaza(C, j)
p < NULL
p < p—>succ
end

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(m), unde m este numarul de arce din digraf
(m < n?).

ListaDeAdiacentdExterioard. Lista de adiacenta exterioara a varfului i este D.a[i].

ListaVarfurilorAccesibile. Notam cu ¢ varful din (di)graful D pentru care se doreste sa se calculeze lista
varfurilor accesibile. Algoritmul pe care-1 propunem va impune un proces de vizitare succesiva a vecinilor
imediati lui ig, apoi a vecinilor imediati ai acestora gi asa mai departe. In timpul procesului de vizitare
vor fi gestionate doua multimi:

e S — multimea varfurilor accesibile din i vizitate pana in acel moment,

e SB — o submultime de varfuri din S pentru care este posibil sa existe varfuri adiacente accesibile
din ip nevizitate inca.

Vom utiliza, de asemenea, un tablou de pointyeri (p[i] | 0 < ¢ < n) cu care {inem evidenta primului
varf nevizitat inca din fiecare listd de adiacentd. Mai precis, dacd p[i] # NULL gi i € S atunci i € SB.
Algoritmul consta in executia repetata a urmatorului proces:

— se alege un varfi € SB,

— dacé primul element neprocesat incd din lista D.a[i] nu este in .S atunci se adaugd atét la S cét si
la SB,

— dacd lista D.a[i] a fost parcursd complet, atunci elimind ¢ din SB.
Descrierea schematica a algoritmului de explorare a unui digraf este:

procedure explorareDigraf (D, i,, viziteaza(), S)
begin
for < 0 to D.n-1 do
plil « D.a[i].prim
S «— {io}
viziteaza(ig)
while (SB # () do
‘ i« citeste(SB) ‘
if (p[i] = NULL)

then [SB « SB\ {i}

else j < plil->elt
pli]l « pl[i]l->succ
if j¢8
then viziteaza(j)
s — su{j}

|sB — sBU {5}

end

Teorema 3.1. Procedura ExplorareGraf determind varfurile accesibile din ig #n timpul O(max(n,mg)),
unde myg este numdarul muchiilor accesibile din io, $i utilizand spatiul O(max(n,m)).

Demonstratie. Corectitudinea rezulta din faptul ca urmaétoarea proprietate este invarianta:
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S contine o submultime de noduri accesibile din iy vizitate deja, SB C S si multimea varfurilor
accesibile din i¢ nevizitate inca este inclusa in multimea varfurilor accesibile din SB.

Complexitatea timp O(max(n, mg)) rezulta in ipoteza ca operatiile asupra multimilor S si S B se realizeaza
in timpul O(1). Se observa imediat cad partea de initializare necesitda O(n) timp iar bucla-while se repeta

de O(my) ori. Complexitatea spatiu rezulta imediat din declaratii.

Functie de structura de date utilizata pentru gestionarea multimii SB, obtinem diferite strategii de
explorare a digrafurilor.

Explorarea DFS (Depth First Search). Se obtine din ExplorareGraf prin reprezentarea multimii
SB printr-o stivda. Presupunem ca multimea S este reprezentatad prin vectorul sau caracteristic:

Sl = 1 ,dacaie S
0 ,altfel.

Inlocuim operatiile scrise in dreptunghiuri din procedura ExplorareGraf cu operatiile corespunzatoare
stivei gi obtinem procedura DFS care descrie strategia DFS:

procedure DFS(D, iy, viziteaza(), S)
begin
for i «+— 0 to D.n-1 do
plil « D.a[i].prim
S[il] <« o
SB « stivaVida()
push(SB, i)
viziteaza(ig)
while (not esteStivaVida(SB)) do
i «— top(SB)
if (p[i] = NULL)
then pop(SB)
else j «— plil->elt
pli]l « pl[i]l->succ
if S[j1 =0
then viziteaza(j)
S[3] — 1
push(SB, j)
end

Notam faptul ca implementarea respecta cerinta ca operatiile peste multimile S gi SB sa se execute In
timpul O(1).

Exemplu: Consideram digraful din fig. 3.20. Presupunem iy = 0. Calculul procedurii DFS este
descris in tabelul din fig. 3.19. Descrierea pe scurt a acestui calcul este: se viziteaza véarful 0, apoi primul
din lista varfului 0 — adica 1, dupa care primul din lista lui 1 — adica 2. Pentru ca 2 nu are varfuri
adiacente spre exterior, se intoarce la 1 gi viziteaza al doilea din lista varfului 1 — adica 4. Analog ca la
2, pentru ca 4 nu are varfuri adiacente spre exterior se intoarce la 1 si pentru ca lista lui 1 este epuizata
se Intoarce la lista lui 0. Al doilea din lista lui 0 este 2, dar acesta a fost deja vizitat si deci nu mai este
luat in considerare. Urmatorul din lista lui 0 este varful 3 care nu a mai fost vizitat, dupa care se ia in
considerare primul din lista lui 3 — adica 1, dar acesta a mai fost vizitat. La fel si urmatorul din lista lui
3 — 4. Asadar lista ordonata data de explorarea DFS a varfurilor accesibile din 0 este: (0,1,2,4,3).

Metodei 1i putem asocia un arbore, numit arbore partial DFS, in modul urmator: Notam cu T
multimea arcelor (i,j) cu proprietatea ci j este vizitat prima datd parcurgand acest arc. Pentru a
obtine T este suficient sa inlocuim in procedura DFS apelul Viziteaza(j) cu o instructiune de forma
“adaugd (i,7) la T”. Arborele partial DFS este S(D,i0) = (Vo,T), unde Vj este multimea varfurilor ac-
cesibile din ig. Definitia este valabila si pentru cazul cand argumentul procedurii DFS este reprezentarea
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Figura 3.19: Un calcul al procedurii DFS

unui graf, doar cu precizarea ca se considera muchii in loc de arce. In fig. 3.20a este reprezentat arborele
partial DFS pentru digraful din fig. 3.20b si varful 0. Arborele partial DFS este util in multe aplicatii ce
necesita parcurgeri de grafuri.

Explorarea BFS (Breadth First Search). Se obtine din ExplorareGraf prin reprezentarea multimii
S B printr-o coada.

Exercitiul 3.6.1. Sa se inlocuiasca operatiile scrise in dreptunghiuri din procedura ExplorareGraf cu
operatiile corespunzatoare cozii. Noua procedura se va numi BFS.

Exemplu: Consideram digraful din exemplul precedent. Presupunem de asemenea iy = 1. Calculul
procedurii BF'S este descris in tabelul din fig. 3.21. Descrierea sumara a acestui calcul este: se viziteaza
varful 0, apoi toate varfurile din lista lui 0, apoi toate cele nevizitate din lista lui 1, apoi cele nevizitate
din lista lui 2 si aga mai departe. Lista ordonatd datd de parcurgerea BFS este (0,1,2,3,4).

Ca si In cazul parcurgerii DFS, metodei i se poate ataga un arbore, numit arbore partial BFS. In fig.
3.20c este reprezentat arborele partial BFS din exemplul de mai sus.

Sugeram cititorului sa testeze cele doua strategii pe mai multe exemple pentru a vedea clar care este
diferenta dintre ordinile de parcurgere a varfurilor.

Exercitiul 3.6.2. Am vazut ca, in cazul reprezentarii digrafurilor prin matrice de adiacents, liste de
adiacenta exterioara sunt incluse in liniile matricei. Sa se rescrie subprogramele DFS si BFS pentru cazul
cand digraful este reprezentat prin matricea de adiacenta.

3.6.7 Implementarea cu liste de adiacenta statice

Listele de adiacenta ale digrafului D = (V, A) sunt reprezentate prin doua tablouriD.al[il, i =0,...,D.n,
siD.s[jl,j=0,...,D.m, care satisfac proprietatile:

e D.a[i] este adresa j in tabloul D.s a primului element cu proprietatea (i, s[j]) € A;

e varfurile destinatare ale arcelor care pleaca din 7 sunt memorate in componente consecutive din D.s;

e D.a[0] =0 si D.a[n] = D.m.
Exemplu: In fig. 3.22 este dat un exemplu de digraf reprezentat prin liste de acest fel. Din varful 0
pleaca trei arce cu destinatiile 1,2 si 3 - ce sunt memorate in primele trei componente ale tabloului D.s.
Din varful 1 pleacd doud arce cu destinatiile 2 gi 3 - ce sunt memorate in D.s[3] si D.s[4]. Din varful 2 nu

pleacd nici un arc si de aceea D.a[2] = D.a[3]. Din varful 3 pleacd un singur arc ce este memorat in D.s[5].
Elementul D.a[4] are rolul de a marca locul unde se termind lista de adiacentd exterioara a varfului 3.
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Figura 3.20: Explorarea unui digraf

Exercitiul 3.6.3. Sa se descrie implementarile operatiilor tipului Digraf pentru cazul cand digrafurile
sunt reprezentate prin liste de adiacenta statice.

3.6.8 Exercitii

Exercitiul 3.6.4. Dacd G este un graf atunci gradul p(¢) al unui varf i este egal cu numarul de varfuri
adiacente cu i. Daci D este un digraf, atunci gradul extern (p™(i)) al unui varf 4 este egal cu numérul
de varfuri adiacente cu ¢ spre exterior, iar gradul intern (p~(¢)) este numarul de varfuri adiacente cu i
spre interior.

Sa se scrie o procedura detGrad(D, tip, din,dout) care determina gradele varfurilor digrafului D
(cazul cand tip = true) sau ale grafului reprezentat de D (cazul cand tip = false).

Exercitiul 3.6.5. O alegere de drumuri care unesc toate perechile de varfuri conectabile 4, intr-un
digraf poate fi memoratd intr-o matrice p cu semnificatia: p[i, j] este primul varf intermediar intalnit
dupa ¢ pe drumul de la i la j.

1. Sa se modifice subprogramul detInchReflTranz astfel incat sa determine si o alegere de drumuri
care unesc varfurile conectabile.

2. Sa se scrie un subprogram care, avand date matricea drumurilor si doua varfuri 4, j, determina un
drumul de la 7 la j.

Exercitiul 3.6.6. Un digraf D poate fi reprezentat si prin listele de adiacentd interioard, unde D.a[i]
este lista varfurilor sursa ale arcelor care sosesc in . Sa se scrie procedurile care implementeaza operatiile
tipului Digraf pentru cazul cand digrafurile sunt reprezentate prin listele de adiacenta interioara.

Exercitiul 3.6.7. Si se scrie o procedurd Conex(D : TDigrafListAd) : Boolean care decide daca graful
reprezentat de D este conex sau nu.
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Figura 3.21: Un calcul al procedurii BFS
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Figura 3.22: Digraf reprezentat prin liste de adiacenta tablouri

Exercitiul 3.6.8. Sa se scrie o procedura Arbore(D : TDigrafListAd): Boolean care decide daca graful
reprezentat de D este arbore sau nu.

Indicatie. Se poate utiliza faptul ca un graf cu n varfuri este arbore daca gi numai daca este conex gi are
n — 1 muchii [Cro92].

Exercitiul 3.6.9. Sa se proiecteze o structura de date pentru reprezentarea componentelor conexe ale
unui graf si sa se scrie o procedura care, avand la intrare reprezentarea unui graf, construieste compo-
nentele conexe ale acestuia.

Exercitiul 3.6.10. Fie D = (V, A) un digraf cu n varfuri. Un varf ¢ se numeste groapd (“sink”) daca
pentru orice alt varf j # i existd un arc (j,7) € A gi nu existd arc de forma (7, 7). Sa se scrie o functie
Groapa(D, g) care decide daca digraful reprezentat de D are o groapa sau nu; daca da, atunci variabila
g va memora o asemenea groapd. Algoritmul descris de program va avea complexitatea O(n). Pot fi mai
multe gropi?

Exercitiul 3.6.11. Se considera un arbore G (graf conex fara circuite) cu muchiile colorate cu culori
dintr-un alfabet A. Sa se scrie un program care, pentru un sir a € A* dat, determina daci existd un
drum in G etichetat cu a.

Exercitiul 3.6.12. Multimea grafurilor serie-paralel (G, s,t), unde G este un multigraf (graf cu muchii
multiple) iar s gi ¢ sunt varfuri in G numite sursd respectiv destinatie, este definitd recursiv astfel:

e Orice muchie G = {u, v} definegte doua grafuri serie-paralel: (G, u,v) si (G,v,u).
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Figura 3.23: Grafuri serie-paralel

e Daca (G1,s1,t1) si (Ga, s2,t2) sunt doua grafuri serie-paralel atunci:

— compunerea serie G1Ga = (G, s1,12), obtinuta prin reuniunea disjuncta a grafurilor Gy si Go
in care varfurile so si ¢t sunt identificate, este graf serie-paralel;

— compunerea paraleld G1||Ga = (G,s1 = s2,t1 = t2), obtinutd prin reuniunea disjunctd a
grafurilor G si G2 in care sursele s1 si so si respectiv destinatiile 1 si to sunt identificate, este
graf serie-paralel.

Definitia este sugerata grafic in fig. 3.23.
Sa se scrie un program care decide daca un graf dat este serie-paralel.

Exercitiul 3.6.13. Si se scrie un program care, pentru un graf G = (V, E) si ip € V date, enumara
toate drumurile maximale care pleaca din ig.

Exercitiul 3.6.14. Se considera problema din exercitiul 3.6.13. Presupunem ca muchiile grafului G sunt
etichetate cu numere intregi. Sa se modifice programul de la 3.6.13 astfel incat drumurile sa fie enumerate
in ordine lexicografica.

3.7 “Heap”-uri

3.7.1 Tipul de date abstract “coada cu prioritati”
3.7.1.1 Obiectele de tip data

O coada cu prioritati este o structura de date in care elementele sunt numite atoms iar fiecare atom
contine un cadmp-cheie care ia valori dintr-o multime total ordonata. Valoarea acestui camp-cheie se
numeste prioritate. Operatiile de citerie/eliminare se refra intotdeauna la atomul cu prioritatea cea mai
mare. Interpretarea notiunii de prioritate poate diferi de la caz la caz. Exista situatii cand atomii cei
mai prioritari sunt cei cu cheile valorilor mai mici si exista situatii cand atomii cei mai prioritari sunt cei
cu cheile valorilor mai mari. Noi consideram aici ultimul caz.

3.7.1.2 Operatii

CoadaVida.
Intrare:  — nimic;
legire: — coada cu prioritati vida.
Elimina.
Intrare:  — o coada cu prioritati Q;
legire: — @ din care s-a eliminat atomul cu cheia cea mai mare.
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Figura 3.24: Arbore binar complet

Insereaza.
Intrare:  — o coada cu prioritati @ si un atom a;
legire: — @ la care s-a adaugat a.
Citeste.
Intrare:  — o coada cu prioritati Q;
legire: — atomul cu cheia cea mai mare din coada Q.

3.7.2 Implementarea cu max-"heap”-uri
3.7.2.1 Descrierea max-"heap”-urilor

Definitia 3.1. Un max-"heap” este un arbore binar complet cu proprietatile:
1. nformatiile din noduri sunt valori dintr-o multime total ordonatd numite chei;

2. pentru orice nod intern v, cheia memoratd in v este mai mare decdt sau egald cu cheia oricaruia
dintre fii.

In continuare ardtdm cum max-" heap” sunt reprezentate prin tablouri 1-dimensionale.
Definitia 3.2. Pentru un n € N*, arborele binar complet atasat lui n este definit prin

H,=({0,...,n—1}, F)

undeEz{([igl},i)|i=1,...7n—1},

Exemplu: Pentru n =5 arborele Hj este reprezentat in fig. 3.24a.

Lema 3.1. Au loc urmatoarele proprietati ale arborelui H,,:

1. Varful i are succesorii 2i + 1 gi 2i + 2.

2. Varful i are ca varf-tata pe [Z 5 1}, daca i > 2.
3. Arborele are [logy n] + 1 nivele.
4. Pe nivelul k se gdsesc varfurile 28 —1,2F ... min{2kt! — 2 n —1}.1

Definitia 3.3. Fie a = (ag,...,an—1). Prin H,(a) notam arborele oblinut din H, prin etichetarea
varfurilor i cu elementele a; in mod corespunzator.

L Aici nivelurile sunt numerotate incepand cu 0; radicina este pe nivelul 0.
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Figura 3.25: Exemplu de max-"heap”

Exemplu: Daca a = (10,17,5,23,7) atunci arborele Hs(a) este reprezentat in fig. 3.24b.

Definitia 3.4. a) Tabloul (a[i] |i=0,...,n — 1) are proprietatea MAX-HEAP daca (Vk)(1 <k <n=
a [%_—1} > alk]). Notam aceastd proprietate prin MAX-HEAP(a).

b) Tabloul a are proprictatea MAX-HEAP incepand cu pozitia € daca (Vk)(¢ < k—_Tl <k<n=
a [%_—1} > alk]). Notam aceastd proprietate prin MAX-HEAP(a, {).

Vom da cateva proprietiti ale predicatelor MAX-HEAP(a) si MAX-HEAP(a, ¢).

Lema 3.2. 1. Tabloul (a[i] |i=0,...,n — 1) are proprietatea MAX-HEAP (adicd MAX-HEAP(a) =
true) dacd si numai dacd pentru orice varf ali] din Hy(a), ali] este mai mare decdt sau egal cu orice
succesor a[j] al sau in Hy(a).

2. Pentru orice tablou (a[i] |1 =0,...,n — 1) are loc MAX-HEAP(a, {%} ).

3. Daca MAX-HEAP(a, ), atunci pentru orice j > £ are loc MAX-HEAP(a, j).
4. Dacda MAX-HEAP (a) atunci a[0] este elementul mazim din tablou.
5. Daca MAX-HEAP(a) atunci H,(a) este un max-"heap”.

In fig. 3.25 este aratat un exemplu de max-"heap” si tabloul cu reprezentarea sa.

3.7.2.2 Implementarea operatiilor

CoadaVid3. Este reprezentata de tabloul vid.

Elimind. Atomul cu cea mai mare cheie se afli in radicina max-"heap”-ului (prima pozitie in tablou).
Stergerea acestuia lasd un loc liber in radacina in care copiem atomul de pe ultima pozitie din tablou.

Dimensiunea max-"heap”-ului este decrementata cu 1. Refacerea proprietatii MAX-HEAP se realizeaza
prin parcurgerea unui drum de la radacina spre frontiera conform urmatorului algoritm:

1. Se considera varful curent j. Initial avem j = 0.

2. Determina varful cu valoarea maxima dintre fiii lui j. Fie acesta k.

3. Dacé a[j] < alk] atunci interschimba a[j] cu alk].

4. Daca 2 * j < n atunci repeta pasgii 2-4 cu varful curent j «— k.
Descrierea completa a algoritmului de eliminare este:

procedure elimina(a, n)
begin

a[0] «— aln-1]

n < n-1

je o

esteHeap « false

66



@.9

a) b) c)

Figura 3.26: Eliminarea din max-"heap”-ul din fig. 3.25

while ((2*j+1 < n-1) and not esteHeap)
k « 2%j+1
if ((k < n-1) and (alk] < alk+1])) then k + k+1
if (aljl < alkl)
then swap(aljl, alkl)
else esteHeap < true
je k
end

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(log, n). In fig. 3.26 este ardtat modul in care
este eliminat atomul cu cheia cea mai mare din max-"heap”-ul din fig. 3.25.

Insereaza. Daca max-"heap”-ul are n elemente, atunci se meoreaza noul atom pe pozitia n + 1 gi se
incrementeaza dimensiunea max-"heap”’-ului. Apoi se reface proprietatea MAX-HEAP parcurgand un
drum de la nodul ce memoreaza noul atom spre radacina, conform urmatorului algoritm:

1. Se considera varful curent j. Initial avem j =n — 1.
2. Fie k pozitia nodului tatd. Dacd a[j] > a[k] atunci interschimba a[j] cu a[k].
3. Daca j > 1 atunci repeta pasii 2-3 cu varful curent j «— k.

Descrierea completa a algoritmului de inserare este:

procedure insereaza(a, n, o_cheie)
begin
n < n+l
a[n-1] < o_cheie
j—n
esteHeap «+ false
while ((j > 0) and not esteHeap)
k «— [j/2]
if(aljl > alkl)
then swap(aljl, alkl)
else esteHeap + true
je k
end

Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(log, n). In fig. 3.27 este ariitatdi inserarea
unui atom cu cheia egala cu 20 in max-"heap”-ul din fig. 3.25.

Citeste. Intoarce primul element din tablou. Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil este O(1).
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Figura 3.27: Inserarea cheii 20 In max-"heap”-ul din fig. 3.25
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Figura 3.28: Structuri “union-find”

3.8 “Union-find”

Grafurile pot reprezenta colectii de multimi disjuncte intr-un mod foarte natural: varfurile corespund
obiectelor iar o muchie are semnificatia ca extremitatile sale sunt in aceeasi multime. Aceasta reprezentare
permite rezolvarea eficienta a multor probleme legate de multimi. De exemplu, a raspunde la intrebarea
“La ce multime apartine obiectul 2” (operatia “find”) presupune de fapt a preciza la ce componenta conexa
apartine varful z. Exista si un inconvenient al reprezentarii: aceeagi multime poate fi reprezentatd prin
mai multe grafuri conexe. De aceea, de exemplu, informatiile oferite de parcurgerile sistematice are o
utilitate mai redusa.

Un caz aparte se obtine cand se da un aspect dinamic problemei: la diferite momente, doua multimi
se pot reuni intr-una singurd (operatia “union”). Formularea unei cereri de acest tip este de forma:
“reuneste multimea la care apartine ¢ cu multimea la care apartine j”. Aceasta operatie se poate realiza
foarte simplu prin adaugarea unei muchii care sa uneasca un varf din componenta conexa corespunzatoare
primei multimi cu un varf din componenta corespunzatoare celei de-a doua multimi. Ramane de stabilit
care varfuri candideaza la momentul respectiv pentru unire printr-o muchie. Aceastd alegere va trebui
sa permita construirea de algoritmi eficienti pentru ambele operatii: “union” si “find”. Avand in vedere
ca topologia componentelor conexe nu este importanta, vom alege structura de tip arbore cu radacina
pentru reprezentarea unei multimi. Colectia de multimi este reprezentatd de o colectie de arbori (o
padure). Pentru reprezentarea unei paduri vom utiliza un tablou parinte cu semnificatia ca parinte|i]
este predecesorul imediat (parintele) varfului . Multimea univers, peste care se considerd colectia de
multimi, este aplicatd prin functia indez intr-un interval de numere intregi [0,n — 1]. Astfel o colectie
C va fi reprezentata de numarul intreg n si tabloul parinte. Daca i este radacina unui arbore, atunci
parinte[i] = —1. Un exemplu de colectie reprezentati astfel este ardtat in fig. 3.28a.

Numele unei multimi este dat de radacina arborelui ce o reprezinta. Crearea unei multimi cu un
singur element este banala:
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procedure singleton(C, i)
begin

C.parinte[i] « -1
end

Determinarea multimii la care apartine ¢ este echivalenta cu determinarea radacinii:

function find(C, i)
begin
temp «+ 1
while (C.parinte[temp] > 0) do
temp < C.parinte[temp]
return temp
end

Reuniunea a doud multimi inseamna ducerea unui arc de la radacina unui arbore la radacina celuilalt:

procedure union(C, i, j)
begin

rl « find(i)

r2 « find(j)

if (r1 # r2) then C.parinte[r2] « ri
end

Executand operatia union(C,7,8) pentru colectia din fig. 3.28a obtinem structura din fig. 3.28b.

Prin executia repetata a operatiei “union” se pot obtine arbori dezechilibrati, in care determinarea
radacinii pentru anumite varfuri sa dureze mult. Structura ar putea fi Imbunatatita daca s-ar putea
mentine o forma cat mai aplatizatd a rborilor, adicd s& nu existe noduri aflate la distante mari de
radacind. Aceasta se poate realiza prin memorarea in raddcini a numarului de varfuri din arbore (greu-
tatea arborelui). Aceasta va fi memoratd cu semnul minus pentru a distinge radécinile de celelalte noduri.
In fig. 3.29 este reprezentata o asemenea structura. In plus, procedura union va realiza mai intai o “apla-
tizare” a arborilor gi apoi duce un arc de la radacina arborelui cu greutatea mai mare la radacina celui
cu greutatea mai mica.

union(C, i, j)
begin
rl « find(i)
r2 « find(j)
while (C.parinte[i] > 0) do
temp «+ 1
i « C.parinte[i]
C.parinte[temp] «— rl
while (C.parinte[j] > 0) do
temp < j
j « C.parinte[j]
C.parinte[temp] < r2
if (C.parinte[r1l] > C.parinte[r2]) then
C.parinte[r2] « C.parinte[r1]+C.parinte[r2]
C.parinte[rl] « r2
else if (C.parinte[rl] < C.parinte[r2]) then
C.parinte[r1l] « C.parinte[r1]+C.parinte[r2]
C.parinte[r2] « ri
end

O solutie alternativa la cea de mai sus este sa memoram inaltimea arborelui in loc de greutate.
Operatia union va ancora arborele cu inaltime mai mica de cel cu inaltimea mai mare.
Tipul de date definit mai sus este cunoscut in literatura sub numele de structura “union-find”.
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Figura 3.29: Structura “union-find” ponderata

Teorema 3.2. O secventd de m operalii singleton, union ¢i find din care n sunt operatii singleton
poate fi realizatd in timpul O(m -log™ n) in cazul cel mai nefavorabil, unde log* n este cel mai mic numdr
natural k cu proprietatea log( )n <1 si log( ) desemneazd functia log compusd cu ea insasi de k ori:
log(o) n=n, log(i“) n = log log I .

Demonstratia acestei teoreme poate fi gasita in [CLR93].
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Capitolul 4

Sortare interna

Alaturi de cautare, sortarea este una dintre problemele cele mai importante atat din punct de vedere
practic cat si teoretic. Ca si cautarea, sortarea poate fi formulata in diferite moduri. Cea mai generala
formulare si mai des utilizata este urmatoarea:

Fie data o secventd (vo, ..., v,—1) cu componentele v; dintr-o multime total ordonata. Prob-
lema sortarii consta in determinarea unei permutari 7 astfel incat v (o) < vr1) < -+ < Vr(n_1)
si in rearanjarea elementelor din secventa in ordinea data de permutare.

O alta formulare, echivalentd cu cea de mai sus, este urmatoarea:

Fie datd o secventa de inregistrari (Ryp,..., R,—1), unde fiecare inregistrare R; are o valoare
cheie K;. Peste multimea cheilor K; este definita o relatie de ordine totala. Problema sortarii
consta in determinarea unei permutari 7 astfel incat Ky < Krq) < -+ < Ky—1) §i In
rearanjarea inregistrarilor in ordinea (R,T(O), ooy Rrme1y)-

Pentru ambele formulari presupunem ca secventa data este reprezentata printr-o lista liniard. Daca
aceasta lista este memorata in memoria interna a calculatorului atunci avem sortare internd si daca se
gaseste Intr-un figier memorat pe un periferic atunci avem sortare externd. In acest capitol ne ocupam
numai de sortarea interna.

Vom simplifica formularea problemei presupunand ca secventa data este un tablou unidimensional.
Acum problema sortarii se reformuleaza astfel:

Intrare: n gi tabloul (ali] |¢=0,...,n—1) cuali] =v;, 1 =0,...,n— 1.

Iegire: tabloul a cu proprietatile: ali] = w; pentrui = 0,...,n — 1, wg < -+ < wp_1 si
(wo, ..., wp—1) este o permutare a secventei (v, ...,v,); convenim si notam aceastd propri-
etate prin (wp,...,w,—1) = Perm(vg, ..., vn—1).

Exista foarte multi algoritmi care rezolva problema sortarii interne. Nu este in intentia noastra a-i
trece in revista pe toti. Vom prezenta numai cateva metode pe care le consideram cele mai semnificative.
Doua dintre acestea, anume sortarea prin interclasare i sortarea rapida, vor fi prezentate in capitolul
dedicat metodei divide-et-impera.

4.1 Sortare bazata pe comparatii

In aceasta sectiune am grupat metodele de sortare bazate pe urmatoarea tehnica: determinarea permutarii
se face comparand la fiecare moment doud elemente afi] si a[j] ale tabloului supus sortarii. Scopul
compararii poate fi diferit: pentru a rearanja valorile celor doud componente in ordinea fireasca (sortare
prin interschimbare), sau pentru a insera una dintre cele doud valori intr-o subsecventd ordonatd deja
(sortare prin insertie), sau pentru a selecta o valoare ce va fi pusd pe pozitia sa finald (sortare prin
selectie). Decizia c& o anumita metoda apartine la una dintre subclasele de mai sus are un anumit grad
de subiectivitate. De exemplu selectia naiva ar putea fi foarte bine considerata ca fiind o metoda bazata
pe interschimbare.
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4.1.1 Sortarea prin interschimbare

Vom prezenta aici strategia cunoscuta sub numele de sortare prin metoda bulelor (bubble sort).
Not&m cu SORT (a) predicatul care ia valoarea true daca si numai daci tabloul a este sortat. Metoda
bubble sort se bazeazd pe urmatoarea definitie a predicatului SORT (a):

SORT(a) <= (¥i)(0<i<n—1)= afi] <ali+1]

O pereche (i, 7) cu i < j formeazd o inversiune (inversare) daca afi] > a[j]. Astfel, pe baza definitiei de
mai sus vom spune ca tabloul a este sortat daca si numai daca nu exista nici o inversiune de elemente
vecine. Metoda “bubble sort” propune parcurgerea iterativa a tabloului a si, la fiecare parcurgere, ori de
cate ori se Intalnegte o inversiune (7,7 + 1) se procedeaza la interschimbarea a[i] <> a[i + 1]. La prima
parcurgere, elementul cel mai mare din secventd formeaza inversiuni cu toate elementele aflate dupa el
gi, In urma interschimbarilor realizate, acesta va fi deplasat pe ultimul loc care este gi locul sau final.
La iteratia urmatoare, la fel se va intdmpla cu cel de-al doilea element cel mai mare. In general, daca
subsecventa a[r+1..n— 1] nu are nici o inversiune la iteratia curenta, atunci ea nu va avea inversiuni la nici
una din iteratiile urmatoare. Aceasta permite ca la iteratia urmatoare sa fie verificatd numai subsecventa
a[0..r]. Terminarea algoritmului este datd de faptul c& la fiecare iteratie numarul de interschimbari este
micgorat cu cel putin 1.
Descrierea Pascal a algoritmului este urmatoareas:

procedure bubbleSort(a, n)
begin
ultim < n-1
while (ultim > 0) do
nl « ultim - 1
ultim « O
for i < 0 to nl do
if (ali]l > ali+1])
then swap(ali], ali+1])
ultim « i
end

Evaluarea algoritmului Cazul cel mai favorabil este intalnit atunci cand secventa de intrare este deja
sortatd, caz in care algoritmul bubbleSort executd O(n) operatii. Cazul cel mai nefavorabil este obtinut
cand secventa de intrare este ordonatd descrescitor si, in acest caz, procedura executi O(n?) operatii.

4.1.2 Sortare prin insertie

Una din familiile importante de tehnici de sortare se bazeaza pe metoda ”jucitorului de bridge” (atunci
cand 1gi aranjeazad cartile), prin care fiecare element este inserat in locul corespunzitor in raport cu
elementele sortate anterior.

4.1.2.1 Sortare prin insertie directa

Principiul de baza al algoritmului de sortare prin insertie este urmétorul: Se presupune ca subsecventa
(al0],...,a[j — 1]) este sortatd. Se cautd in aceastd subsecventd locul i al elementului a[j] si se insereazi
a[j] pe pozitia i. Pozitia i este determinata astfel:

e i =0 daci a[j] < a[0];
e 0 < i< jsisatisface afi — 1] < a[j] < alil;
e i =j dacd alj] > a[j — 1].

Determinarea lui ¢ se poate face prin cautare secventiala sau prin cautare binard. Consideram cazul
cand pozitia i este determinata prin cautare secventiald (de la dreapta la stdnga) simultan cu deplasarea
elementelor mai mari decit a[j] cu o pozitie la dreapta. Aceasta deplasare se realizeaza prin interschimbari
astfel incat valoarea a[j] realizeazi cite o deplasare la stinga pana ajunge la locul ei final.

72



procedure insertSort(a, n)
begin
for j < 1 to n-1 do
i+ j-1
temp < alj]
while ((i > 0) and (temp < al[il)) do
ali+1] « al[i]
i« i-1
if (i # j-1) then a[i+1] « temp
end

Evaluarea C#autarea pozitiei ¢ in subsecventa a[0..j — 1] necesitd O(j — 1) timp. Rezulta c& timpul
total in cazul cel mai nefavorabil este O(1 + --- +n — 1) = O(n?). Pentru cazul cel mai favorabil, cAnd
valoarea tabloului la intrare este deja in ordine crescatoare, complexitatea timp este O(n).

Exercitiul 4.1.1. Complexitatea algoritmului de sortare prin insertie poate fi imbunitatita considerand
secventa de sortat reprezentata printr-o listd simplu Inlantuita. Sa se rescrie algoritmul InsertSort
corespunzator acestei reprezentari. Sa se precizeze complexitatea timp a noului algoritm.

4.1.2.2 Metoda lui Shell

In algoritmul precedent elementele se deplaseaza numai cu cate o pozitie o data si prin urmare timpul
mediu va fi proportional cu n?, deoarece fiecare element calitoreste in medie n/3 pozitii in timpul pro-
cesului de sortare. Din acest motiv s-au cautat metode care sa imbunatateasca insertia directa, prin
mecanisme cu ajutorul carora elementele fac salturi mai lungi in loc de pasi mici. O asemenea metoda
a fost propusa in anul 1959 de Donald L. Shell, metoda pe care o vom mai numi sortare cu micsorarea
incrementului. Urmatorul exemplu ilustreaza ideea generala care sta la baza metodei.

Exemplu: Presupunem n = 16. Sunt executati urmatorii pasi:

1. Prima trecere. Se impart cele 16 elemente in 8 grupe de cite doud inregistrari (valoarea incremen-
tului ho = 8): (a[0],a[8]), (a[1],a[9]),..., (a[7],a[15]). Fiecare grupa este sortatd separat, astfel ci
elementele mari se deplaseaza spre dreapta.

2. A doua trecere. Se impart elementele in grupe de céte 4 (valoarea incrementului h; = 4) care se
sorteaza separat:
(alo0], a[4], a[8],a[12]), ..., (a[3], a[7], a[11], a[15])

3. A treia trecere. Se grupeaza elementele in doud grupe de cite 8 elemente (valoarea incrementului
he =2): (al0],al2],...,a[14]), (a[1],a[3],...,a[15]) si se sorteazd separat.

4. A patra trecere. Acest pas termind sortarea prin considerarea unei singure grupe care contine toate
elementele. In final cele 16 elemente sunt sortate.

Fiecare din procesele intermediare de sortare implica, fie o sublistd nesortata de dimensiune relativ
scurta, fie una aproape sortata, astfel ca, insertia directa poate fi utilizata cu succes pentru fiecare operatie
de sortare. Prin aceste insertii intermediare, elementele tind s& convearga rapid spre destinatia lor finala.
Secventa de incremente 8, 4, 2, 1 nu este obligatorie; poate fi utilizata orice secventa h; > h;—1 > -+ > hy,
cu conditia ca ultimul increment hg sa fie 1.

Presupunem ca numarul de incremente este memorat de variabila nincr gi ca acestea sunt memorate
in tabloul (kvalfh] | 0 < h < nincr — 1). Subprogramul care descrie metoda lui Shell este:

procedure ShellSort(a, n)
begin
for h «+ nincr-1 downto O do
k <« kval[h]
for i «+— k to n-1 do
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temp «— ali]
j+— ik
while ((j > 0) and (temp < aljl)) do
alj + k1 « aljl
je—=31-k
if (j+k # i) then al[j+k] « temp
end

Evaluarea metodei lui Shell Pentru evaluare vom presupune ca elementele din secventa sunt diferite
si dispuse aleator. Vom denumi operatia de sortare corespunzatoare primei treceri hs-sortare, apoi hy_1-
sortare, etc.. O subsecventd pentru care ali] < afi + h], pentru 0 < i < n —1 — h, va fi denumita
h-ordonata. Vom considera pentru inceput cea mai simpla generalizare a insertiei directe gi anume cazul
cand avem numai doua incremente: hy; = 2 si hg = 1. Cazul cel mai favorabil este obtinut cand secventa
de intrare este ordonata crescator gi sunt executate % —14mn—1 comparatii si nici o deplasare. Cazul cel

mai nefavorabil, cand secventa de intrare este ordonatd descresciator, necesita %n(n —-2)+ % comparatii
gl tot atatea deplasari (s-a presupus n numar par). In continuare ne ocupam de comportarea in medie.
In cea de-a doua trecere avem o secventd 2-ordonatd de elemente a[0],a[l],...,a[n — 1]. Este ugor de
vazut c& numarul de permutari (ig,é1,...4,—1) ale mulgimii {0,1,...,n — 1} cu proprietatea iy < g2,
n
pentru 0 < k < n—3, este C,[LQ] deoarece obtinem exact o permutare 2-ordonata pentru fiecare alegere de
[%] elemente care sa fie puse in pozitii impare 1,3, .... Fiecare permutare 2-ordonata este egal posibila
dupa ce o subsecventa aleatoare a fost 2-ordonata. Determinam numarul mediu de inversari intre astfel

de permutari. Fie A,, numérul total de inverséri peste toate permutérile 2-ordonate de {0,1,...,n — 1}.
Relatiile A1 =0, As =1, A3 = 2 sunt evidente. Considerand cele sase cazuri 2-ordonate

0123 0213 0132 1023 1032 2031

vom giisi Ay = 041+ 1+2+3 =8. In urma calculelor, care sunt un pic dificile (a se vedea [Knu76]
pag. 87), se obtine pentru 4,, o forma destul de simpla:

=g

De aceea numarul mediu de inversari intr-o permutare aleatoare 2-ordonata este

5]

/e

3
Dupa aproximarea lui Stirling aceasta converge asimptotic catre —ﬂ-g ~ 0.15n2.
128n2

Teorema 4.1. Numdarul mediu de inversari executate de algoritmul lui Shell pentru secventa de incre-
3
mente (2,1) este O(n2).
Se pune problema dacd in loc de secventa de incremente (2,1) se considera (h,1), atunci pentru ce

valori ale lui /h se obtine un timp cat mai mic pentru cazul cel mai nefavorabil. Are loc urmatorul rezultat
([Knu76], pag. 89).

1
3 5

Teorema 4.2. Daca h ~ (167”) ° atunci algoritmul lwi Shell necesita timpul O(n3) pentru cazul cel mas

nefavorabil.

Pentru cazul general, cand secventa de incremente pentru algoritmul lui Shell este hy_1, ..., hg, se cunosc

urmatoarele rezultate. Primul dintre ele pune in evidenta o alegere nepotrivita pentru incremente.

Teorema 4.3. Dacd secventa de incremente hy_1, ..., ho satisface condifia
hsy1 mod hy =0 pentru 0 < s <t—1

atunci complexitatea timp pentru cazul cel mai nefavorabil este O(n?).
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O justificare intuitiva a teoremei de mai sus este urmatoarea. De exemplu daca hy = 2%, 0 < s < 3 atunci
o 8-sortare urmata de o 4-sortare, urmata de o 2-sortare nu permite nici o interactiune intre elementele

e .. .. . . 3\ . o .
de pe pozitiile pare si impare. De aceea, trecerii finale de 1-sortare ii vor reveni O(n2) inversari. Dar
sa observam ci o 7-sortare urmata de o 5-sortare, urmata de o 3-sortare amesteca astfel lucrurile incat
trecerea finala de 1-sortare nu va gasi mai mult de 2n inversari. Astfel are loc urmatoarea teorema.

3
Teorema 4.4. Complexitatea timp in cazul cel mai nefavorabil a algoritmului ShellSort este O(n2)
cind hy =2°, 0 < s <t—1=[logyn].

4.1.3 Sortarea prin selectie

Strategiile de sortare incluse in aceasta clasa se bazeazd pe urmatoarea schema : la pasul curent se
selecteaza un element din secventa si se plaseaza pe locul sau final. Procedeul continua pana cand toate
elementele sunt plasate pe locurile lor finale. Dupa modul in care se face selectarea elementului curent,
metoda poate i mai mult sau mai putin eficientd. Noi ne vom ocupa doar de doua strategii de sortare
prin selectie.

4.1.3.1 Selectia naiva

Este o metoda mai putin eficienta dar foarte simpla in prezentare. Se bazeaza pe urmatoarea caracterizare
a predicatului SORT (a):

SORT(a) < (Vi)(0 < i< n)= ali] = max{al0],...,ali]}

Ordinea 1n care sunt agezate elementele pe pozitiile lor finale este n—1,n—2,...,0. O formulare ehivalenta

este:
SORT(a) < (Vi)(0 < i < n):ali] = min{ali],...,a[n]}

caz 1n care ordinea de agezare este 0,1,...,n — 1.
Subprogramul naivSort determina de fiecare data locul valorii maxime:

procedure naivSort(a, n)
begin
for i < n-1 downto 1 do
locmax < O
maxtemp < al[0]
for j«— 1 to i do
if (a[j] > maxtemp)
then locmax «+ j
maxtemp < al[j]
allocmax] « alil
ali] « maxtemp
end

Evaluare algoritmului descris de procedura NaivSort este simpla si conduce la o complexitate timp
O(n?) pentru toate cazurile, adici algoritmul NaivSort are complexitatea ©(n?). Este interesant de
comparat BubbleSort cu NaivSort. Cu toate ca sortarea prin metoda bulelor face mai putine comparatii
decat selectia naiva, ea este aproape de doua ori mai lenta decat selectia naiva, datorita faptului ca
realizeaza multe schimbari in timp ce selectia naiva implica o miscare redusa a datelor. In tabelul din
fig. 4.1 sunt redati timpii de executie (in sutimi de secunde) pentru cele doua metode obtinuti in urma
a 10 teste pentru n = 1000.

4.1.3.2 Selectia sistematica

Se bazeaza pe structura de date de tip max-"heap” 3.7.2. Metoda de sortare prin selectie sistematica
consta in parcurgerea a doua etape:

I Construirea pentru secventa curenta a proprietatii MAX-HEAP(a).
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Nr. test | BubbleSort | NaivSort
1 71 33
2 77 27
3 77 28
4 94 38
5 82 27
6 77 28
7 83 32
8 71 33
9 71 39
10 72 33

Figura 4.1: Compararea algoritmilor BubbleSort si NaivSort

IT Selectarea in mod repetat a elementului maximal din secventa curenta si refacerea proprietatii
MAX-HEAP pentru secventa ramasa.

Ftapa I  Consideram ca tabloul a are lungimea n. Initial are loc MAX-HEAP(a, %)

Exemplu: Presupunem ca valoarea tabloului a este a = (10,17, 5,23,7). Se observa imediat ca are loc
MAX-HEAP(a,2):

(2 ®
2 @

Daca are loc MAX-HEAP(a, ¢ + 1) atunci se procedeaza la introducerea lui a[f] in gramada deja
construitd a[¢ + 1..n — 1], astfel incat si obtinem MAX-HEAP(a, ). Procesul se repetd pana cand ¢
devine 0.

Exemplu: (Continuare) Avem ¢ = 1 si introducem pe a[l] = 17 in gridmada a[2..4]:

(2 = (2

1% ® 23 ®
@ @ W @

Se obtine secventa (10,23,5,17,7) care are proprietatea MAX-HEAP incepand cu 2. Consideram
¢ =1 gi introducem a[1] = 10 in gramada a[2..5]. Se obtine valoarea (23,17,5,10,7) pentru tabloul a,

valoare care verifica proprietatea MAX-HEAP.

Algoritmul de introducerea elementului a[f] in gramada a[¢+1..n—1], pentru a obtine MAX-HEAP (a, ¢),
este asemanator celui de inserare intr-un max-"heap”:

procedure intrInGr(a, n, {)
begin

je— o

esteHeap < false
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ﬁylo,wm = (5), 7101723~ 5,7,10,1723

Figura 4.2: Etapa a doua

while ((2*j+1 < n-1) and not esteHeap)

k « j*2+1

if((k < n-1) and (alk] < al[k+1])

then k « k+1

if(aljl < alkl)

then swap(aljl, alkl)

else esteHeap + true

je< k

end

FEtapa II  Deoarece initial avem MAX-HEAP(a) rezulta ca pe primul loc se gaseste elementul maximal
din a[0..n — 1]. Punem acest element la locul siu final prin interschimbarea a[0] < a[n — 1]. Acum
a[0..n — 2] are proprietatea MAX-HEAP incepand cu 1. Refacem MAX-HEAP pentru aceastd secventa
prin introducerea lui a[0] in gramada a[0..n — 2], dupa care il punem pe locul sau final cel de-al doilea
element cel mai mare din secventa de sortat. Procedeul continua pana cand toate elementele ajung pe
locurile lor finale.

Exemplu: Etapa a doua pentru exemplul anterior este aratata in fig. 4.2.
Algoritmul de sortare prin selectie sistematica este descris de subprogramul heapSort:

procedure HeapSort(a,n)
begin

nl «— {n_—Tl}

for ¢ < ni1 downto O do
intrInGr(a, n, /)

r «— n-1

while (r > 1) do
swap(al[0], alr])
intrInGr(a, r, 0)
r«— r-1

end

Evaluarea algoritmului heapSort Considerdam n = 2% — 1. In faza de construire a proprietatii
MAX-HEAP pentru toata secventa de intrare sunt efectuate urmatoarele operatii:
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e se construiesc varfurile de pe nivelele k — 2,k — 3, .. ;

e pentru construirea unui varf de pe nivelul i se viziteaza cel mult cite un varf de pe nivelele i +
1,....k—1;

e la vizitarea unui varf sunt executate 2 comparatii.

Rezulta ca numarul de comparatii executate in prima etapa este cel mult:

k

|
N

2k —i—1)20=(k—1)2+ (k—2)22 -+ 1- 2L =2k _o(k 1)

Il
o

i

In etapa a II-a, daci presupunem ci a[r] se giseste pe nivelul i, introducerea lui a[0] in grimada a[1..r]
necesita cel mult 2¢ comparatii. Deoarece r ia valori de la 1 la n — 1 rezulta ca in aceasta etapa numarul
total de comparatii este cel mult:

k—1
> 202" = (k—2)2" +4
i=0

Numarul total de comparatii este cel mult:

C(n) = 2! _2(k+1)+ (k—2)2k1 +4
= MMk —1)-2(k—1)
= 2k(2F —1)—-2(2F - 1)
= 2nlogyn —2n

De unde rezulta cd numérul de comparatii este C(n) = O(nlogyn).

4.1.4 Exercitii

Exercitiul 4.1.2. Se considers un tablou de structuri (a[i] | 0 < i < n) gi un al doilea tablou (a[i] | 0 <
i < m) care contine o permutare a multimii {0,1,...,n — 1}. S& se scrie un program care rearanjeazi
componentele tabloului a conform cu permutarea data de b.

Exercitiul 4.1.3. Sa se modifice ShellSort astfel incat sa utilizeze intotdeauna secventa de incremente
(ho,-..,hk—1) datd prin recurenta: hg = 1;h;11 = 3h; + 1 gl hx—1 cel mai mare increment de acest fel
mai mic decdt n — 1. Apoi se va incerca gasirea de alte secvente de incremente care si produca algoritmi
de sortare mai eficient;i.

Exercitiul 4.1.4. Sa se scrie o varianta recursiva a algoritmului de inserare intr-un heap intrInGr.
Care dintre cele doua variante este mai eficienta?

Exercitiul 4.1.5. Care este timpul de executie al algoritmului heapSort daca secventa de intrare este
ordonata crescator? Dar daca este ordonata descrescator?

Exercitiul 4.1.6. Sa se proiecteze un algoritm care sa determine cel de-al doilea cel mai mare element
dintr-o listd. Algoritmul va executa n + [logn] — 2 comparatii.

Indicatie. Fie (ag,...,an—1) secventa de intrare. Cel mai mare element din listd se poate face prin n — 1
comparatii. Se va utiliza urmatoarea metoda pentru determinarea maximului:

e se determind by = max(ag, a1),b1 = max(az,as),.. ..
e se determind ¢y = max(bg, b1), c; = max(ba, b3), . . ..
e etc.

Metodei de mai sus i se poate ataga un arbore binar complet de marime n, fiecare varf intern reprezentand
o comparatie iar radacina corespunzand celui mai mare element. Pentru a determina cel de-al doilea cel
mai mare element este suficient sa se considere numai elementele care au fost comparate cu maximul.
Numarul acestora este log,n — 1. Va trebui proiectata o structura de date pentru memorarea acestor
elemente.
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Exercitiul 4.1.7. (Selectie.) S& se generalizeze metoda din exercitiul anterior pentru a determina cel
de-al k-lea cel mai mare element dintr-o listd. Care este complexitatea timp algoritmului? (Se stie ca
existd algoritmi care rezolva aceastd problema in timpul ©(n + min(k,n — k) logn)).

Exercitiul 4.1.8. (Sortare prin metoda turneelor.) Sa se utilizeze algoritmul din exercitiul precedent
pentru sortarea unei liste. Care este complexitatea algoritmului de sortare?

Exercitiul 4.1.9. Sa se proiecteze programarea unui turneu de tenis la care participa 16 jucatori astfel
incat numarul de meciuri si fie minim iar primii doi s& fie corect clasati relativ la relatia de ordine “a
mai bun ca b”, definita astfel:

e daca a invinge pe b atunci a mai bun ca b;

e daca a mai bun ca b gi b mai bun ca ¢ atunci a mai bun ca c.
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Capitolul 5

Cautare

Alaturi de sortare, cautarea in diferite structuri de date constituie una din operatiile cele mai des utilizate
in activitatea de programare. Problema cautarii poate imbraca diferite forme particulare:

e dat un tablou (s[i] | 0 < < n) si un element a, s& se decidd daca exista ¢ € {0,...,n — 1} astfel
incat s[i] = a;

e data o listd inlantuita (liniara, arbore, etc.) gi un element a, s& se decidd dacd existd un nod in
lista a carui informatie este egala cu a;

e dat un figier gi un element a, sa se decida daca exista o componenta a figierului care este egala cu a;

e ctc.
In plus, fiecare dintre aceste structuri poate avea sau nu anumite proprietati:

e informatiile din componente sunt distincte doua cate doua sau nu;

e componentele sunt ordonate in conformitate cu o relatie de ordine peste multimea informatiilor sau
ny;

e cautarea se poate face pentru toata informatia memorata intr-o componenta a structurii sau numai
pentru o parte a sa numita cheie;

e cheile pot fi unice (ele identificd in mod unic componentele) sau multiple (o cheie poate identifica
mai multe componente);

e intre oricare dou& cautari structura de date nu suferd modificiri (aspectul static) sau poate face
obiectul operatiilor de inserare/stergere (aspectul dinamic).

Aici vom discuta numai o parte dintre aceste aspecte. Mai Intai le consideram pe cele incluse in
urmatoarea formulare abstracta:

Instanta o multime univers U, o submultime S C U si un element a din U;
Intrebare x € S7

Aspectul static este dat de cazul cand intre oricare doua cautari multimea S nu sufera nici o modificare.
Aspectul dinamic este obtinut atunci cand intre doua cautari multimea S poate face obiectul urmatoarelor
operatii:

e Inserare.

Intrare S, x;
Iegire SuU{x}.

e Stergere.

Intrare S, x;

Iegire S\ {z}.

Evident, realizarea eficienta a cautarii si, In cazul aspectului dinamic, a operatiilor de inserare si de
) b b
stergere, depinde de structura de date aleasa pentru reprezentarea multimii .S.
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Tip de date Implementare Cautare Inserare | Stergere

Lista liniara Tablouri O(n) 0(1) O(n)
Liste inlantuite | O(n) o(1) 0(1)

Lista liniara ordonata | Tablouri O(logyn) | O(n) O(n)
Liste inlantuite | O(n) O(n) O(1)

Figura 5.1: Complexitatea pentru cazul cel mai nefavorabil

5.1 Cautare in liste liniare

Multimea S este reprezentata printr-o lista liniard. Dacd multimea U este total ordonata, atunci S
poate fi reprezentata de o lista liniara ordonata. Algoritmii corespunzatori celor trei operatii au fost deja
prezentati in sectiunile 3.1 si respectiv 3.2. Complexitatea timp pentru cazul cel mai nefavorabil este
dependenta de implementarea listei. Tabelul 5.1 include un sumar al valorilor acestei complexitati. Facem
observatia ca valorile pentru operatiile de inserare si steregere nu presupun si componenta de cautare.
In mod obisnuit, un element x este adaugat la S numai daca el nu apare in S; analog, un element x
este sters din S numai daca el apare in S. Deci ambele operatii ar trebui precedate de cautare. In acest
caz, la valorile complexitatilor pentru inserare gi stergere se adauga si valoarea corespunzatoare pentru
cautare. De exemplu, complexitatea in cazul cel mai nefavorabil pentru inserare in cazul in care S este
reprezentatd prin tablouri neordonate devine O(n) iar pentru cazul tablourilor ordonate r&méane aceeasi,
O(n).

Pentru calculul complexitatii medie vom presupune ca a € S cu probabilitatea ¢ si ca a poate aparea
in S la adresa adr cu aceeasi probabilitate % Complexitatea medie a cautarilor cu succes (a este gasit
in S) este:

3142+ --- 3 1
Tmeds () — q1+2+4---+n) Log= q(n+1) L2
n 2
iar in cazul general avem:
Tmed(n) = 3n — ? + %Jrz

Cazul cand se ia in considerare frecventa cautarilor. Presupunem ca z; este cautat cu frecventa
fi- Se poate demonstra ca se obtine o comportare in medie buna atunci cand f; > --- > f,. Daca
aceste frecvente nu se cunosc aprioric, se pot utiliza tablourile cu auto-organizare. Intr-un tablou cu
auto-organizare, ori de cite ori se cautd pentru un a = s[i|, acesta este deplasat la inceputul tabloului in
modul urmator: elementele de pe pozitiile 1,...,7 — 1 sunt deplasate la dreapta cu o pozitie dupa care se
pune a pe prima pozitie. Daca in loc de tablouri se utilizeaza liste Inlantuite, atunci deplasarile la dreapta
nu mai sunt necesare. Se poate ardta [Knu76] cd pentru tablourile cu auto-organizare complexitatea medie
este:
Tmed,s(n) ~ 2n
logyn

5.2 Arbori binari de cautare

Arborii T'(0,n — 1) din definitia arborilor de decizie pentru cautare sunt transformati in structuri de date
inlantuite aseméanatoare cu cele definite in sectiunea ?77. Aceste structuri pot fi definite intr-o maniera
independenta:

Definitia 5.1. Un arbore binar de cautare este un arbore binar cu proprietatile:
1. informatiile din noduri sunt elemente dintr-o mul{ime total ordonatd;

2. pentru fiecare nod v, elementele memorate in subarborele stang sunt mai mici decat valoarea mem-
oratd in v iar elementele memorate in subarborele drept sunt mai mari decat valoarea memoratd in
v.

In continuare descriem implementarile celor trei operatii peste aceasta structura.
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C3utare. Operatia de cautare Intr-un asemenea arbore este descrisd de urmatoarea procedura:

function poz(t, a)
begin
p— 1t
while ((p # NULL) and (a # p->elt)) do
if (a < p—>elt)
then p < p->stg
else p < p—>drp
return p
end

Functia poz ia valoarea NULL dacd a ¢ S si adresa nodului care contine pe a in caz contrar.
Operatiile de inserare si de stergere trebuie sa pastreze invariantd urmatoarea proprietate:

valorile din lista inordine a nodurilor arborelui trebuie sa fie in ordine crescatoare.

Pentru a realiza operatia de inserare se cauta intervalul la care apartine . Daca in timpul procesului de
cautare se gaseste un nod *p cu p->elt = x atunci arborele nu sufera nici o modificare (deoarece = € S
implicad S U {x} = S). Fie p adresa nodului de pe frontiera care definegte intervalul. Dacid z < p->elt
atunci z se adauga ca succesor la stanga; in caz contrar se adauga ca succesor la dreapta. Un exemplu
este aratat in fig. 5.2.

Algoritmul care realizeaza operatia de inserare are urmatoarea descriere:

procedure insereaza(t, x)
begin
if (t = NULL)
then t « nodNou(x)
else g« t
while (q # NULL) do
P~ aq
if (x < g->elt)
then q <+ g->stg
else if (x > g->elt)
then q < q->drp
else q <« NULL
if (p->elt # x)
then q < nodNou(x)
if (x < p->elt)
then p->stg « q
else p—>drp <+ ¢q
end

Funtia nodNou() creeaza un nod al arborelui binar gi intoarce adresa acestuia:

function nodNou(x)
begin
new(p)
p—>elt +— x
p—>stg < NULL
p—>drp <+ NULL
return p
end

Operatia de stergere se realizeaza intr-un mod asemanator. Se cauta x in arborele care reprezinta
multimea S. Daca nu se gaseste un nod #p cu p—>elt = x atunci arborele ramane neschimbat (deoarece
x ¢ S implicd S\ {z} = S). Fie p referinta la nodul care contine pe z. Se disting urméatoarele trei cazuri:

1. *p nu are fii (fig. 5.3a). Se gterge nodul xp.
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Figura 5.2: Inserare intr-un arbore binar de cautare

2. xp are un singur fiu (fig. 5.3b). Parintele lui *p este legat direct la fiul lui *p.

3. xp are doi fii (fig. 5.3c). Se determind cea mai mare valoare dintre cele mai mici decat z. Fie
aceasta y. Ea se giseste memorata in ultimul nod *q din lista inordine a subarborelui din stanga lui
xp. Se transfera informatia y in nodul *p dupa care se elimind nodul *q ca in primele doua cazuri.

In n cazurile 1 si 2 trebuie prevazute si situatiile cdnd p = ¢t (*p este radacina arborelui). Urmatoarea
procedura descrie algoritmul care rezolva aceste doua cazuri:

procedure elimCazlsau2(prep, p)
begin
if (p=t)
then if (t->stg # NULL)
then t «+— t->stg
else t < t->drp
else if (p->stg # NULL)
then if (predp->stg = p)
then predp->stg «— p->stg
else predp->drp < p—>stg
else if (predp->stg = p)
then predp->stg «— p->drp
else predp->drp < p—>drp
delete(p)
end

Acum algoritmul de cautare are urmatoarea descriere:

procedure elimina(t, x)
begin
if (t # NULL)
then p«+— ¢t
while ((p # NULL) and (x # p->elt)) do
predp < p
if (x < p—>elt)
then p <+ p->stg
else p « p—>drp
if (p # NULL)
then if (p->stg = NULL) or (p->drp = NULL)
then elimCazlsau2(prep, p)
else q < p->stg
predq < p
while (q->drp # NULL) do
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predq < q
q < q->drp
p—>elt «+ g—->elt
elimCazlsau2(predq, q)
end

¢) Doi fii

Figura 5.3: Stergere dintr-un arbore binar de cautare

De remarcat ca ambele operatii, inserarea gi eliminarea, necesita o etapa de cautare.

Observatie: Structura de date utilizata aici se mai numeste si arbore binar de cdautare orientat pe noduri
interne. Aceasta denumire vine de la faptul ca elementele lui S corespund nodurilor interne ale arborelui
de cautare. Nodurile externe ale acestuia, care au ca informatie intervalele deschise corespunzatoare
cautarilor fard succes, nu au mai fost incluse in definitia structurii de date din urmatoarele motive:
simplitate a prezentarii, economie de memorie si, atunci cand intereseaza, intervalele pot fi determinate
in timpul procesului de cautare. Sugeram cititorului, ca exercitiu, sa modifice algoritmul de cautare astfel
incat, in cazul cautarilor fara succes, sa ofere la iegire intervalul deschis la care apartine a.

Mai exista o varianta a structurii, numita arbore binar de cautare orientat pe frontierd, in care ele-
mentele lui S sunt memorate atat in nodurile interne cat si in nodurile de pe frontiera. Informatiile din
nodurile de pe frontiera sunt in ordine crescatoare de la stanga la dreapta si putem gandi ci ele core-
spund intervalelor (—oo,zol, (2o, 1], ..., (@n—1 + 00). Algoritmul de ciutare intr-o astfel de structura
va face testul p->val = a numai daci #p este un nod pe frontierd. In caz cand avem egalitate rezulta
ca a apartine multimii S; altfel a apartine intervalului deschis marginit la dreapta de p->elt. Pentru
S = {5,8,13,15,20, 23}, structura de date este reprezentatd schematic in fig. 5.4.

Exercitiul 5.2.1. Sa se descrie proceduri pentru operatiile de cautare, inserare si stergere pentru arbori
binari de cautare orientati pe frontiera. Operatiile vor pastra proprietatea ca fiecare nod sa aiba exact
doi fii.
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Figura 5.4: Arbore orientat pe frontiera

5.2.0.1 Exercitii

Exercitiul 5.2.2. Un nod complet este un nod care are doi fii. S& se arate cd intr-un arbore binar
numérul nodurilor complete este egal cu numarul nodurilor frunza minus 1.

Exercitiul 5.2.3. Sa se scrie un subprogram care determina cel mai mare element dintr-un arbore binar
de cautare.

Exercitiul 5.2.4. Sa se scrie un subprogram care determina cel mai mic element dintr-un arbore binar
de cautare.

Exercitiul 5.2.5. Presupunem ca se doregte efectuarea unui experiment care sa verifice problemele care
apar la executiile aleatoare de perechi de operatii inserare/stergere. Urmitoarae strategie nu este perfect
aleatoare dar e destul de aproape. Se construieste un arbore cu n elemente numere intregi alese aleator
din intervalul [1,m], unde m = « - n. Apoi sunt realizate n? perechi de inserari urmate de stergeri.
Presupunem ca existd un subprogram randInt(a,b) care intoarce un intreg ales aleator uniform din
intervalul [a, b].

1. Sa se arate cum se genereazd aleator un numér intreg din intervalul [1,m] care nu este deja in
arbore. Ce se poate spune despre timpul de executie al acestei operatii?

2. Si se arate cum se genereaza aleator un numar intreg din intervalul [1, m] care este deja in arbore.
Este utila o astfel de operatie? Ce se poate spune despre timpul de executie al acestei operatii?

3. Care este o buna alegere pentru a? De ce?

Exercitiul 5.2.6. Sa se scrie un subprogram care listeaza elementele k dintr-un arbore binar de cautare
cu proprietatea k1 < k < ko pentru k; si ko dati. Care este timpul de executie a subprogramului?
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Capitolul 6

Enumerare

Apar adesea situatii cand in descrierea solutiei unei probleme este necesard enumerarea elementelor
unei multimi. Un exemplu 1l constituie algoritmii bazati pe tehnica backtracking, unde enumerarea
completa este transformata intr-o enumerare partiala. In acest capitol considerfm numai trei studii de
caz: enumerarea permutarilor, enumerarea elementelor produsului cartezian a unei multimi cu ea insagi
de n ori si enumerarea arborilor partiali intr-un graf.

6.1 Enumerarea permutarilor

In aceastd sectiune ne ocupdm de generarea listei cu cele n! permutari ale mulgimii {0,1,...,n — 1}.
Notam cu S,, multimea acestor permutari.

6.1.1 Enumerarea recursiva

Scrierea unui program recursiv pentru generarea permutarilor trebuie si aiba ca punct de plecare o
definitie recursivd pentru S,. Daci (ig,...,in—1) este o permutare din S, cu i = n — 1 atunci
(...ik—1,%k+1,--.) este o permutare din S, 1. Deci orice permutare din S,, se obtine dintr-o permutare
din S,,_1 prin insertia lui n in una din cele n pozitii posibile. Evident, permutari distincte din S,,_1 vor
produce permutéri diferite in S,,. Aceste observatii conduc la urmétoarea definitie recursiva:

51 ={(0)}

Sn:{(io,...,in,g,n—1)7...,(n—1,i0,...,in,2) | (Z‘o,...,infg) c Snfl}

Generalizam prin considerarea multimii S, (7, k) a permutarilor din S,, ce pot fi obtinute din permutarea
7w € S. Pentru S, (7, k) avem urmatoarea definitie recursivé:

Sn(ﬂ', k) = Sn((io, SR ,ik—h k‘), k) U---uy Sn((k,io, SR ,ik_l), k‘)

unde m = (ig,...,ik—1). Are loc S, = 5,((0),0) si S,(m,n — 1) = {w}. Vom scrie un subprogram
recursiv pentru calculul multimii S, (7, k) si apoi vom apela acest subprogram pentru determinarea lui
Sy. Pentru reprezentarea permutarilor utilizam tablouri unidimensionale. Subprogramul recursiv care
calculeazd multimea S, (7, k) are urmatoarea descriere:

procedure genPermRec(p, k)
begin
if (k = n-1)
then scriePerm(p,n)
else plk] «— k
for i « k-1 downto O do
genPermRec (p,k+1)
swap(pl[i+1],p[il)
genPermRec (p,k+1)
end
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Enumerarea tuturor celor n! permutari se realizeaza prin executia urmatoarelor doua instructiuni:

pl0] «— 0
genPermRec(p, 0)

6.1.2 Enumerarea nerecursiva

Metodei recursive i se poate ataga un arbore ca in fig. 6.1. Fiecare varf intern din arbore corespunde
unui apel recursiv. Varfurile de pe frontiera corespund permutarilor din S,,. Ordinea apelurilor recursive
coincide cu ordinea data de parcurgerea DFS a acestui arbore. Dacd vom compara programul recursiv
care genereaza permutarile cu varianta recursiva a algoritmului DFS, vom observa ca ele au structuri
asemanatoare. i este normal si fie aga, pentru cd programul de generare a permutarilor realizeaza
acelagi lucru: parcurgerea mai intai in adancime a arborelui din fig. 6.1. Deci si varianta nerecursiva
a algoritmului de generare a permutarilor poate fi obtinut din varianta nerecursiva a algoritmului DFS.
Locul tabloului p din DFS este luat de o functie f(k,i,p) care pentru o permutare (p[0],...,p[k — 1])
(aflatd pe nivelul k—1 in arbore) determina al i-lea succesor, 0 < i < k. Deoarece pentru orice permutare,
corespunzatoare unui varf de pe nivelul k£ > 1 in arbore, putem determina permutarea din varful tata,
rezulta ca nu este necesara memorarea permutarilor in stiva. Astfel, stiva va memora, pentru fiecare nivel
din arbore, indicele succesorului ce urmeaza a fi vizitat.

procedure genPerm(n)
begin
k<~ 0
S[0] «— 0
while (k > 0) do
if (S[kl > 0)
then f(k, S[k], p)
S[k-1] « S[k-1]1-1
if (k = n-1)
then scriePerm(p,n)
else k «— k+1
Skl «— k
else aux < pl[0]
for i +— 0 to k-1 do
plil « pli+1]
plk] «— aux
k — k-1
end

Functia f(k,,p) este calculatd de urmatorul subprogram:

function f(k, i, p)
begin
if (i = k)
then pl[k] « k
else aux « pl[i+1]
pli+1] « plil
pli]l « aux
end

Exercitiul 6.1.1. Sa se scrie un subprogram care, pentru numerele naturale i gi n date, determina a i-a
permutare (in ordinea lexicografica) din S,.

Observatie: Algoritmul de mai sus poate fi imbunatatit din punctul de vedere al complexitatii timp.
Mai intéi s& notam faptul cé orice algoritm de enumerare a permutérilor are complexitatea O(n!) = O(n™).
Ideea este de a gasi un algoritm care sa efectueze cat mai putine operatii pentru determinarea permutarii
succesoare. Executia a ¢’ -n! operatii in loc de ¢-n! cu ¢/ < ¢, semnifica, de fapt, o reducere cu (¢ —c¢’)-n!
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(0,1) (1,0)

(0,1,2) (0,2,1) (2,0,1) (1,0,2) (1,2,0) (2,1,0)

Figura 6.1: Arborele permutarilor generat de metoda recursiva

a complexitatii timp. Un astfel de algoritm este obtinut dupa cum urmeaza. In arborele din figura 6.1
se schimba ordinea succesorilor permutarii (1,0). Ordinea permutarilor de pe orice nivel din noul arbore
are proprietatea ca oricare doua permutari succesive diferd printr-o transpozitie de pozitii vecine. Daca
se reuseste generararea permutarilor direct in aceasta ordine, fara a simula parcurgerea arborelui, atunci
se obtine un program care genereaza permutarile cu numar minim de operatii. Regula generala prin care
se obtine aceasta ordine este urmatoarea (fig. 6.2):

La fiecare nivel din arborele apelurilor recursive, succesorii varfurilor de rang par isi schimba
ordinea astfel incat cel mai din stanga devine cel mai din dreapta si cel mai din dreapta devine
cel mai din stanga.

Evitarea simularii parcurgerii arborelui se realizeaza prin utilizarea unui vector de “directii”, d = (d[] |
0 <k < n), cu urmatoarea semnificatie:

e d[k] = 41 dacd permutérile succesoare permutérii (p[0],...,p[k — 1]) sunt generate in ordinea
(p[0], ..., plk = 1],k),..., (k,p[0],...,p[k —1]);

e d[k] = —1 dacd permutérile succesoare permutarii (p[0],...,p[k — 1]) sunt generate in ordinea
(k,p[0],...,p[k —1]),..., (p[O], ..., p[k — 1], k);

In acest mod, vectorul d descrie complet drumul de la radacind la un grup de permutari pentru care
transpozitia se aplica in aceeasi directie. Determinarea indicelui ¢ la care se aplica transpozitia se poate
face utilizand un tablou care memoreaza permutarea inversa. Daca notam acest tablou cu pinv atunci,
utilizand relatia p[pinv[k]] = k, obtinem c& locul ¢ unde se afla k este pinv[k]. Noua pozitie a lui k va fi

i+ d[k]

/(0]1) (170)\
(0.1,2) <o,m\m),1> <2,14172,o><1,o,2>
0 0 0 3 3 0 0 0

1 1 3 0 0 3 2 2

2 3 1 1 2 2 3 1

3 2 2 2 1 1 1 3

Figura 6.2: Arborele permutarilor modificat
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6.2 Enumerarea elementelor produsului cartezian

Consideram urméatoarea problema:

Date doua numere intregi pozitive n gi m, sa se genereze toate elementele produsului cartezian
{0,....m—=1}"={0,...,m—1} x --- x {0,...,m — 1} (de n ori).

Multimea {0,...,m — 1}™ poate fi reprezentatd printr-un arbore cu n nivele in care fiecare varf intern
are exact m succesori iar varfurile de pe frontiera corespund elementelor multimii. De exemplu, arborele
corespunzator cazului m = 2 i n = 3 este reprezentat grafic in fig. 6.3.

Figura 6.3: Arborele produsului cartezian

Fiecare varf in arbore este identificat de drumul de la r&décina la el: notam acest drum cu (zo, . . ., zg).
Pentru varfurile de pe frontierd avem k =n — 1 iar drumul (zg, ..., z,—1) este un element al produsului
cartezian. Algoritmul pe care-l1 prezentam va simula generarea acestui arbore prin parcurgerea DFS.
Deoarece “adresele” varfurilor succesoare pot fi determinate printr-un calcul foarte simplu, stiva este
reprezentata de o variabila simpla k, care indica pozitia varfului stivei.

procedure genProdCart(n, m)
begin
k«— 0
x[0] « -1
while (k > 0) do
if (x[k] < m-1)
then x[k] « x[k]+1
if (k = n)
then scrieElement(x,n)
else k «— k+1
x[k] « -1
else k «+— k-1
end

Varianta recursiva a programului GenProdCart este urmatoarea:

procedure genProdCartRec(x, k)

begin
for j < 0 to m-1 do
x[k] « j
if (k = n-1)

then scrieElement(x, n)
else genProdCartRec(x, k+1)
end

Enumerarea tuturor elementelor produsului cartezian se face executand apelul:

genProdCartRec(x, 0)

89



Bibliografie

[CLRO3]
[Cro92]

[HS84]

[HSAF93]

[Knu76]

[Luc93|

[MS91]

T.H. Cormen, C.E. Leiserson, and R.L. Rivest. Introduction to Algorithms. MIT Press, 1993.

Cornelius Croitoru. Tehnici de baza in optimizarea combinatorie. Editura Universitatii
“ALI.Cuza”, lasi, 1992.

E. Horowitz and S. Sahni. Fundamentals of Computer Algorithms. Computer Science Press,
1984.

E. Horowitz, S. Sahni, and S. Anderson-Freed. Fundamentals of Data Structures in C. Com-
puter Science Press, 1993.

D.E. Knuth. Sortare si cautare, volume 3 of Tratat de programarea calculatoarelor. Editura
tehnica, Bucuresti, 1976.

D. Lucanu. Programarea algoritmilor: Tehnici elementare. Editura Universitatii “Al.I.Cuza”,
Tasi, 1993.

B.M.E. Morret and H.D. Shapiro. Algorithms from P to NP: Design and Efficiency. The
benjamin/Cummings Publishing Company, Inc., 1991.

90



