
Capitohl 7. Transform�ri iniare �i opera�ile asupra lor 

d. Vetorul r = (r), , Jx) este un vector arbitrar din R". S£ se arate 

cà transformareu A: R* -R este o transformare liniar�: 
)A(1 2. T) = (r1 t2 t 223, 2.r'1-2 -

ei. 

4. Fie matricea A = 1 

0 

2 

3, 0); 
I3, 2r1-2 +3 ;, 2r2 ). 

-1 
1 -1 

rea liniarà 4: Rs’ R, deteminat� de accast� matrice, si s� se afle nucleul 
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6. Se cousiderà transformarea A: R' 

S� se construiasc� transforma 

5. Sa se arate cà transformarea A: R ’ R, A(T, T2, T3) = (T1 t 
-2.i3. 2*1-2 + C3, �T1 + 2. -3¢3) este o transformnare liniar� �i s� 

se determine nucleul ei. 

2, 2r1 -2, 3|t2+ a3). a) S� se arate c� 

b) sà se determine nucleul ei. 

a 

R, A(z1, T2, T3) = (i -
A este o transformare liniar�; 

§ 2. Subspatii invariante. Vectori proprii, valori proprii 

Consideràm un subspa�iu LË al spatiului liniar L �i A o transformare 

liniarà a acestui spatiu. 

DEFINITIA 1. Subspatiul LË se nume_te invariant în raport cu trans 

formarea A. dacà Ar ¬ L1, oricare ar fi vectorul zE LË. 

EXEMPLUL 1. Nucleul unei transform�ri liniare este un subspatiu invari 

ant în raport cu aceast� transformare. Intr-adev�r, dac� z ¬ Ker A, atunci 

Ar =0 e Ker A. 

EXEMPLUL 2. In raport cu transformarea nul� (Ar = 0, a E L) si 

transformarea identic� oricare subspatiu este invariant. 

EXEMPLUL 3. Fie P, spatiul polinoamelor de grad ce nu dep�_e_te n. In 

Taport cu derivarea, oricare subspatiu Pk (0<k<n) este invariant. 

PROPOZITIE. Dac� L1 si LT sunt dou� subspa�ii invariante în raport cu 

transiormarea A. atunci intersectia Li n L» si suma L + L2 de asemenea 

suit invarlante în raport cu aceastà aplhca;ie. 

DEMONSTRA�IE. Intr-adev�r, fie z¬ LIn L, adic� x ¬ LË �i e ¬ Ly: 

Atunci Ar e LË si Ar e L2, adic� AzE LËOL2. 
e LËt L2, atunci # = u + , unde u E L, vÈ L2. Dar atunci 

1 SlAEl. Prin urmare, Ar =A(u+ v)= Au tAvE L1 t L2. 



§2 Subspstii ivrNte litori prrù, vadi ppri 

Un inters deebit uìtà subsatl invariaite l dimensionale, }e 

LË un aemeneR subspatiu si r¬ l* 0. Aei ,ArE l, prin turma. 

existå un scalar eal astel, w§t 4= \. Darà este orica vwtor dìn 

LË si y= ar, atunci: 

Astfel. pentru spatiul ivariant ìmesioal Lt transtorara liuiaa 

reduce la înmultirea vectorilor din lË cu ureel s drdast scalar \. 

DEFINITIA 2. l'etorul nenul r se umeste etor propU al transtormàrù 

liniareA. dacà existà un scalar real A. incàtAr = A. NumàrulA seheste 

taloare proprie, Orespunz�toare vetorului r la traustormare 4. 

Determinarea vectorilor proprii �i a valorilor proprii 
Fie Aoransformare liniarà a spatiuli liniar L deteruinatà de nat ricea: 

A= 

Ar 

a21 22 

Vectorii e1, e2, 
nul�. Rezult� 

lnl (n2 

iar z = T1ej + T2¬g +...IHen un vector propriu al acestei transtormàri. 
Atunci: 

2n 

= (a1Ti t a1T? +...t aindn )et 
+ (a21 T| t ag2a'y t...+ ugndn)et 

+ 

+(an1di t an2 t...t anndnden = 
= \(1ej t+e) t...+ntn). 

In partea dreapt� se deschid parantezele. termenii se tree în partea stàngà 
^1 se regrupeaz� cu vectorii bazei el, e2, .... Cn: 

((ai - )a1 + a12.'2 + ... t an,)e t 
(a21 T1 t (a22 A)) +...+ agndn)et 
+ (an11 + an22+...+(ann - )dn) en = 0. 
., en Sunt vectorii bazei, iar combinatia liniarà a lor este 

(a1 -A)r t 122 t . ..+ a}dn = 0, 
a21 T1 t (a22 - A) + ...+ a, 'n = 0, 

(ln11 t an22 t...+ (ann - ), =0. 

(1) 



Capitolul 7. Transform�ri liniare �i operatiile asupra lor 

Cum vectorul z este nenul, sistemul omogen de ecuatii are solutii nenule. 

Prin urmare, determinantul sistemului trebuie s� ffe nul: 

Matricea 
a21 

a11 
a21 

l21 

an.1 

a12 

a22 

ln2 

W12 

a22 

1 

0 

0 

a12 

Un2 

PB(A) = 

l1n 

U2n 

0 
1 

0 

ann -A 

0 

P,(A) = 0. 

Scriem polinomul caracteristic: 

Egalitatea (2) poate fi scris£ mai compact: det(A - AE))=0. 

a2n = 0. 

1-À 2 

Partea stâng� a egalit��ii (2) este un polinom de gradul n în raport cu 
variabila A, numit polinom caracteristic al transforn�rii ¢. Notând acest 
polinom cu Pa(A), egalitatea (2) cap�t� forma: 

4�A 

=A - ÀE. 

poate fi prezentat� astfel: 

Astfel, pentru a determina valorile proprii ale transformárii liniare se 
scrie polinomul caracteristic �i se afl� r�d�cinile lui, rezolvánd ecuatia (3). 
Pentru fiecare r�d�cin� aflat� se alc�tuieste �i se rezoBv� sistemul de ecuatii 
(1), determinând �i vectorul propriu respectiv. 
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EXEMPLUL 4. S� se afle valorile proprii si vectorii proprii pentru trans 
2 

formarea liniar� A, determinat� de matricea A = | 

(2) 

3 4 

= )'-5À�6. 

Rezolvånd ecuatia A2 - 5A-6 = 0. afäm r�dãcinile A = -l si 2 =6. 

(3) 



6 2. Subspatii invariante. Vectori proprii, valori proprii 

Cazul 1. Pentru valoarea proprie A, =-l alc�tuim �i rezolv�m sistemul 
de ecuatii (1): 

(1+ 1)1 + 2x2 = 0, 
5a1 + (4 + 1)2 =0. 

Fie aj = a # 0. Atunci z = -a. 
U1 = (a, -o), unde o ¬ R*, 

+ C1 + 22 = 

Cazul 2. Pentru valoarea proprie A = 6 alc�tuim �i rezolv�m sistemul 
de ecuatii (1): 

-5T1 + 2x2 =0, 
5T1 - 2T, =0. 

P() = 

Ig = 0. 

Alc�tuim polinonul caracteristic 

Fie a1 = 20, atunci 2 = 5a. Vector propriu va fi v2 = (2, 5a), unde 
aE R* 

A= 

= (1- A)(2 - ) 

-T4 = 0, 

EXEMPLUL 5. S� se afle valorile propri �i vectorii proprii pentru trans 
formare liniar� A, determinat� de matricea: 

(1- A) 

T3 + 24 = 0 

U2 U3 - I4 = 0, 

0 2 

0 

1-À 

0 

2-A 

0 

0 

-1 
2- A 

-1 -1 -1 

0 

Vectorul propriu este oricare vector 

0 

2r1 + 2, =0, 
5T1 + 5r) =0. 

1 

2 = -11. 

0 

-1 

1 

1-A 

2r2 = 5a1. 

3- A 

1 -1 

-1 

0 

1-A 
1 

-1 

3 �A 

Valorile proprii: Aj = 1 si A = 2. Pentru fiecare din ele afl�m vectorii proprii. 
Cazul 1. A =1. Conform (1), se obtine sistemul: 
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-1 

cu solutia general� 

-1 

= (A- 1)(A-2)°. 

T2 = T3 = T4 = 0. 



Capitolul7. Tranntomäri buinre pl opetjile nsupra o 

Pentru o I e obtie vectorul a1,0,0,0), boti vectorii proprii an 
foa (a, ), 0,0), ocR*. 

(azul 2. Ay -2. (onform (0), e obtine sistel 

0-0, 
en olutin yeneralá 

Valorii proprii A-2ii eorespund oricare vector az (o, -, 5,-B), 1unde 
a,ße R, o² 2 0. 

ExEMPLUL, 6. Pentru rotatin plli 
ransformiri este: 

Aflán polinomul carwteristic: 

BBA) = 
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CH 1B unghi p, matrices stei 

-2-2 cos p A+ 1. 

Pentru ecnatia X? 2cos p-A+1 -0 se atlá discrininantul A = A(cosp-1). 
Solutii reale vor exista doar pentru cos p = t1. 

Cazul 1. cos p = 1, p = 2km, k E Z. Conform (1), se obtine sisternul 
(1- A)r) = 0 
(1 A)'2 = 0 Cun vectorul propriu trebuie sá fie nenul, rezultá A = 1, 

prin urmare, Ar . Rotat,ia planului reprezintá o transformare identicá; 

Cazul 2. Cos p = -1, p = (2k + 1)7, k E Z. In acest caz, A 

iar Ax = (T1,12) =(-I), -T2). Transformarea A este sime 0 -1 

rie central�; oricare vector nenul este propriu cu valoarea proprie À = -1. 

Remared. Pentru cO5 p #1 rotatia planului nu are vectori proprii. 

Exercitii propuse pentru rezolvare 

2 3 

I. Sa se afle valorile proprii si vectorii proprii pentru transformarea li 
2 1 ara determinalá de matricca 

2. Si all: vaiorile proprii si vectori proprii pentriu transformarea li 
tirá determinatá de mat ricca 

oricare vector nenul din plan este vector propriu pentru À = 1. 
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