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3. Vector : . G ) y ,
ectorul a (2y. oo, ay) este un vector arbitrar din R?. Sid se arate

ca transformarey R 3 e
\ ) A ormarea A4 RY o+ RY este o transformare liniara:
a o R h) . N ‘ ‘
% l\ L0 xy) = () 4 rg + 22, 2y - g — I3, 0);
) Al 1. 1) = (o . . . e
2. - () — @9 — g, 2r) — X9 + 31y, 212).

3

" 12 3
« 10 matricea A = 1 : ~ .
: [ l I |. Si se construiascia transforma-
0 ] 1

rea lmiara 4 : RY —» RY NN ; : ,
. determinata de aceasti malrice, si sa se afle nucleul

\‘i.

5. Sa se arate ca transformarea A : R? — R3, A(x;, 22, 23) = (21 +
y 2y L ’

9 Y
> — 2 -'1‘ —_— .l" - ~, I L) . L S . . ] . o . -
1 o+ 3. —1; + 200 — 3x3) este o transformare liniard si sa

-
N
L3

<e determine nucleul el.

3. Se considera trans - R3 8 -

6. Se ¢ . {era transformarea A : R® — R® Az, z2, x3) = (71 —
« ry -2 3+ + r3). a) Sa se arale ca A este o transformare liniara;
1 <a se determine nucleul el.

2. Subspatii invariante. Vectori proprii, valori proprii

al spatiului liniar L si A o transformare

SS

Consideram un subspatiu L,
liniara a acestui spatiu.
DerFINITIA 1. Subspatiul L) se numeste invariant in raport cu trans-

‘ormarea A. daca Ax € Ly, oricare ar fi vectorul x € L.

] unei transformari liniare este un subspatiu invari-

ExeuMpPLUL 1. Nucleu
mare. Intr-adevar, dacd x € Ker A, atunci

ant in raport cu aceasta transfor
Ar=0¢< Ker A
In raport cu (ransformarca nuld (Az = 0, Vo € L) si

EXEMPLUL 2.
e invariant.

{ransformarea identica oricare subspatiu est

ExempLUL 3. Fie P, spatiul polinoamelor de grad ce nu depaseste n. In
raport cu derivarea. oricare subspatiu Dy (0 <k < n) este invariant.
ProPOZITIE. Daca L; si Lo sunt doua subspatii invariante in raport cu
transformarea A, atunci intersectia Ly M Ly sl suma L, + Ly de asemenea
Sunt invariante in raport cu aceasta aplicatle.
g€ Iy ﬁi x € L.

C

. “?'-"1".\‘S'I‘H.\’l‘IE. Intr-adevar, fie x € LN Lo, adic
AL Az € Ly s Ar € Ly, adica Az € Ly 0 L.

: I,);” aur e L.+ Ly. atunci o = u 4 v, unde u € Ly, v ¢ L. Dar atunci
s LSt Av € Lo. Prin urmare, Az = A(u A V) = Au+ Av € Ly + Lo
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& DULSDEIN IDwWarante. Vectarn propiid, W o ! <1

eintd subspatitte varante U dimensionale, Fie
Atunct Axr © 1y, prin urmare.,
Daca v este orteare vector din

=

Un mteres deosebit rep
~ £ J > X \}
> Foye

[ . un asemenea subspatiu 81 X <
exista un scalar real \ astfel, meat Ar =\
L, 1 y = ar. atunci:

\r = A ax = \y

SR

Ay = Aax) = a- Aa
Astfel. pentru spatiul nvariant 1 dimenstonal [ transtormarea limard e
re.ducue ‘.(\\ fulllw\‘;‘tipt\\\“ \“(\‘[\\riig\r \{il] I ] Cu R tie St QUOTiaNE \\\\‘(l.h‘ll‘ \
DEFINITIA 2. Vectorul nenul @ se numeste vector propriw al transtormanrt
liniare 4. daca exista un scalar real A, incat Ar = Arc Numarul \ se numeste
H N ] »: N ¥ o \ RS
valoare pypp;‘if_ corespunzatoare vectoruiut @ la transtormarea 4.

Determinarea vectorilor proprii si a valorilor proprii

Fie A o transformare liniara a spatiulul hnlar L determinata de wmadvicea:

arl aye Q1

ay Qo9 RN Qo

dpl Up2 .. Upn

iar r = rje; + Ia€ex + ...x,€, un vector propriu al acestei transtormart.
Atunci:

Ar = (a11.1‘1 + a@ioT2 + ...+ Quadn e+

+ (Qa1r) + Qs + ..+ (1-3”1‘,3)(‘3"‘?'

.

T ... . NN
+(anl~rl + Qpa2da + ...+ (lnnl'n)t‘rz

= ANuwrep + 202 + ..+ Tpep).

In partea dreapta se deschid parantezele. termenii se trec in partea stanga
sl se regrupeaza cu vectorii bazei e, ¢, .... ¢,:

(((111 — A);)fl + @120 + ...+ (l[,;.l'”) (SN +
(agixy + (@22 — N)ao + ...+ agpxy,) ot

+ .o (anizr + apazo + o A (@ — Nay) e = 0.

Vectorii e;, es. .... e, sunt vectorii bazei, iar combinatia liniara a lor este
nula. Rezulta

((IH - A).I?[ + oo+ Lo Ay, = 0.

a1 + ((1,2-_) - /\).‘I‘g + oot aspay, = U, \l\

-\, — O

A1 1+ apors + oo+ (Qyp
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] il ¢ ii nenule.
Cum vectorul x este nenul, sistemul omogen de ecuatil are solutii nen

Prin urmare, determinantul sistemului trebuie sa fie nul:

| all J— )\ (L12 e aln
Cw emoA o am | 2)
I an1 An2 Y A
a; — A a12 ain
Matricea @21 a2z = A .o %2n poate fi prezentata astfel:
an1 an? Ann — A
ajq a9 N (AT A 0 S 0
21  Qa22 a2n - 0 A 0 —
an1 an?2 Unn 0 O A
1 0 0
o 1 ... 0 s
o o0 ... 1

Egalitatea (2) poate fi scrisa mai compact: det(A — A\E) = 0.

Partea stangd a egalitatii (2) este un polinom de gradul n in raport cu
variabila A, numit polinom caracteristic al transformarii A. Notand acest
polinom cu P,(])), egalitatea (2) capatd forma:

P,(A)=0. (3)

Astfel, pentru a determina valorile proprii ale transformarii liniare se
scrie polinomul caracteristic si se afla radacinile lui, rezolvand ecuatia (3).
Pentru fiecare ridicina aflata se alcatuieste si se rezolva sistemul de ecuatii
(1). determinand si vectorul propriu respectiv.

EXEMPLUL 4. Si se afle valorile proprii si vectorii propril pentru trans-

. ) 1 2
formarea liniara A, determinata de matricea A = ( - )
5 4

Scriem polinomul caracteristic:

o1 =) 2 ,
A= = A" —53A—6.
BO=1"5" 4.2

- A . B - ~ A - - 3= _=__ =} ~v Y -
Rezolvand ecuatia A~ — 5\ — 6 = 0. atlam radacinile A; = —L1 SL A = 0.
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Cozul 1. Pentru valoarea proprie \; = —1 alcatuim si rezolvam sistemul
de ecuatii (1):
(1+ 1)z + 229 = 0, 21, + 215 =0, o
=4 = —
63:1 + (4 =P 1)1"‘2 =0. OT] T o = 0.
- $1+5E2:0 & I = —I1.

1 ' : . iu este oricare vector
Fie 21 = o # 0. Atunci zo = —a. Vectorul propriu e
vy = (a, —a), unde o € R*.

. o 3 2 N res 1O \ ]
Cazul 2. Pentru valoarea proprie Ao = 6 alcatuim si rezolvam sistemu
de ecuatii (1):

_51:1 ™ 22:2 - O’ = 21‘2 = 5.’131.
5561 - 2LE2 = 0.

ie 11 — i 10 — iuva i vo = (20, Har), unde
Fie 7y = 2a, atunci 29 = 5a. Vector propriu va 2 (2, "
a c R*.

EXEMPLUL 5. S& se afle valorile proprii si vectorii proprii pentru trans-
formare liniard A, determinata de matricea:

1 -1 -1 —1

0 2 0 0

A=19 1 -1
0

0 1 3
Alcdtuim polinomul caracteristic
1-X -1 -1 -1
0 2 - 0 0
Pa(d) = 0 0 1-x -1 |7
0 0 1 3—A
2— A 0 0
(1-X) 0 R N | =
0 1 3—A

1-A -1
:(1—/\)(2-/\)( { 3_)\):(,\—1)0\-2)3.
Valorile proprii: )\, = 1 51 A2 = 2. Pentru fiecare din ele aflim vectorii
proprii.

Cazul 1. \; = 1. Conform (1), se obtine sistemul:

) . - I = Q,
cu solutia generala ’
To =a3 =14 = ().
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Pontrn o | N “|,|\“", V('l"ulill " {|’(|'U’lj)’ Leshy veeton) [ropri at
forman (a, 0.0 0), v ¢ 7
Clacul 20 Ny 20 Clonfarin (1), we olibine sttt

' I 1y 1y ”‘ Iy Y
(, ” ’/;2 {7
, ciaolibin generala :
Ay 1 H 1y /,/
Ay | 1 () A J///,

Valorii proprii A, 200 corenpunde oricire veetor ‘y (ev, o, [3, - [3), unde
, 2 2
a eI w (),

EXEMPLUL G Pentrn vobabin planului cu un unghi o, matrices aceste

COM M1
A ( ' / / |
Hin (O P

Allam polinomul caracteristic:

Cransformart exte:

COB @ A s | 5
F f M- 2e8p - A+ 1.

/"(A) f';j“//) O /[/ A |

Pentroceenatin A 2cos - A b1 0 se afla discriminantiul A — 4(cos? s—1).
Solutii reale vor exista doar pentri cosp — 41,

Cazul 1. cosp L, — 2kn. k¢ 7. Conform (1), s obtine sistemul
[ (1 Ay — 0
l (1 Xy =0

Curm vectorul propriu trebuie sa fie nenul, rezulta ) = 1,

prin urmare, Ar — w. Rotatia planului reprezinta o transformare identica:
oricare vector nenul din plan este vector proprin pentru A = 1.
Cazul 2. cosp = 1, w = (2k+ )w, k € Z. In acest caz, A =

|

I () . . . ,
( 0 Jdar Aw = (o), my) = (—xy, —xy). Transformarea A este sime-
(rie centrala; oricare vector nenul este propriu cu valoarea proprie A = —1.

Remarca. Pentru cos p # 1 rotatia planului nu are vectori proprii.
Exercitii propuse pentru rezolvare

Lo Sase afle valorile proprii siovectorii proprii pentru transformarea li-
) | | . 2 1
wara determinata de matricea ( N e -
\ 2 3

= s alle vadorile proprii i vectorii proprii pentru transformarea li-

N o , |4
o determinat i de matricey ( : | .
9
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