
CAPITOLUL 6 

SPATII EUCLIDIENE 

§1. Spa�ii liniare euclidiene 
1.1. Defini�ii, exemple 

In capitol precedent spatiul liniar a fost definit ca o mult�ime de elemnente 
(vectori) în care s-au definit opera�ile de înmul�ire cu un scalar �i de adunare 
a vectorilor. Ins� aceste opera�ii nu sunt suficiente pentru a defini multe alte 
no�iuni din geometria euclidian�. De exemplu, numai cu ajutorul opera�ilor 
de adunare a vectorilor si de înmultire cu scalari nu putem defini lungimea 
unui vector, unghiul dintre doi vectori, produsul scalar a doi vector etc. 
Pentru a introduce metrica, adic� modul de a m�sura lungimi �i unghiuri, 
se va folosi produsul scalar. în mul�imea vectorilor liberi, produsul scalar 
a doi vectori este egal cu produsul modulelor acestor vectori prin cosinusul 
unghiului dintre ei. Unele propriet��i ale acestui produs se vor lua ca defini�ie 
a produsului scalar într-un spatiu liniar arbitrar. Cu alte cuvinte, alegem ca 
notiune fundamental� produsul scalar pe care-l definim axiomatic. 

Cu ajutorul opera�iilor de adunare �i de înmul�ire cu numere a vecto 
rilor �i cu ajutorul produsului scalar poate fi descris� întreaga geometrie 
euclidian�. 

DEFINITIA 1. Consider�m c� într-un spa�iu liniar real L este definit un 
produs scalar, dac� fiec�rei perechi de vectori , y E L i corespunde un 

num�r real, pe care-l not�m cu (a,y) �i care verific� conditiile: 
1° (z.y) = (y,), adic� produsul scalar este simetric (comutativ); 
20 (Ac,y) = A(,y), A E R; 
3° (z1 + z2, y) = (1, y) + (2,y) (distributivitatea produsului scalar 

fat� de adunare); 
4° produsul scalar al unui vector cu el însu_i este un num�r nenegativ: 

(, T) > 0, �i (a, t) =0 dac� �i numai dac� z=0. 

vectori: 

Un spatiu liniar real finit dimensional, în care este definit un produs 
Scalar se nume_te spatiu euclidian. 

EXEMPLUL 1. In spa�iul V3, un produs scalar a fost definit în capitolul 
1p. 7 ca produsul dintre lungimile vectorilor �i cosinusul unghiului dintre 
ei. Se poate ar�ta c£ axiomele 1°--4° sunt într-adev�r satisf�cute. S� se 
verifice. 

EXEMPLUL 2. Consider�m în spa�iul aritmetic R" produsul scalar a doi 

r= (1, I2,...,In) �i y= (y1, y2,... , yn) 
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rin formula 

Este usor de verificat cà axiomele 1°-3° sunt satisfäcute. Axioma 4° 

este de asemenea verificatà�, deoarece (, c) =a2 0 si (z, r) = r =0 
lma dacà .E1 =) =...=In = 0. 

R". 
EXEMPLUL 3. Consider�m un exemplu mai general de produs scalar în 

Fie A = o,ll o matrice p�trat� de ordinul n. Definim produsul scalar 

al vectorilor r si y prin formula: 

Ca 

(r. y) = 

+ 

|1T1y1 t a12I1y2 t*t alnT1 yn+ 

an1n y1 t an2In y2 t+ ann n yn 

definit�. 

Analiz�m conditile ce trebuie s� verifice matricea ||aik| pentru ca expre 

sia, definit� prin formula (1), s� satisfac� axiomele produsului scalar. 
Prin verificare direct� ne convingem c� axiomele 2° �i 3° sunt satisf�cute 

pentru orice matrice a,kll. Pentru ca axioma 1° s� fie verificat�, adic� 
pentru ca expresia (z, y) s� fie simetric� fat� de c si y, este necesar �i suficient 
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aik = kis 

adic� matricea |lakl| s� fie simetric�. 
Axioma 4° presupune ca expresia 

(z,r) = 
i,k=1 

(1) 

(2) 

sà fe nenegativ£ pentru orice z1, T2,... , I, �i s� se anuleze. numai dacà 
TË = = 

(3) 

Polinomul omogen ("forma p�tratic�") definit prin formula (3) se nune_te 
pozitiv definit, dac£ ia doar valori nenegative _i se anulcaz� în cazul când toti 
I, sunt uli. Astfel, axioma 4° presupune ca forma p�tratic� (3) s� fie pozitiv 

i=1 

Prin urmare, o matrice ||a,k|| determinà un produs scalar deinit prin 
formula (1) dac� �i numai dac� aceast� matrice este simetric� (condi�ia (2)) 
�i forma patratic� corespunz�loare este pozitiv definit�. 

Dac� matricea ||aikll este matricea unitate, adic� dacà a,; = 1 �i a;k = 
0(i# k), atunci produsul scalar (z, y) ia forma: 
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si ob�inem deci spatiul euclidian dlefinit în exemplul 2. 

Exercitiu. Sà se arate c� matricea nu poate fi folosit� pentru con 

struirea unui produs scalar (forma p�tratic� corespunzatoare nu este poz1\iv 

definitä), iar matricea) define_te nn prod1 () un scalar. 
In cele ce urmeaz� vor fi ar�tate condi�iile simple care dau posibilitatea 

s� se verifice dac� o form� p�traticä dat� cste pozitiv definit�. 
EXEMPLUL 4. In spa�iul Cla, b] al func�iilor continue definite pe intervalul 

la, b] produsul scalar il definim ca integrala produsului acestor func�ii: 

U_or se arat� c� produsul scalar astfel definit satisface axiomele 1°-4°. 

(.9)=sO9(0)d. 

EXEMPLUL 5. In spa�iul P, al polinoamelor de grad cel mult n definim 
produsul scalar a dou� polinoame ca în exemplul precedent: 

Axiomele 1°4° se verific� u_or. 

num�rul 
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(P,Q) = | P(t)Q)dt. 

1.2. Lungimea unui vector, unghiul dintre doi vectori 

Cu ajutorul notiunii de produs scalar, putem defini lungimnea unui vector 
�i unghiul format de doi vectori. 

DEFINITIA 2. Numim lungime a unui vector z într-un spatiu euclidian 

Se mai noteaz� ||z||: 

V(e, a). 
Not�m lungimea vectorului a cu l|. Uneori se mai nume_te norma' lui 

T sau modulul lui z. 

Vom descrie posibilitatea definirii no�iunii de unghi dintre vectori. 

(4) 

Este natural ca unghiul dintre vectori, lungimea vectorului �i produsul 
scalar s� fie lega�i prin rela�ia ,�obi_nuit�": produsul scalar al vectorilor s� 
fie egal cu produsul dintre lungimile lor �i cOsinusul unghiului dintre ei. În 
accast� fraz� sensul tuturor expresiilor, cu excep�ia expresiei "unghiul dintre 
vectori, sunt deja cunOscute. 
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Consider�m vectorul -ty, unde t este un num�r real arbitrar. Conform 
axiomei 4° a produsului scalar: 

(æ ty, 

Apoi, folosind axiomele 1°-3°, pentru orice t E R are loc: 

sau echivalent: 

adic� punem: 

2' 

ty) >0, 

Trinomul de gradul al doilea în raport cu t din stânga ia numai valori nene 
gative. Astfel, discriminantul trinomului 

t(u.y)-21(z, y) + (r, r) >0. 

Din (2,y)'< (z,) (y, u), întrucât (z,a) = |z| si (y, y) = y, obtinem 
(z, y)" - (z, r)(y.y) <0. 

-1< 

(a, y)? 

(r, y) 

ZSau reciproc perpendiculari. 

tER. 

<1 

DEFINITIA 3. Numim unghi dintre vectori nenuli z �i y num�rul 

= arccos 

S +1. 

(T. y) 

(r,y) 
lzllul 
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(z, y) = 0. 

Vectorii z �i y se numesc ortogonali dac� unghiul dintre ei este egal cu 
adic� dac� 

(5) 

Un produs scalar va fi nul, dac� m·car unul dintre vectori este nul sau 
dac� ei sunt ortogonali. De exemplu, vectorii a = (2, -1, 3, 4) si b = 
(1, 7,-1, 2) din R sunt ortogonali, deoarece (a, b) = 2: 1+(-1) 7+ 
3·(-1) +4-2= 0. 

Cu ajutorul notiunilor introduse mai suso serie de teoreme din geometria elementar� pot fi generalizate �i în cazul spa�iilor euclidiene). 

S-ar putea desigur defini spa�iul euclidian si altfel decât în § 1.1, introducând axio matic no�iunea de lungime a vectorului �i de unghi dintre vectori (si nu produsul scalar). Ins� sistemul de axiome corespunz�tor ar fi mai complicat. 



Capitolul 6. Spa�ii euclidiene 

Vom analiza un caz. Dac� z �i u sunt vectori ortogonali, atunci este firesc 

s� consideràm z + y drept �diagonal� a dreptunghiului cu laturile a �i y'". 
Demonstr�m c� 

adic� p�tratul hungimi diagonalei dreptunghuui este egal cu suma p�tratelor 
a dou� dintre laturile sale neparalele (teorema lui Pitagora). 

Demonstra�ie. Conform defini�iei p�tratului lungimii unui vector not�m: 

l* +y= (a+y, + y). 
In baza distributivit��ii produsului scalar ob�inem: 

Prin urmare, 

(z+y,+y)= (, ) + (2,y) + (y, ) + (y,y). 
Cum vectorii z _i y sunt ortogonali: 

(a, y) = (y, z) = 0. 

|z +y = (2,z) + (y, y) = le| + lul', 
ceea ce trebuia demonstrat. 
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Aceast� teorem� se poate generaliza: dac� vectorii a, y, 2, ... sunt orto 
gonali doi câte doi, atunci: 

la+y+z+...P = la +lu+ lz+... 

Remarc. Modulul vectorului, prin urmare �i unghiul dintre doi vectori, 
depind de modul de definire a produsului scalar. 

ExEMPLUL 6. In spatiul liniar al polinoamelor de grad strict mai mic ca 
2 vom defini produsul scalar în dou� moduri �i vom calcula modulul unuia 
si aceluia_i vector în fiecare caz. 

Cazul 1. In acest spa�iu consider�m baza format� de vectorii e1 =l �i 
e = t. Pentru oricare doi vectori z = a(t) = T1 + T2t = 1e1 + 2eg = 
(1, 2) si y = y(t)=1t y2l= y1ej t y2e2 = (y1, y2) definim 

(, y) = T1y1 + T2Y2 
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(ca în exemplul 2). Pentru un vector concret, t = 1+ 2t se obtine (z, T) = 
1:1+2-2 =5, adic� Jz| = v5. 

Cazul 2. In acela_i spatiu definim: 

(ca în exemplul 5). Pentru vectorul =1+ 2t se obtine: 

(z, z) = /(1+21)°dt = (1+48 + 4)dt =(t+ 2° + 

In acest caz, |z = 

(z, y) = a(t)y(t) dt 

13/3 
3 

V5. 

1.3. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski 

(u,y) < (2,) (y,y). 

13 

In § 1.2, pentru a putea defini unghiul dintre doi vectori prin formula (5), 
a fost demonstrat� pe parcurs (printre altele) �i inegalitatea: 
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3 

Aceast� inegalitate se nume_te inegalitatea lui Cauchy-Buniako vskit. Uneori 
se mai nume_te inegalitatea Cauchy, sau inegalitatea Schwarz sau inegalitatea 
Cauchy-Buniakovski-Schwarz5, 

(a,y) 

(6) 

Exerci�iu. S� se arate c� cgalitatea în incgalitatea Cauchy-Buniakovski 
(6) are loc atunci si numai atunci când vectorii z si y sunt liniar dependenti. 

zll 

Am demonstrat inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (6) pentru spa 
tiul euclidian definit axiomatic. Elucid�m aceast� inegalitate în exemnplele 
de spati euclidiene considerate mai sus (§ 1.1). 

ExEMPLUL 7. In V3 (a se vedea exemplul 1), inegalitatea (6) nu înseamn� 
nimic nou. In acest exemplul nu este necesar s� se demonstreze aceast� 

inegalitate. Intr-adev�r, în virtutea defini�iei produsului scalar adoptat� în 
calculul vectorial, m�rimea este cosinusul unui unghi dintre vectori 

Augustin-Louis Cauchy, matematician, inginer si fizician francez. 1789-1857; Victor BuniakOvski, matematician rus, 1804-1889. 
OInegalitatea pentru sume a fost publicat� de Augustin Louis Cauchy în 1821, 1ar inegalitatea corespunz�toare pentru integrale a fost formulat� de Viktor Iakovlevici Bu niakovski în 1859 �i a fost redescoperit� de Hermann Schwarz în anul 1888. Herman1 Schwarz, matematician german, 1843-1921. 

dinainte definiti, de aceea ea nu este mai mare decât 1, în valoare absolut�. 
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formula: 
ExEMPLUL 8. In exemplul 2, produsul scalar în R" este definit prin 

Astfel ob�inenn: 

�i 

cu conditiile: 

(z,z) = ) i, 

Prin urmare, inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski are forma: 
n. 

i,k=1 

b 

i=1 

i=1 

(z, y) = -

aik Tiyk 

EXEMPLUL 9. În exemplul 3, produsul scalar are forma: 

2 

2 

(*, v) = 

i=1 

i,k=1 

n 

i,k=1 

(y, y) =v. 

aik = aki 

|i,k=1 

aik TiYk 

i=1 

QikT;T7>0 

pentru orice zË. De aceea, inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski înseamn�: 
Duc� numerele a,k satisfac condi�iile (7) $i (8) atunci 

i,k=1 
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aik yiyk 

g(t) = [f(t)g(t) dt inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski ia forma: 

(7) 

EXEMPLUL 10. In spa�iul liniar C{a, b) cu produsul scalar definit prin 

(8) 

Accast� inegalitate joac� un rol important în diferite domeni aplicative. 
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VOm prezenta o inegalitate care este o consecintä a inegalit��ii Cauchy 
Buniakovski. 

entru oricare doi vectori z si u dintr-un. snatiu eclidian L are loc 27%e 
galitatea: 

mumit� inegalitatea triunghiului (sau inegalitatea lui Minkowski"). 
DEMONSTRATIE. Din 

l+yl < |r + ul 

lz+u = (r+y,a + y) = (z, z) + 2(2,y) + (y y), 
întrucât, conform inegalit��ii Cauchy-Buniakovski, 

2(2,y) < 2|z||y|, 
rezult�: 
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la+y= (+ y,z t y) < (z, a) + 2<jly| + (u,y) = (|z| + |yl)", 
adic� |z ty <+|y, ce trebuia demonstrat. (A se vedea de asemenea $2, 
pag. 192). 

(9) 

Exerci�iu. S� se scrie inegalitatea triunghiului pentru fiecare dintre 
spatiile euclidiene considerate în exenple 1-5. 

d= | - yl. 

În geometrie, distant�a între dou� puncte z �i y se define_te ca lungi 
mea vectorului z-y. In caz general al spa�iului euclidian n-dimensional, 
distan�a dintre z �i y se define_te prin formula: 

Exercitii propuse pentru rezolvare 

1. In multimea V3 a vectorilor liberi se defineste produsul a doi vectori 
ca produsul modulelor lor. Va fi acesta un produs scalar? 

2. In multimea V3 produsul a doi vectori k �i b se defineste ca produ 
sul dintre modulul vectorului k �i proiec�ia vectorului b, înmultit� cu 2, pe 

°Hermann Minkowski, matematician gernan (1864-1909) n�scut în Aleksotas, Iupe 
riul Rus, ast�zi Kaunas, Lituania; a folosit metode geometrice pentru a rezolva probleme 
dificile în teoria numerelor, fizica matematic� �i teoria relativit�tii. 

Vom însemna cu aceea_i liter± vectorul si punctul care indic£ extremitatea lui. Vec 
torii îi ducem din originea sistemului de coordonate, (a se vedea Not� la pag. 7 în capitolul $1). 
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directia vectorului k. Va fi acesta un produs scalar? 

3. S� se determine dac� produsul scalar în R? poate fi definit prin for 
mula: 

a) (, y) = I1y1 + 2æ2y2 ; 
b) (T,y) = 3213y1 - T1y2 - T2y1+ 2æ2y2; 
c) (a,y) = 3a1y1 t 2S1 y2 t 21 + 2y2 
d) (z, y) = 2z1y1 + 1y2 + T291 + 22y2; 

unde r = (1, 2), y= (y1,42) E R. 

4. S� se calculeze produsul scalar al vectorilor: 
a) vË = (1, -1, 2,3, 0), v2 = (1,2, -1,4, 1) în R'; 
b) v1 = (1, -1, -1, -1, 1, 2), v2 = (2, -2, -3, 3, 2, 1) în R'. 

5. S� se afle modulul vectorului: 
a) a = (3, -1, -3, 9); 
b) b= (-2, 1, -3, 2, 5). 

6. S� se normeze vectorii v1 = (3,1,2, 1), v2 = (2,1, -l, 2), V3 
(-2, 3, -5, -1), v4 = (6,0, -3, -6) în R:. 

7. În spa�iul R' sunt dati vectorii z �i y. S� se afle unghiul dintre ei: 
a) z = (4, 1, -2, 2) �i y = (1, -3,3, 9); 
b) z = (3, -2, 2, -1) �i y = (-2, 4, -2,0); 
c) z= (-1,3, 0, -2) �i y = (2,-1, -1,1); 
d) z = (-2, -2, 2, 0) �i y = (1, -1, -3, -1). 
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8. În spatiul R sunt dati vectorii u = (1, v3, v5, V7, 3) �i vU = (1,0,0, 0, 0) 
S� se afle unghiul dintre ei. 

9. Pentru ce valori ale lui m E R vectorii da�i z �i y sunt reciproc per 
pendiculari: 

a) = (m, 3, -1, 2) �i y = (1, m, 2, 5); 
b) z = (m, 2, m + 2, -2) �i y = (m + 2, m, -1, 4)? 

10. S� se determine pentru care a. b. c E R unghiul dintre vectorii 
m = (a+3, b, -2, 3) �i n = (5, -1, -2, c - 2) este nul? Exist� oare a, b, c 
astfel înc­t unghiul dintre vectorii m �i n este n? 
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