CAPITOLUL 6
SPATII EUCLIDIENE

§ 1. Spatii liniare euclidiene
1.1. Definitii, exemple

In capitol precedent spatiul liniar a fost definit ca o multime de elemente
(vectori) in care s-au definit operatiile de inmultire cu un scalar si de adunare
a vectorilor. Insi aceste operatii nu sunt suficiente pentru a defini multe alte
notiuni din geometria euclidiani. De exemplu, numai cu ajutorul operatiilor
de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari nu putem defini lungimea
unui vector, unghiul dintre doi vectori, produsul scalar a doi vector etc.
Pentru a introduce metrica, adicid modul de a misura lungims si unghiuri,
se va folosi produsul scalar. In multimea vectorilor liberi, produsul scalar
a doi vectori este egal cu produsul modulelor acestor vectori prin cosinusul
unghiului dintre ei. Unele proprictiti ale acestui produs se vor lua ca definitie
a produsului scalar intr-un spatiu liniar arbitrar. Cu alte cuvinte, alegem ca
notiune fundamentald produsul scalar pe care-1 definim axiomatic.

Cu ajutorul operatiilor de adunare si de inmultire cu numere a vecto-
rilor si cu ajutorul produsului scalar poate fi descrisd Intreaga geometrie
euclidiana.

DEFINITIA 1. Consideram c4 intr-un spatiu liniar real L este definit un
produs scalar, dacd fiecarei perechi de vectori z,y € L ii corespunde un

numir real, pe care-1 notdm cu (z,y) si care verificd conditiile:

1° (z,y) = (y,x), adicd produsul scalar este simetric (comutativ);

2° (Az,y) = A(z,y), VA € R;

3° (21 + z2,y) = (71,y) + (x2,y) (distributivitatea produsului scalar
fata de adunare);

4° produsul scalar al unui vector cu el insusi este un numar nenegativ:
(z,2) >0, si (z,2) = 0 daci si numai daca z = 0.

Un spatiu liniar real finit dimensional, in care este definit un produs
scalar se numeste spativ euclidian.

ExXEMPLUL 1. In spatiul V3, un produs scalar a fost definit in capitolul
1 p. 7 ca produsul dintre lungimile vectorilor si cosinusul unghiului dintre
ei. Se poate arita cd axiomele 1°—4° sunt intr-adevar satisficute. S3 se
verifice.

EXEMPLUL 2. Consideram in spatiul aritmetic R produsul scalar a doi
vectori:

= (z1,%2,...,&n) Si y=(y1,¥2,...,Yn)
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prn formula

(r.y) = miyn By oo b Ty,
Este usot de verificat ca axiomele 19 3% sunt satisfacute.  Axioma 1
p o A P e \ ol s " . Z_;U
oate de asemenea verificata. deoarece (x.x) = Y. 1% > 0si (x,x) = )_ T,

mmat daca oy =19 = ... = p = 0.
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ExXEMPLUL 3. Considerim un exemplu mai general de produs scalar 11

A4

Fie A = ||la;k|| o matrice patrata de ordinul n. Definim produsul scalar
al vectorilor x si y prin formula:

(r.y) = anriyy +azriye +ooF amIyn Tt
+  apToy + agaT2Ye + -+ Q2uT2Yn T (1)
+  Ap1TpY1 T An2Tnl2 + o+ ApnTnYn-

Analizam conditiile ce trebuic s& verifice matricea ||a;x|| pentru ca expre-
sia, definita prin formula (1), si satisfaca axiomele produsului scalar.

Prin verificare directd ne convingem ci axiomele 2° si 3° sunt satisfacute
pentru orice matrice ||a;x||. Pentru ca axioma 1° sa fie verificatd, adica
pentru ca expresia (z,y) sa fie simetricd fatd de « si y, este necesar si suficient
ca

Uik = Qki, - (2)
adica matricea ||a;;|| sa fie simetrica.

Axioma 4° presupune ca expresia

n
(z,z) = Z ik T;i T (3)
1,k=1
sa fie nenegativa pentru orice xp,x9,.
P =din &= =T =1,

Polinomul omogen (“forma patratica”) definit prin formula (3) se muneste

pozitiv definit, dacd ia doar valori nenegative si se anuleazi in cazul cand toti

z; sunt nuli. Astfel, axioma 4° presupune ca forma patratica (3) si fie pozitiv
definita.

..,&y sl sd se anuleze. numai daca

Prin urmare, o matrice

laik|] determina un produs scalar definit prin
formula (1) daca si numai daca aceasta matrice este simetrica (conditia (2))
s1 forma patratica corespunzitoare este pozitiv definita.

Daca matricea ||ai|| este matricea unitate, adicia daca a; = 1 si a =
0 (1 7 k), atunci produsul scalar (x,y) ia forma:

r

e
(2,y) = L T4 Vi

i1
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si obtinem deci spatiul euclidian definit, in exemplul 2.

I 0
struirea unui produs scalar (forma pitratici corespunzitoare nu este pozitiv

QR e . 0 ,
Exercitiu. Sa se arate ci matricen nu poate fi folosita pentru con-

definita), iar matricea (l 9 defineste un produs scalar.

A

In cele ce urmeaza vor i aratate conditiile simple care dau posibilitatea
sa se verifice daca o forma pitratica dati este pozitiv definita.

EXEMPLUL 4. In spatiul ([a, b] al functiilor continue definite pe intervalul
[a, b] produsul scalar il definim ca integrala produsului acestor functii:

b
MWZ/HMWM

Usor se arata ca produsul scalar astfel definit satisface axiomele 1°—4°.
EXEMPLUL 5. In spatiul P, al polinoamelor de grad cel mult n definim

produsul scalar a doua polinoame ca in exemplul precedent:

b

(R@:/Pmmmp
Axiomele 1°—4° se verifica usor.

1.2. Lungimea unui vector, unghiul dintre doi vectori

Cu ajutorul notiunii de produs scalar, putem delini lungimea unui vector
si unghiul format de doi vectori.
DEFINITIA 2. Numim lungime a unui vector x intr-un spatiu euclidian

numarul

V(z,z). (4)

Notiam lungimea vectorului x cu |2|. Uneori se mai numeste norma! lui
x sau modulul lul x.

Este natural ca unghiul dintre vectori, lungimea vectorului si produsul
scalar si fie legati prin relatia ,obisnuitd” produsul scalar al vectorilor sa
fie egal cu produsul dintre lungimile lor si cosinusul unghiului dintre ei. In
aceasti fraza sensul tuturor expresiilor, cu exceptia expresiei “unghiul dintre
vectori”, sunt deja cunoscute.

Vom descrie posibilitatea definirii notiunii de unghi dintre vectori.

1Se mai noteaza ||z
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Consideram vectorul x —ty, unde ¢ este un numiir real arbitrar. Conform
axiomei 4° a produsului scalar:

(x —ty, x ty)=>0, VtieR.
Apoi, folosind axiomele 1°-—3°, pentru orice ¢t € R are loc:
t*(y,y) — 2t(z,y) + (x,2) > 0.

Trinomul de gradul al doilea in raport cu t din stanga ia numai valori nene-
gative. Astfel, discriminantul trinomului

(z,y)* — (z,2)(y.y) <0.
Din (z,)? < (z,2) (y.y), intrucat (z,) = |z si (4, y) = |y, obtinem

sau echivalent:

DEFINITIA 3. Numim unghi dintre vectorii nenuli z si y numérul

(. y) |

@ = arccos ,
|||yl
adica punem:
(7, y)
cos p = . (5)
|zlly|

Vectorii z si y se numesc ortogonali® daca unghiul dintre ei este egal cu

T . 5
—, adica daca

(z,y) =0.
Un produs scalar va fi nul, dacid macar unul dintre vectori este nul sau
daca ei sunt ortogonali. De exemplu, vectorii @ — (2,-1,3,4) si b =

(1,7,-1,2) din R* sunt ortogonali, deoarece (a, b) = 2.1 + (-1) -7+
3-(-1)+4-2=0.

Cu ajutorul notiunilor introduse mai sus o serie de teoreme din geometria
clementara pot fi generalizate si in cazul spatiilor euclidiene?)

2Sau reciproc perpendiculari.

3S-ar putea desigur defini spatiul euclidian si altfel decat in 8§ 1.1,

. introducand axio-
matic notiunea de lungime a vectorului sj de

unghi dintre vectori (si nu produsul scalar).

Inséd sistemul de axiome corespunzitor ar fi maj complicat
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Vom analiza un caz. Daca z si y sunt vectori ortogonali, atunci este firesc
sa consideram x + y drept | diagonald a dreptunghiului cu laturile z-si y’.
Demonstram ca

|z + y|* = |2 + |y|?,

adica patratul lungimii diagonalei dreptunghiului este egal cu suma pdtratelor
a doud dintre laturile sale neparalele (teorema lui Pitagora).
Demonstratie. Conform definitiei patratului lungimii unui vector notam:

lz+ylP=(z+y, z+vy).

In baza distributivitatii produsului scalar obtinem:

(+y,z+y) = (z,2) + (z,9) + (v,2) + (1, 9)-

Cum vectorii « si y sunt ortogonali:

(z,y) = (y,z) = 0.

Prin urmare,

Iz +y)? = (z,2) + (v, v) = |z|* + |y/?,

ceea ce trebuia demonstrat.

Aceastd teorema se poate generaliza: dacd vectorii x, y, z, ... sunt orto-
gonali doi cdte dot, atunci:

|:1:+y~|—z—i—...|2=|cc|2+|y|2+|z|2+

Remarcd. Modulul vectorului, prin urmare si unghiul dintre doi vectori,
depind de modul de definire a produsului scalar.

EXEMPLUL 6. In spatiul liniar al polinoamelor de grad strict mai mic ca
2 vom defini produsul scalar in doud moduri si vom calcula modulul unuia
si aceluiasi vector in fiecare caz.

Cazul 1. In acest spatiu considerdm baza formati de vectorii e; = 1 si
e; = t. Pentru oricare doi vectori x = z(t) = 1 + zot = z1€1 + T3 =
(z1, 2) si y = y(t) = y1 + v2t = y1e1 + yaea = (Y1, y2) definim

(z, y) = T1y1 + T2y
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(ca in exemplul 2). Pentru un vector concret, z = 1 + 2t se obtine (z, T) =
1.142.2=5, adica |z| = V5.
Cazul 2. In acelasi spatiu definim:

(2, y) = / £(t)y () dt

(ca in exemplul 5). Pentru vectorul = = 1 + 2¢ se obtine:
1 2 1 2 a3
(x, :1:)2/(1+2t) dt:/(1+4t+4t )dt = (t—l—Zt +§t i()— 7
0 0

133

~22 VB

In acest caz, |z| =

1.3. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski

In § 1.2, pentru a putea defini unghiul dintre doi vectori prin formula (5),
a fost demonstrata pe parcurs (printre altele) si inegalitatea:

(z,9)* < (z,2) (3, ). (6)
Accasta inegalitate se numeste inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski*. Uneori
se mai numeste inegalitatea Cauchy, sau inegalitatea Schwarz sau inegalitatea
Cauchy-Buniakovski-Schwarz®.
Exercitiu. Si se arate ci egalitatea in inegalitatea Cauchy-Buniakovski
(6) are loc atunci si numai atunci cand vectorii z si y sunt liniar dependenti.
Am demonstrat inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (6) pentru spa-
tiul euclidian definit axiomatic. Elucidim aceastd inegalitate in exemplele
de spatii euclidiene considerate mai sus (§ 1.1).

EXEMPLUL 7. In Vj (a se vedea exemplul 1), inegalitatea (6) nu inseamna
nimic nou. AIn acest exemplul nu este necesar si se demonstreze aceasti
inegalitate. Intr-adevir, in virtutea definitiei produsului scalar adoptata in

(z,y)

Lina - ||| y]
inainte definiti, de aceea ea nu este mal mare decat 1. in valoare absoluta.

calculul vectorial, marimea

este cosinusul unui unghi dintre vectori

4 . i i .
| Augus.tm—LOUJb Cauchy, matematician, inginer si fizician francez, 1789-1857; Victor
Buniakovski, matematician rus, 1804-1889. ’

5 4
Inegalitatea pentru sume a fost publicatd de Augustin Louis Cauchy in 1821, iar

negalitatea corespunzatoare pentru Integrale a fost formulata de Viktor Takovlevici Bu-

niakovski in 1859 si a fost redescoperitsy
‘ : perita de Hermann S i Al
Schwarz, matematician german, 1843-1921. charz I anul 1858, Heruas
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EXEMPLUL 8. In exemplul 2, produsul scalar in R” este definit prin
formula:

Astfel obtinem:

(,2) = 3 a2, () =S 12

1=1 1=1

Prin urmare, inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski are forma:

(&) < (54) (54)

EXEMPLUL 9. In exemplul 3, produsul scalar are forma:

n

(z,y) = ) aixziyk

ik=1
cu conditiile:
Qi = Ok (7)
s1
T
E a;xTiZg 2> 0 (8)
i k=1

pentru orice z;. De aceea, inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski inseamna.
Daca numerele a;, satisfac conditiile (7) si (8) atunc:

2
n

T n
E aixZiYe | < E @ik Ti Tk E Qik Yi Yk
i,k=1 i,k=1 t,k=1

EXEMPLUL 10. In spatiul liniar C[a,b] cu produsul scalar definit prin

b
g(t) = [ f(t)g(t)di inegalitatea (6) Cauchy-Buniakovski ia forma:

/bf(t)g(t)dt S/bfz(t)dt-/ng(t)dt.

Aceasta inegalitate joacd un rol important in diferite domenii aplicative.
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Vom prezenta o inegalitate care este o consecinta a inegalitatil Cauchy-
Buniakovski.

Pentru oricare doi vectori si y dintr-un spatiu euclidian L aTe loc ine-
galitatea:

(9)

|+ yl < |z| + [yl 5
numita inegalitatea triunghivlui (sau inegalitatea lui Minkowski®).
DEMONSTRATIE. Din
2+ yl* = (z+y,2+y) = (z,2) + 2(z,y) + (4, 9),
intrucat, conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski,
2(x,y) < 2|z|[yl,
rezulta:
: 2
|z +yl* = (@ +y,2+y) < (2,2) +2zllyl + (v, y) = (=] + |y])
adica |z +y| < |z|+|y|, ce trebuia demonstrat. (A se vedea de asemenea §2,
pag. 192).

Exercitiu. Sa se scrie inegalitatea triunghiului pentru fiecare dintre
spatiile euclidiene considerate in exemple 1-5.

In geometrie, distanta intre doud puncte z si y se defineste” ca lungi-
mea vectorului z — y. In caz general al spatiului euclidian n—dimensional,
distanta dintre x si y se defineste prin formula:

d=|z—yl.

Exercitii propuse pentru rezolvare

1. In multimea V3 a vectorilor liberi se defineste produsul a doi vectori
ca produsul modulelor lor. Va fi acesta un produs scalar?

2. In multimea V3 produsul a doi vectori @ si b se defineste ca produ-
sul dintre modulul vectorului a si proiectia vectorului b, inmultitad cu 2, pe

6
Hermann Minkowski, matematician german (1864— 1909) nascut in Aleksotas, Impe-
riul Rus, astazi Kaunas, Lituania; a folosit metode geometrice pentru a rezolva probleme
dificile in teoria numerelor, fizica matematica si teoria relativitatii.
l
Vom insemna cu aceeasi literd vectorul st punctul care indica extremitatea lui. Vec-
toril 1i ducem din originea sistemului de coordonate, (a se vedea Noti la pag. 7 in capitolul
§1).
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directia vectorului a. Va fi acesta un produs scalar?

3. Sa se determine daca produsul scalar in R? poate fi definit prin for-
mula:
a) (z,y) = v1y1 + 2x290;
b) (z,y) = 3x1y1 — T1y2 — Z2y1 + 2@2y0;
c) (z,y) = 3x1y1 + 2x1y2 + T2y + Tayo;
d) (x,y) = 2x1y1 + T1Y2 + Toy1 + 272Y2;
unde = (z1,22), y = (y1,92) € R®.

4. Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor:
a) v1 = (1,-1,2,3,0), v, = (1,2, —1,4,1) in R®;
b) v, =(1,-1,-1,-1,1,2), vo = (2, -2, -3,3,2,1) in R°.

5. Sa se afle modulul vectorului:

a) a = (37 _11 —37 9)9

b)b=(-2,1,-3,2,5).

6. Si se normeze vectorii v = (3,1,2,1), v = (2,1,-1,2), vz =
(—-2,3,—-5,—1), vg = (6,0, =3, —6) in R%.

7. In spatiul R* sunt dati vectorii z si y. S& se afle unghiul dintre ei:
a) r=(4,1,-2,2) siy = (1,-3,3,9);

b) z = (3,-2,2,-1) si y = (—2,4, -2,0);

¢) x=(-1,3,0,-2) siy = (2,-1,-1,1);

d) z =(-2,-2,2,0)siy = (1, -1, -3, -1).

8. In spatiul R® sunt dati vectorii u = (1, V3, V5, VT, 3)siv=(1,0,0,0,0)
S4 se afle unghiul dintre ei.

9. Pentru ce valori ale lui m € R vectorii dati x si y sunt reciproc per-

pendiculari:
a) z = (m, 3,-1,2)siy= (1, m, 2, 5);
b)z=(m,2, m+2,-2)siy=(m+2,m,—1,4)7

10. Sa se determine pentru care a, b. ¢ € R unghiul dintre vectorii
m=(a+3,b,—-2,3)sin=(5-1,-2, c—2) este nul? Exista oare a, b, ¢
astfel incat unghiul dintre vectorii m si n este 7
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