§ 3. Transformarea coordonatelor la o schimbare a bazei 176

18. Ly = Lin(uy,u2), L2 = Lin(vi,v2), u1 = (1,1,0,0), uz = (1,0,1,1),
vy = (0,0,1,1), ve = (0,1,1,1).

19. Fie » > 1 un numir natural si P, multimea polinoamelor cu
coeficienti reali de grad cel mult n. Se cere:

a) si se demonstreze ca in raport cu operatiile de adunare a polinoamelor
si inmultire a unui polinom cu un scalar real, P, este un spatiu liniar real
de dimensiune n + 1;

b) si se demonstreze ci pentru a € R fixat, multimea B = {1,z —a,(z -
a)?,...,(z — a)"}, este o bazi a spatiului vectorial Fp,;

¢) dacid f(x) € P, este un polinom arbitrar, S‘ZL( s)e deduca egalitatea

!/ " n
f(z) = f(a) + f—l(—-'Q(a: —a)+ M(m —a)?+...+ L——(—@(:c —a)" (ultima

! 2! n!
se numeste formula lui Taylor pentru polinoame).

§ 3. Transformarea coordonatelor la o schimbare a
bazei

Intr-un spatiu liniar existd mai multe baze, iar coordonatele oricarui vec-

tor depind de baza aleasd. Cum se schimba coordonatele vectorului la tre-
cerea de la o baza la alta?

Fie B = {e1,ea,...,en} si B' = {e},e5,..., e} doud baze ale spatiului
n-dimensional L. Presupunem céd vectorii €] sunt exprimati prin vectorii
primei baze prin formulele:

’
€1 = aie1 +agz1ez2+ -+ anieén,

r __
€y, = ajpe1 + agz€z + - - - + ap2én,

;o
€ = Q1n€1 + A2n€2 + -+ Apneén,
Definim matricea:

anr a2 ... Qin
as Q . a
A= 1 22 2n
ap1 Ap2 ... Qpp
ale cdreia coloane sunt coordonatele vectorilor ¢/, ¢5, ..., ¢/ in baza B.

Matricea A se numeste matricea de trecere de la baza B la baza B’
Aceastd matrice este nedegenerati, adici det A # (. In caz contrar, vectori
bazei B ar (i liniar dependenti.

Este adevarata si afirmatia inversa: oricare matrice patrata si nedege-
neratd de ordinul 7 este 0 matrice de trecere de la o bazd la alta Intr-un
spatiu.
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Matricea de trecere de la o baza la alta este suficientd pentru a determina
coordonatele oricdrui vector in baza noud, cunoscand coordonatele lui in baza
veche.

Notam cu z; coordonatele vectorului z in baza B si cu 2/ coordonatele
lui in baza B’. Obtinem:

r=2x1€1 + T2 + ...+ xpe, = (21, To, ..., T),

USRI B r ! o [ 4 J
T =216 +Toey + ...+ ae, = (2, s, ..., 2)).

Folosind (1), obtinem:

T =161 + T2 + ... xpe, =xi€] +aheh + ... 2l =
=z (aj1e1 +agiea + ...+ anien)+
+$/2((112€1 + age, + ...+ an2€n)+
+ ... -+—:£;L(a,1n(;1 + agpey + ...+ !Lnn@n) =
= (allaz’l + (L12.’Eé + ...+ alnx;q,)el+
+(ag1 @) + agexh + ... + azny, et
+.o. Flami 2] + an2xh + .+ apna)en.

Deoarece un vector se descompune dupi vectorii bazei in mod unic,
obtinem:

x1 = ana) +ary, + ..+ ainrh,
— / / /
To = 21T + 22Ty + ... + A2, T,,, (2)

_ / / /
Tn = Ap1T7 + @n2ZTy + ...+ Apnx,,,

adica coordonatele z; ale vectorului  in prima bazé se exprimi prin coor-
donatele aceluiasi vector z In baza a doua cu ajutorul transpusei matricei
A.

Formulele obtinute exprima coordonatele ,vechi” ale vectorului z prin
cele ,noi”. Evident, pentru aceasta sunt suficienti doar coeficientii matricei
de trecere A. Formulele (2) pot fi scrise sub forma matriceali:

X=A X, (3)
unde:
I 32',1
) x5
X = . X' =
Tn xl

Pentru a exprima coordonatele vectorului x in baza B’ prin cele din baza B,
este suficient a rezolva ecuatia matriceals (3) in raport cu X':

|
X =AX. (4)
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Acest rezultat se poate formula si altfel. Rezolvam ecuatiile (2) relagiy la

/ N SRR
ah ., xh, oo ;. Obtinen:

,1?’1 - [)H.l'l 1 1)21.1'2 + - 1)17,.1',,,
xhy = barxy + bagry + -+ bany,

'1‘;7 — [)711-171 + [)712-"12 + - hnn-rn«

. . . L4 . l .
unde b,r sunt elementele matricei inverse matricel A’. Prin urmare, coor-
donatele vectorului se transforma cu ajutorul matricer B = ||bik||, care este
inversa lui A', unde A’ este transpusa matricer A, care defineste transfor-

marea baze:.

EXEMPLUL 1. In spatiul R? se trece de la baza canonica B = {e1,ea} cu
e1 = (1,0), e2 = (0,1) la baza B = {e},e5} cu e} = (2,1), e, = (3,2):

a) sa se exprime vectorii bazei B’ prin vectorii bazei vechi B:;

b) sa se scrie matricea respectiva de trecere de la baza B la B’;

c) sa se exprime coordonatele unui vector x in baza B prin cele din baza,
B:

d) si invers, si se exprime coordonatele in baza B’ a vectorului prin

cele in baza B.

Rezolvare. a) Coordonatele noi ale vectorilor e}, e} se scriu in mod
evident:
/
€] = 2e; + eq,
6’2 = 361 + 262.

)
b) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este A = ; 3 > Co-

. / ) . ~ . 2 L
ordonatele vectorului €} formeaza prima coloani a matricei, iar coordonatele
lui e formeazi coloana a doua.
¢) Conform (2), se exprimi coordonatele vechi x1, To prin cele noi:

x1 = 22 + 3,
— /
Ty = x| + 27,

d) Pentr U a exprima coor donatele ,noi” ale vectorului prin cele ,vechl’,
se poate aplica una din dous metode: rezolvand sistemul de la p. ¢) in
r (- N . ) ‘
ap o‘rt €8 necunos(:utelg }, 3 (folosind formulele lui Cramer sau metoda
lui Gauss), sau aplicand formula (4). Vom folosi metoda a doua. Fie

vl

/
— / X
X = . X = 1

) 1./2
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Conform (4). X’ = A~' X. Matricea inversa a lui A este:

| 2 -3
Al =
( '1 2 > ‘
Prin urmare,

< xh _ 2 - r \ 2r, — 312
x —1 2 ro )\ —xr1+2x2 )

Ty = 2x; — 322,
A
Ty = — I -+ 2.)"2.

Astfel,

EXEMPLUL 2. In pl(mul de coordonate O.ry consideram spatiul liniar R?
cu baza canonica ¢; = i = (1, 0) si e, = 3 = (0.1). Vom roti sistemul de

coordonate cu un unghi pozitiv ¢ si fie €], €, (fig. 3) baza noua a spatiului.

Aflam coordonatele acestor vectori: ¢} = (cos ¢, sin ), adica:

by

A S
-
-

A

O er X

Figura 3. Rotirea cu un unghi pozitiv

¢} =cosyp- e+ Sy - e

In mod similar €, = (—sin . cos p), adica:
¢, = —sing - ep +COSE - €.
/ - .
Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este:
( cosyp —sing

sin g CoS ¥

Conform (2), exprimam coordonatele .vechi’ (r,. ro) ale vectorulul arbitrar
s LS D] ! ) .
T prin cele .noi” (x}. T5):
/ A /

r, = COS £ I — Sy Ty,

. / A /
ro = Siny - &y + COS L - Ia.

Irg =
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- hd ~ - / ,
Pentru a obtine formulele de trecere inversa, de la coordonatele noi (f, zh)
la cele vechi, folosim egalitatea matriceala:

/
T
X'=A1X, unde X = (2), X' = .

< o . : . cosp siny . _
Se afld matricea inversa A1 = ) , prin urmare:
—siny cos

Y — cosp sing ) [ x1 .
~ \—sing cosyp T2 )’

o\ cosgo-x1+singo~:1:2) N
’ - .
o —Siny - -x1 +Ccosy- -

X7 = COS - T, + Sin p - To,

Ty = —S8Iny -1 + Cos p - Ia.

Exercitii propuse pentru rezolvare

1. In spatiul R3 se trece de la baza

€1 = (1,0,0), €2 = (0, 1, 1), €3 = (0,0, 1) la baza
e;1 = e2+e3, eh = e + e3, es = e + es.

Se cere:

a) sd se afle matricea de trecere;

b) sd se exprime coordonatele vechi ale oricirui vector prin coordonatele
noi;

c) si invers, si se exprime coordonatele noi ale oricarui vector prin cele
vechi.

2. Matricea de trecere de la baza e; = (1,0,0), e = (0.1,1), e3 =
(0,0,1) la baza e/, eb, ¢4 in spatiul liniar R?® are forma

1 0 0
A=11 1 0
1 1 1

a) S& se exprime coordonatele bazei noi ey, €5, ey prin vectorii e;, €2, €3.

b) Sa se exprime coordonatele vechi ale oricarui vector x prin coordona-
tele noi.
c) Sa se exprime coordonatele noi ale unui vector prin cele vechi.




{ "type": "Form", "isBackSide": false }


{ "type": "Form", "isBackSide": false }


{ "type": "Form", "isBackSide": false }


{ "type": "Document", "isBackSide": false }


{ "type": "Form", "isBackSide": false }

