
§ 3. Transformarea coordonatelor la o schimbare a bazei 

18. LË = Lin(u,, u2), L2 = Lin(v1, V2), u1 =(1, 1, 0,0), uy = (1,0, 1, 1). 
= (0,0, 1, 1), v2 = (0,1,1, 1). 

19. Fie n > 1 un num�r natural �i Pn multimea polinoamelor Cu 
coeficien�i reali de grad cel mult n. Se cere: 

a) s� se demonstreze c� în raport cu opera�iile de adunare a polinoamelor 
�i înmul�ire a unui polinom cu un scalar real, Pn este un spatiu liniar real 
de dimensiune n + 1; 

b) s� se demonstreze c� pentru a¬ R fixat, mul�imea B {1,a-a. (z 
a),..., (-a)"}, este o baz� a spa�iului vectorial P; 

c) dac� f(r) ¬ P, este un polinom arbitrar, s� se deduc� egalitatea 
f(¢) = f(a) + (- a)+...+ -(� a)" (ultima o(-a) + 1! 2! 

83. Transformarea coordonatelor la o schimbare a 

Definimn matricea: 

Într-un spatiu liniar exist� mai multe baze, iar coordonatele oric�rui vec 
tor depind de baza aleas�. Cum se schimb� coordonatele vectorului la tre 
cerea de la o baz� la alta? 

e = a11e1 t 
ez 12 e1 + 

bazei 

Fie B = {e1, e2,..., en} �i B' = {e,e..,e,} dou� baze ale spa�iului 
n-dimensional L. Presupunem c� vectorii e sunt exprima�i prin vectori 
primei baze prin formulele: 

A = a21 

a21 e2 + 
a22 e2 t 

a1ne1 t a2n e2 ttann Cns 

a12 

n! 

U22 
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anl un2 

t an1en 
t an2 en, 

ann, 
ale c�reia coloane sunt coordonatele vectorilor e,, e: , e, în baza B. 

(1) 

Matricea A se numeste matricea de trecere de la baza B la baza B'. 
Aceast� matrice este nedegenerat�, adic� det A #0. În caz contrar, vectorii 

bazei B' ar fi liniar dependen�i. 
Este adev�rat� �i afirma�ia invers�: oricare matrice p�trat� �i nedege 

nerat� de ordinul n este o matrice de trecere de la o baz� la alta într-un 
spatiu. 

se nume_te formula lui Taylor pentru polinoame). 
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Matricea de trecere de la o baz� la alt� este suficientä pentru a determina 
coordonatele oric�rui vector în baza nou�, cunoscând coordonatele lui în baza 
veche. 

Not�m cu T; coordonatele vectorului z în baza B si cu a! coordonatele 
Iui în baza B'. Ob�inem: 

I= I1e1 + T e2 t.. .t Inen = (T1, T2, 
I = The + hez +...+ ,e = (, C, 

Folosind (1), ob�inem: 

A. 

Deoarece un vector se descompune dup� vectorii bazei în mod unic, 
obtinemn: 

unde: 

= a(a11ej + az1e2 +...t an1en)+ 
+ez(a12¬1 + ag2¬, t...+ an2en )+ 

t... +¢, (a1n ej + a2nez +...+ aun en) = 
= (a11 + a12, +...+ ajn T)ejt 
+{az1a + ag2 +... + aznn)egt 
+(an1t an2t...+ann n)en: 

T1 = 011 + aj22 t...t a1ntns 

... 

Tn = ln1 + an2T, t...t apnIns 

X= 

adic� coordonatele a; ale vectorului z în prima baz� se exprim� prin coor 
donatele aceluia_i vector z în baza a doua cu ajutorul transpusei matricei 
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En), 
z). 

X = A: X', 

Formulele obtinute exprim� coordonatele �vechi" ale vectorului z prin 
ccle ,noi'". Evident, pentru aceasta sunt suficien�i doar coeficien�ii matricei 
de trecere A. Formulele (2) pot fi scrise sub form� matriceal�: 

X'= 

X'= A-X. 

(2) 

(3) 

Pentru a exprima coordonatele vectorului z în baza B prin cele din baza. B. 
este suficient a rezolva ecua�ia matriceal� (3) în raport cu X': 

(4) 
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Acest rezultat se poate formula �i altfel. Rezolvàm ecua�ile (2) relativ l 
a, ,... ,a Obtinem: 

= bn1d1 + bn22 t+ bnn Ins 

unde b.k Sunt elementele matricei inverse matricei A. Prin urmare, coor 
donatele vectorului se transform� cu ajutorul matricei B = ||b;*|l, care este 
inversa ui A', unde A' este transpusa matricei A, care define_te transfor 
marea bazei. 

B': 

EXEMPLUL 1. In spatiul R? se trece de la baza canonic� B= {e,, e,} cu 
ej = (1,0), e = (0, 1) la baza B' = {e, e,} cu e = (2, 1), e = (3,2): 

a) s� se exprime vectorii bazei B' prin vectorii bazei vechi B; 
b) s� se scrie matricea respectiv� de trecere de la baza B la B: 

c) s se exprime coordonatele unui vector z în baza B prin cele din baza 

d) �i invers, s� se exprimne coordonatele în baza B a vectorului r Drin 
cele în baza B. 

Rezolvare. a) Coordonatele noi ale vectorilor e, e 
evident: 
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e = 2e1 t e2, 
e% =3e1 t 2e2. 

b) Matricea de trecere de la baza B la baza B' este A = Co 
ordonatele vectorului e, formeaz� prima coloan� a matricei, iar coordonatele 

lui e, formeaz� coloana a doua. 

X= 

c) Conform (2), se exprim� coordonatele vechi 1, T2 prin cele noi: 

1 = 2a + 3t, 

se scriu în nod 

x-(). N=() 

2 3 

d) Pentru a exprima coordonatele ,noi" ale vectorului æ prin cele ,vechi', 
se poate aplica una din dou� metode: rezolvând sistemul de la p. c) in 

raport cu necunoscutele c, c, (folosind formulele lui Cramer sau metoda 
lui Gauss), sau aplicând formula (4). Vom folosi metoda a doua. Fie 
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Conform (4), X= A-X. Matricea invers� a lui A este: 

Prin urmare, 

Astfel. 
)-( 

A= 

C2 

-1 

EXEMPLUL 2. In planul de coordonate O.ry consider�n spa�iul liniar R 

cu baza canonic� ej = i= (1, 0) si e, = j= (0. 1). Vom roti sistemul de 
COordonmate cu un unghi pozitiv p si fie e,, e, (fig. 3) baza nou� a spatiului. 
Aflám co0ordonatele acestor vectori: e = (cos f, sin p), adic�: 

Figura 3. Rotirea cu un unghi pozitiv 

In mod similar e, = (-sin g, cos ), adic�: 

)-( 

¬= cOS ¬1t sin p e2. 

A= 

e, =- sin f e1 tcoS fe2. 

COS 

2.x1 - 3r, 

Matricea de trecere de la baza B la baza B' este: 

sin 

sin 
COS 
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Conforn (2), exprim�m coordonatele ,vechi" (T1, r2) ale vectorului arbitrar 

r prin cele noi" (r, ): 
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Pentru a ob�ine formulele de trecere invers�, de la coordonatele noi (z. z) 
la cele vechi, folosim egalitatea matriceal�: 

Se afl� matricea invers� A= 

Se cere: 

noi; 

X'= A-X, unde X= 

X= COS 0 

- sin p 

)-( 

tele noi. 

COS P 
sin o 

1. In spa�iul Ra se trece de la baza 

a) s� se afle matricea de trecere; 

sin p 

sin o T1 t cOS 

C, = sin p T1 t cOS T2. 

A= 

Exerci�ii propuse pentru rezolvare 

Sin 

COS 

ej = (1, 0,0), e2 = (0,1,1), e3 = (0, 0, 1) la baza 
e = eg t e3, e, = e1 t e3, e = e1 t e2. 

1 

X= 

b) s� se exprime coordonatele vechi ale oric�rui vector prin coordonatele 

c) �i invers, s� se exprime coordonatele noi ale oric�rui vector prin cele 
vechi. 

1 0 0 
1 1 

prin urmare: 

2. Matricea de trecere de la baza e1 (1,0,0), e2 = (0,1, 1), e3 = 

1 1 
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a) S� se exprime coordonatele bazei noi e,, e, e% prin vectorii e1, e2, ¬3. 

b) S� se exprime coordonatele vechi ale oric�rui vector z prin coordona 

c) S� se exprine coordonatele noi ale unui vector z prin cele vechi. 

(0,0, 1) la baza e, e, ez în spa�iul liniar R are forma 
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