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Dezvoltarea in serie Fourier a functiilor pare si impare
Amintim ca dacd f(x) este o functie para, integrabild pe segmentul [—a,a], atunci

f f(x)dx = ZI f(x)dx. Daca f(x) este o functie impara, atunci j f(x)dx=0.
0 -a

Daca f(x) este o functie para si admite dezvoltare in serie Fourier, atunci
produsul f(x)-sinkx este o functie impara, iar produsul f(x)-coskx este 0 functie para si

au loc relatiile: (1) aozgjf(x)dx, ak=3jf(x)co kX dx, bk=1j f (x)sinkxdx=0.
Ty Ty T,

Astfel, in seria Fourier a unei functii pare figureaza numai cosinusuri.
Daca f(x) este o functie impara si admite dezvoltare in serie Fourier, atunci
produsul f(x)-sinkx este o functie para, iar produsul f(x)-coskx este o functie impara si

au loc relatiile: (2) aozij f (x)dx =0, ak=1j f(x)co kxdx =0, bk=3jf(x)sinkxdx.
72.—71 ﬂ—zr 72.0

Astfel in seria Fourier a unei functii impare figureaza numai sinusuri.
Sa se descompune in serie Fourier functia periodica f(x)=x pe

(-7, 7).
Functia f(x) este impara, deci contine numai sinusuri: a, =a, =0,

+£'[coskxdx = —ivrCOSﬂk +izsin kx :g(—l)k”.
ki K k

T

T 0 k 0

b, = EJ.xsin kxdx = E[—lxcoskx
Ty K

Astfel x - 2(5'2 X sm22x L Sin 3x .

+(—1)k+1¥+...j pentru x e(-z, ).

Dezvoltarea in serie Fourier a functiilor pare de perioada 2I
Fie f(x) o functie periodica de perioada 2l, in general diferitd de 2z. Sa

< N . . I . I
descompunem aceastd functie Tn serie Fourier. Punem x=—t. Atunci f(—tj este o
T T
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functie de t periodica de perioada 27 : f(L(t+27z)j= f [It +2Ij ( ] Deci, ea poate
T

fi dezvoltatd in serie Fourier pe segmentul [-z, z]. Punem f (I—tj = ¢(t), atunci:
T

o(t) = %+i (a,cosnt+b,sinnt), cu ao——j¢(t)dt a, =£J¢(t)c0 Nt dt, bnzifgo(t)sinntdt.
T® Tz,

n=1

Revenind la x cu t:lﬁx Si dt:lfdx, avem:

(3) aﬁij f(X)-Iﬁdx=H f(x)dx, a, = Ilj f(x)co Exdx, bn:%f F()sin 2.

Deci, f(x)—?+2(a cosT+b sml—) unde a,, a,, b, se calculeaza folosind (3).

=1
Nota. Toate proprietatile mentionate pentru functiile periodice de perioada 2
sunt valabile si pentru functiile periodice de perioada 2I .
Exemplu. Sa se descompuna in serie Fourier f(x)=e¢* pe intervalul (-1,1).
1

R
-1 e

Avem | =1,

. 1
e* (cos Nz X + N7z sin nzx | (cosnzx+nzsin n;zx)|

1
a, = Iex cosznxdx = jex cosnxdx =

1+ 7°n? | 1+ 7°n? |_1

e e (-n" 1
= >— Coszzn — >— COSzzn = —e——|
1+7z°n 1+7z°n 1+7z°n e

1 _nﬂ_(_l)nJrl e_l
1+ 7%n? e)

-1

X

b, = jex sinznxdx = (sinnzx—nzcosnzx)

-1

Astfel e* —(e——J[ i cosn;rx+i ) nsmn;zxj

l l

1+ 72n?

Minimalitatea coeficientilor Fourier. Inegalitatea Bessel.
Reprezentarea functiei date prin seriile Taylor, Fourier ne sugereaza” ideca
aproximarii functiei date cu sumele partiale S (x) ale seriilor respective. In dependenta

de gradul de aproximare se alege n. In cazul aproximarii f(x) ~ S, (x), valoarea functiei
f(x) coincide cu valoarea lui S (x) Tntr-o multime de puncte (in cazul Taylor, si cu

valorile derivatelor de orice ordin pina la n, inclusiv).
Tn cazul seriilor Taylor se spune ca f(x) este aproximati de polinoame, iar in cazul

Fourier, f(x) se aproximeaza de asa- numitele polinoame trigonometrice.

2
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Dam careva notiuni generale. Fie functia f(x) definitd pe [a, b]. S& evaluim
eroarea comisa cind f(x) este inlocuita cu alta functie ¢(x). Ca masura a erorii putem
considera marimea max|f(x)—¢)(x)| pe segmentul [a, b], numitd abaterea maxima

dintre f(x) si ¢(x). Dar deseori se considera altd masura a erorii, si anume abaterea
R 1 ¢ : s
medie patratica ¢, 52:ﬂ j [f(X)—(p(X)]2 dx (care este mai precisa decit abaterea

maxima).
Definitie. Functiile Tn:%+2(ﬂcoskx+8ksinkx) (9), A’+B>>0, se numesc
k=1

polinoame trigonometrice de ordinul n, neN".

Este ,curioasa” aproximarea functiei f(x), periodici cu perioada 2z, de

polinoame trigonometrice. Mai ales, este interesant care polinoame trigonometrice
genereaza o abatere patratica minima.

Suma partiald a seriei Fourier a functiei f(x), S, (x) =%+Z(ak coskx+b, sinkx) se

mai numeste suma Fourier de ordinul n. Evident, S (x) este polinom trigonometric de

ordinul n. Este justa urmatoarea teorema:
Teorema. Fie, cd f?(x) este integrabila pe [-z, z]. Dacd S, este suma Fourier de

ordinul n, atunci: j[f(x) S (x)] dx = mmT [f(x)- T(x)] dx (10), unde minimul din

partea dreapta se considera dupa toate polinoamele trigonometrice de grad<n.
Daca a,, a,b,  sunt coeficientii seriei Fourier a functiei f(x), atunci are loc

0! “n? ~n

inegalitatea: %+Z(a§+b§)s-j f2(x)dx (11), numita inegalitatea Bessel.
k=L T

(Cu alte cuvinte, abaterea medie patratica dintre f(x) si S (x) este cea mai mica,
dintre abaterile medii patratice dintre f(x) si orice polinom trigonometric de grad<n).
Demonstratie. Avem:

2

T[f(x)—Tn(X)]zdx—j[f (X)+T2(x)—2f(x)- T(x)}dx—jf (x)dxw{ ; +§n:(Ak +B )}

g g 1

—2j f(x)- [—+Z (A co kx+B, sinkx jdx—jf (X)dX+7Z'{—+Z Al + B? } 2A° j f (x)dx —

_zzAkj f(x)co kxdx— ZZB j f(x)smkxdx_j f (x)dx+7{—+Z(Ak +B )}—Zn%_

-
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—2nzn: Aa, —27z§n; B.b, = j f2(x)d x+7{%?+ Aoao}wzzn:(,éf —2Akak)+7zzn:(Bk2 ~2B,b, )=

=(patrate perfecte)= ff f2(x) dx+ﬂw—%ﬁ+ﬂi[(% —ak)2 —aﬂwi[(BK -

_ jf f%x)dx+;{@+§(,&k—ak)2+kz'i:(|3k—bk)z}—”{%?Jkai:(aerbf)]

Deci, valoarea [[f(x)-T,(x)]'dx este minimald, dacd A =a,, A =a,, B, =b,, adica

-

daca 1n calitate de polinom trigonometric T, (x) se considerda suma Fourier S (x) de

ordinul n. Daca T.(x)=S,(x) = f[f(x)—Tn(x)]zdx: | fz(x)dx—n{%g+zn:(af+bf)}203

2 n
—°+Z(ak+b )<—jf (x)dx.
Nota. Din inegalitatea  Bessel poate fi  demonstratd  relatia:

2 +Z(a +b’ )_—j f ?(x)dx, numita egalitatea lui Parseval.

n=1

Exemplu. Sa se scrie seria Fourier trigonometrica si apoi egalitatea lui Parseval

- 1[x <1 3 3 . . &sin’n .
pentru functia: f(x)= . Sa se deduca sumele seriilor numerice: Z sl
0,1<|X/ <7 1
icoszn
S n?
Solutie. Graficul functiei f(x) este:
Y/
e
—7r< f O 1 X
Functia f(x) este parda. Deci b =0. Avem a, :—I f(x)dx——J‘dx—E
T
5

T 1 0
anzlj. f(x)cosnxdx=£jcosnxdx— . Obtinem f(x)—l+32—cosnx Egalitatea
i T zn
Parseval este:
2 &, o 1%, 2 & 4 sin®n 1 1 2&sin’n
—+)>) (a+b)=—| f°"XY)dx&—+) — =—|dxe —+— =1.
2 nZ:;(n 2 7[_-[[ ) 7’ nZ:;‘ﬂz n’ Jz-[ T w45 n?
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0 ain2 _
Obtinem: ZS':2 L =”Tl.

Usor se poate gasi: Z

osn_il sin’ n_zl °°S|nn I
n n=

Dezvoltarea in serie Fourier a unei functii neperiodice
Fie f o functie definita pe [0, I]. Deseori este util ca functia f(x) sa se dezvolte in

serie Fourier dupa cosinusuri sau dupd sinusuri. Astfel, f(x) se prelungeste pe [-I, 0],
astfel incit functia noud F(x) obtinuta, sa fie pard sau impard pe intervalul [-I, 1], Tn

dependenta de problema pusa (adica avem nevoie de descompunere dupa cosinusuri sau
dupa sinusuri).
Fie, ca trebuie sa descompunem functia f(x) in serie dupa cosinusuri. Deci, F(x)

, ) f (—x), -1,0
trebuie sa fie pard. Efectudm prelungirea pe [-I, 0]: F(x) = (=), xe[, 0] :
y f(x), xe[0, 1]
/
I (X
1 x O X [ X

Daca functia datd f(x) verificd conditiile Dirichlet pe intervalul [0, 1], atunci F(x)

va Tndeplini aceste conditii pe intervalul [-I, 1]. Obtinem F(x)=%+2an cos@, cu
n=1

8 = IF(X)dx_IEj;f(x)dx, a, == _[F(x)co S—dX—IEJ:f(X)co Q’IT_XdX_

0

Atunci, pe intervalul (0,1) Tn punctele de continuitate f(x)=a—2°+2ancos@, cu

n=1
coeficientii gasiti mai sus.
Analog se procedeazd cind se cere descompunerea dupa sinusuri:

F(X) = {_ff((x_)x)x’ :[EO[T]I 0], F(x) fiind impara i F(X) = Zb sin nTX cu

|
a,=0,b, = IF(X)Sln@dx——j f(x)sin@dx :
0

Astfel, Tn orice punct de continuitate pe (0, I) avem descompunerea dupa sinusuri a

functiei f(x): f(x)= Zb sin “’I”‘
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Exemplu. Sa se dezvolte 1n serie Fourier dupa sinusuri functia f(x)=1-x, xe[0,1).

Solutie. Efectuind o prelungire imparda pe (-1,0) a functiei f(x), obtinem:

F(x) = {_1_ % xe(-L0) o, graficul:

1-x, xe[0,1)
2\ ; 2\ >
-1

1 0 -
Avem: b, =2j(1—X)sin(n7rx)dx=ni. Deci, pe (0, 1] avem: 1_x=EZS'“(2ﬂX).
0 d T =1




