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Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala ordinara de ordinul n o ecuatie
diferentiald de forma F(x,Vy,Y’,...,y™)=0, (1.1) unde x este variabila independents,
¥= X este functia necunoscuta si Feste o functie continud in careva domeniu G din
spatiul R™,

Daca ecuatia (1.1) poate fi rezolvata in raport cu )/, atunci aceastd ecuatie poate
fi scrisd in forma y™ = f(x,y,y',...,y" ™).

Definitie. Se numeste problemi Cauchy pentru ecuatia y™ = f(x,y,y',...,y"™)
problema care consta in determinarea solutiei acestei ecuatii, care satisface conditiile
initiale y() =y, V() = Y- V70 (%) = .

Teorema de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy. Daca functia

f(xyy,.. ") si derivatele ei partiale in raport cu variabilele y y/,...,)A"" sunt
continue intr-un domeniu D= R™" care contine punctul (X, ¥ J;...., "), atunci exista
un interval (a,5) care contine punctul x, si o singura functie y(x) continuu derivabila pe
(a,b) care verificd ecuatia Y™ = f(x,y,y’,... y" ™).

Din aceasta teorema rezulta ca daca x, este fixat, atunci oricarui sistem de numere
%=C, ¥%=0C,.., AP =cC, astfel ca (C,C,,...,C,) € D ise asociaza o solutie de forma
y=UXC,GC,,..,C,) ale ecuatiei diferentiale.

Definitie. Se numeste solutie generala a ecuatier diferentiale  functia
¥y=uxC,G,,...,C,) care satisface conditiile:

1) #xC,.C,.....C,) este solutie a ecuatiei diferentiale y™ = f(x,y,y’,...,y"™")
pentru orice valori ale constantelor ¢, C,,...,C,;

2) pentru orice (x,¥. V... A7) e D existd asa valori C°,C%,...C% ale
constantelor C,,C,,...,C,, astfel incat functia Y x C”,...,C\”) este solutie a problemei
Cauchy respective.

Definitie. Se numeste solutie particulara a ecuatiei diferentiale
y® =1f(x,y,Y,...y" ) orice solutie a acestei ecuatii care se obtine din solutia

generald pentru valori concrete ale constantelor C,, G, ,...,C,.
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A rezolva o ecuatie diferentiald de ordinul » inseamna a gasi solutia generala,
daca conditiile initiale nu sunt date, si inseamna a gasi solutia particulara, adica solutia
problemei Cauchy, daca conditiile initiale sunt date.

Ecuatii diferentiale care permit micsorarea ordinului
Uneori ordinul ecuatiei diferentiale poate fi micsorat (e exemplu, o ecuatie
diferentiala de ordinul doi poate fi redusa la ecuatii de ordinul intdi). Vom examina
cateva dintre aceste cazuri.

1. Ecuatii diferentiale de forma y™ = f(x). Aceastd ecuatie poate fi rezolvati

prin n integrari. La fiecare integrare se rezolva o ecuatie diferentiala de ordinul intai.

d,V( n-1) d_y( n-1)
ax ax

diferentiala de ordinul intai in raport cu functia necunoscuta !

ecuatic: "V = f(x)ax, ja’y‘”’” :I f(Xdx, Y™ :I f(X)ax+ C,. Analog obtinem

Intr-adevar, cum y” = , obtinem = f(¥). Am obtinut o ecuatie

™D Rezolvam aceasta

Ja =I“ f(x)ax+ C‘l]dx+ C,. Continuand acest proces de » ori, obtinem functia yx),

care este solutia generali a ecuatiei y = f (x). .
Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala y" =2x
Rezolvare. Aplicand rationamentele expuse mai sus, obtinem consecutiv:

03;,:2)(, ay’ = 2 xdx; .[dy’zj-Zxdx, V' =xX+C, d—yzxz+6‘1, ay = (X + G)ax,

yr=2x ax

ay

1 1
E(:gf +Cx+C,, day= (§X3+ C, x+ Cz)a’x,

_fdy=f(x2+Cl)c/X, )/=%X3+ClX+C2,

1 1 1
jdyzj(g)@+ C x+ (,‘2)0’)(, y:E)(‘ +EC'1X2 +C,x+ G,

2. Ecuatii diferentiale care nu contin in mod explicit functia necunoscuta.
Ecuatiile de acest tip au forma F(x,y(k),...,y‘”)):o. Ele pot fi reduse la ecuatii
diferentiald de ordinul n —k cu ajutorul substitutiei y"*) = p(x).

intr-adevar,  y** = p'(x),..., y™® = p"*¥(x). Obtinem F(x,p,p’..,p"")=0,
care este 0 ecuatie diferentiala de ordinul n—k Ramane de rezolvat aceasta ecuatie, de
gasit p(x) siapoi de determinat )(x) din ecuatia diferentiala y® = p(x).

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala x/' = y.
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Rezolvare. Notam y'= p(x) Cum y”"=p’ din ecuatia datd obtinem consecutiv:

Xp'=p, Xd—p= P, d_p:%’ jd—p:j% Injd =Inx+1nC|, p=cx Gisim functia Yx)
dx p X p X
din egalitatea y = c,x Avem consecutiv: %: cx | ay= | cxax y=%6‘lx2 +C,.

Ecuatii diferentiale care nu contin in mod explicit variabila independenta. Fie
ecuatia diferentiala de forma F(y,y’,y")=0 , unde y=y(x) este functia necunoscuta
de variabila x, care nu se contine explicit In aceasta ecuatie. Aceasta ecuatie poate fi
redusa la o ecuatie diferentiala de ordinul intai folosind substitutia y' = p(y).

Py _
aydx Pe
¥ si y" inecuatia F(y,y',y") =0, obtinem ecuatia diferentiala de ordinul intai fata de

- d . N
Intr-adevar, avem )/':E([p( = Introducand aceste expresii pentru

functia necunoscuta p(y): F(y, p, pp’). Ramane sa rezolvam ecuatia obtinuta si apoi sa
determinam y(x) din relatia y'= p(y).

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala y’ = y.

Rezolvare. Fie y = p(3). Atunci y” = pp'. Inlocuind aceste expresii in ecuatia data,
obtinem pp' = p, Sau p(p’ —1) = 0. Aceasta ecuatie este echivalenta cu totalitatea a doua
ecuatii: p=0 si p'—-1=0. Din prima ecuatie obtinem solutia y= C, iar din a doua

ay
y+ G

) ) . a
p=y+C, sl apoi succesiv: FJ; = y+C,

= ax, Iy%ycl:fdx, In‘y+ Cl‘ = X+ In‘CZ‘,
Iny+ C|=1nGel, y=Ce - c. Observim ca solutia y=C rezulti din y=C,e* -C,,
ultima fiind, deci, solutie generala a ecuatiei date.

Substitutia y'= p(y) poate fi aplicata pentru micsorarea ordinului ecuatiei de
ordin mai mare decat doi ~(y, y,..., /") =0.

4. Ecuatii diferentiale cu partea stinga omogena.

Fie ci in ecuatia F(X,Y,Y',...,y™) =0 partea stAngi este omogeni de gradul m n
raport cu variabilele ViV, 7, adica verifica egalitatea
F(xty,ty',...ty™) =t"F(x,y,Y',....y™),t >0. Substitutia y'=yz(x), y=0, reduce
ecuatia data la una de ordinul n-1 fatd de functia necunoscutd z= Ax).Intr-adevir,
avem: y'=(a) =yzryz= yr'+y'=y(2?+7), .., y"=y¢(z,7,..2"7).
Introducand aceste expresii in ecuatia initiala si tinand cont de omogenitate, obtinem

consecutiv F(x, Y, yz, y(z2 + z’),..., y ¢(z, A A )) =0,

y" F(x,l,z,(z2 + z’),..., ¢(z,z’,...,z(”‘1>)) =0
3
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F(x12,(2" +2,..6(2,2',...2"7)) =0 - 0 ecuatie diferentiald de ordinul n-1 cu

functia necunoscuta Ax). Daca z=AxC,C,,...,C,,) este solutia generala a acestei
.. ) . a)
ecuatil, atunci obtinem: y'=y z(x,C,,C,,...,C,,), _))//: z(x,C,,C,,...,.C,,)dx, de unde

2(x,C;,Cy,...,.C_p ) OX

In‘y‘:JZ(X,Cl,CZ,...,Cn_l)dX+In‘Cn‘ s y=CneI - Solutia generald a

ecuatiei.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala (y/)* +3yy” =0.

Rezolvare. Cum (#)* +3(s))(ty") = £[(V)? + 3], partea stanga a ecuatiei date este
o functie omogena de gradul doi fatd de y, ¥ si y. Folosim substitutia y' = yz(x). Cum
Y=yzsl y'= U Z +72), avem succesiv: 7 +3y/(Z +2)=0, 32 +47 =0. Functia z=0
este solutie a ecuatiei obtinute. Din ea obtinem solutia y=C a ecuatiei initiale.

Presupunand ca z=0, obtinem z= Introducand aceasta functie in substitutia

3
4(x+C)’

, . . ay 3y ay 3ax 3
y' = yz(x) obtinem consecutiv dx =4+ C)’ y - ax:C)’ y=CAl(x+C)




