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Ecuatii diferentiale de ordinul I.

Solutii generale, particulare singulare

Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala de ordinul I, ecuatia de forma
F(x,y,y) =0, unde x este variabila independenta, y = y(x)— functia necunoscuta, y'—
derivata ei, F - 0 functie definitd pe careva domeniu G c R®.

Daca ecuatia F(X,y,y)=0 poate fi rezolvata in raport cu y’, atunci putem scrie
y'=f(x,y). Deseori este considerata ecuatia diferentiala echivalentd ei, anume
dy - f(x,y)dx=0 sau, mai general, M (x, y)dx + N(x,y)dy =0.

Din definitia solutiei ecuatiei diferentiale de ordinul n, rezultd imediat definitia
solutiei ecuatiei diferentiale de ordinul I.

Din exemplele expuse in tema NC 4.1. este evident ca o ecuatie diferentiala poate
avea o infinitate de solutii. Pentru a evidentia o solutie anumita a ecuatiei diferentiale,
trebuie de ”cerut” o conditie initiala, care consta in faptul cd pentru careva valoare X, a

lui x este data prealabil valoarea y, a lui y(x): y|X:X =Y, sau y(x,)=Y,. Geometric ar

insemna ca, fiind dat punctul M (x,,y,), trebuie sa se gaseasca curba integrala ce trece
prin M, .

Definitie. Se numeste problema Cauchy a ecuatiei diferentiale y'=f(x,y),
problema gasirii solutiei ecuatiei diferentiale, care verifica conditiile initiale y(x,) =y,

Exemplu: Fie problema Chauchy y'-4x*=0, y(-1) = 4.

Functiile y=x*+C,CeR, sunt solutii ale ecuatiei. Sa gasim CeR astfel incit
y(-1)=4. Avem 4 =(-1)* +C = C =3 Astfel y=x*+3 este solutia problemei Cauchy.

Teorema (de existenta si unicitate a problemei Cauchy): Fie ecuatia y'= f(x,y).
Daca functiile f(x,y) si si f/(x,y) sunt continui Tn careva domeniu D < R?, (x, Y,) D,
atunci in careva vecinatate |x—x|<& a punctului x, existd o singurd solutie y=y(x),
care satisface conditia initiala y(x,) =y, .

Geometric aceasta inseamna, ca prin M,(x,,Y,) trece o singura integrala.
1
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Teorema de mai sus are un caracter local: ea garanteaza existenta unei solutii
y =y(x) Intr-o careva vecinatate a lui x,. Din teorema de mai sus rezulta, ca ecuatia

diferentiala are o infinitate de solutii diferite (de exemplu, una este daca curba integrala
trece prin (x,,y,) , alta daca trece prin (x,,y,)).

Exemple:

1) Fie ecuatia y'=x+y. Atunci functia f(x,y)=x+y este definitd si continua
impreund cu derivata partiald f =1 Tn toate punctele planului oxy. Astfel, pentru orice
conditie initiald datd existd o singura solutie a acestei ecuatii, verifica aceasta conditie.

2) Fie ecuatia y' =33/y* . Avem ci functia f(x,y) :33/? este continua in orice

punct din planul Oxy, dar functia f/(x,y)= % (care nu este nici macar definita peste tot
pe Oxy) nu este continua Tn nici un punct de pe axa Ox(y=0)). Vom aréta, ca exista cel
putin 2 curbe integrale, care trec prin orice punct de pe axa Ox.

Evident, y=(x+C)3, CeR, este solutie a ecuatiei diferentiale date. In afara de
aceasta y=0 (atentie!!!) este solutie, care nu poate fi obtinuta din solutia y:(x+C)3,
oricare ar fi CeR. Dacda vom cauta solutiile acestei ecuatii, cu conditiile initiale
y(0) =0, atunci solutii de acestea sunt o infinitate, printre care:

) yEO y T

0]

0,x<0
[ ] =
y x3, x>0 Y
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Astfel Tn orice punct de pe Ox este incalcatd unicitatea solutiei. Daca vom lua
punctul M (1,2), atunci intr-o vecinatate mica a lui x=1 exista o singura curba integrala a

ecuatiei diferentiale y' =33/y” .

Definitie. Se numeste solutie generala a ecuatiei diferentiale y' = f(x,y) 1n
careva domeniu D de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy functia
y = y(x,C) ce depinde de x, iar C este parametru astfel incit
1) y(x,C) verifica ecuatia pentru orice C e R;

2) oricare ar fi conditia initiala y(x,) =Y, (. Y,) € D, se poate de gasit o valoare C, a lui
C astfel incit solutia y = y(x,C,) sa verifice conditia initiala, adica y(x,,C,)=Y,.

Uneori, in procesul gasirii solutiei generale a ecuatiei diferentiale, obtinem o
relatie de forma @(x,y,C)=0, care nu-i rezolvata in raport cu y si care se numeste
integrala generala a ecuatiei.

Definitie. Se numeste solutie particulara a ecuatiei diferentiale, orice solutie
y=Yy(x,C,), care se obtine din cea generala pentru careva valoare C, a constantei C.
Analog, @(x,y,C,)=0 Se numeste integrala particulara,

Geometric, solutia generala reprezinta o familie de curbe integrale, care depinde de
parametrul C, iar solutia particulara reprezinta o curba din aceasta familie.

Definitie. Orice solutie a ecuatiei diferentiale y'= f(x,y), care nu se obtine din
solutia generala si in fiecare punct al careia nu se respectd unicitatea solutiel, Se
numeste solutie singulara a acestei ecuatii.

Exemplu. Pentru ecuatia diferentiald y'=33/y’ avem cd y=(x+C)’ este solutie

generald, iar y =0 este 0 solutie singulara.
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Sensul geometric al ecuatiei diferentiale y'= f(x,y)

Fie, ca f(x,y) verifica conditiile teoremei de existenta si unicitate in D. Ecuatia
y'= f(x,y) defineste in fiecare punct (x,y)e D valoarea y',adica panta tangentei la
curba integrald (solutia generald) in acest punct. Se spune , ca ecuatia y'= f(X,y)
defineste un cimp de directii. Pentru a-1 construi trebuie ca in orice (x,,y,)eD de

prezentat directia tangentei prin careva segment. Totalitatea acestor segmente ilustreaza
geometric “tabloul” cimpului de directii.

Problema integrarii ecuatiei diferentiale poate fi formulata astfel:

sa se gaseasca o astfel de linie, astfel incit tangenta in orice punct al ei sd aiba
directia, identica cu directia cimpului in acest punct. Aceastd tratare a ecuatiei
diferentiale si a integrarii ecuatiei diferentiale genereaza o metoda grafica de rezolvare
a ecuatiel diferentiale.

Pentru construirea curbelor integrale se folosesc izoclinele.

Definitie. Se numeste izoclina locul geometric al punctelor planului Oxy, Tn care
tangentele la curbele integrale au una si aceeasi directie y'=const.

Din definitie rezulta ca familia izoclinelor ecuatiei diferentiale este determinata de
ecuatiile f(x,y)=k, unde k este parametru. Daca k primeste valori numerice apropiate,
pot fi gasite izocline “dese”, care ar permite construirea aproximativd a curbelor
integrale.

Exemplu. Sa se integreze ecuatia diferentiala y’ = x cu ajutorul izoclinelor.

Familia izoclinelor este: x=k, (x=0,x=%1,x=%2 .

y

\\ T //
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Exista anumite ecuatii de forma particulara, des intilnite in aplicatii, pentru care
s-au gasit metode de rezolvare cu ajutorul carora solutia se exprima folosind primitive
ale unor functii. Tn acest caz spunem ca ecuatia se rezolvi in cuadraturi (integriri).
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In cele ce urmeaza vom mentiona citeva tipuri de ecuatii diferentiale ordinare,
rezolvate prin cuadraturi.

Amintim, ca o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul I poate fi scrisa sub forma
y'=f(x,y),sau F(x,y,y") =0, sau forma diferentiala M (x, y)dx+ N(x,y)dy=0.

Ecuatii diferentiale separabile
Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala cu variabile separate o ecuatie de
forma: M (x)dx=N(y)dy, unde M(x),N(y) sunt functii date continui.

Aceasta ecuatie se rezolva integrind ambele parti dupa argumentul respectiv:
[M(9dx = [N(y)dy.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia xdx =-ydy.

2 2

Avem dex = —_[ ydy = X? + y? =C sau x*+y®=C —integrala generala.

Deseori la integrare constanta poate fi scrisa sub forma : InC, sau In |C|, sau

E,a e R" etc.
(04

Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala cu variabile separabile ecuatia de
forma: M, (x)- N, (y)dx+M,(x)-N,(y)dy=0 sau y'= f(x)-g(y).

Tn domeniul n care M,(x) si N,(y) sunt nenule, putem scrie: 1) g No(¥)

M (x) N, (y)
— 0 ecuatie cu variabile separate. Atunci le(X) = jN (y)
M (x) N (Y)

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia (x+xy?)dx—(y+yx*)dy =0.

Putem scrie

XL+ y?)dx — y(@1+x*)dy =0 < x(1+ y*)dx = y(1+ x*)dy < X ~dx = y ~dy <

1+x 1+y
y
J.1+x J.1+y dy & = In|1+x |_—In|1+y |+—In|C|

De unde Infl+x|=In|C(L+y*)|= 1+x*=C(l+y’) - integrala generald, sau
L+X ¢ cso.
1+y°
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Tn cazul in care avem o ecuatie diferentiald de forma y' = f (x)-g(y) putem scrie:

%= f(x)-g(y) si %: f(x)dx — 0 ecuatie cu variabile separate (in domeniul Tn care
g(y)=0). De unde jﬂzjf(x)dx.
g(y)

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia y’ :«/(y—l)2 .

- dy 2 dy M 2
Putem scrie == =3/(y-1)" sau =dx, unde 1. Avem —1)3dy=|d
. J(y-1) 3T—1)2 y # j(y ) 3 dy I X =

1 X 3 3 -
=3(y-13=x+C sau y=| =+C | +1 —s50lutie generala.
(y-1) y (3 ] \ﬁ tie g

Din ecuatia initiala, evident y=1 este solutie singulara (nu rezulta din solutia
generala oricare ar fi valoarea lui C).

Ecuatii diferentiale omogene si reductibile 1a omogene
Definitie. Ecuatia diferentiala y'=f(x,y) Se numeste omogena, daca functia
f(x,y) este omogena de gradul zero, adica f (tx,ty)= f(X,y).

Daca y'=f(x,y) este o ecuatie diferentiala omogena, atunci putem scrie:

y'=f(x-1x-2). cum fx-1x-Y)= f(l,lj, atunci putem nota 2 —u=u(x). De unde
X X X X

y=u-x sl y'=ux+u. Ecuatia capata forma: u'’x+u= f(Lu) sau u’= f(L,u)—u — O ecuatie
cu variabile separabile.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia x-y' = y(1+ In lj.
X

Putem scrie y'=1(1+lnlj si evident f(xty)=f(xy). Punem L-up)=y=u-x si
X X X

y'=u’x+u. Inlocuind Tn ecuatie, obtinem:

[Z _ 2 _ 'y du —
ux+u=ul+Ihu)<ux+u=u+ulnusux=ulnues —-x=ulhu <

dx
du du NG
— =xdx=> —:J'xdx<:><:>ln|lnu|:—+C
ulnu ulnu 2
y| x° . 3
sau In{ln= :7+ C - integrala generala.
X
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Uneori ecuatia omogena mai este scrisa sub forma P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0,
unde P(x,y) si Q(x,y) sunt functii omogene de acelasi ordin, adica P(tx,ty) =t"P(x,y) si
Q(tx,ty) =t"Q(x, ) .

Tn acest caz, avem a_ y'=—m, lar functia f(x, y)=—M este omogena de
dx Q(x,Y) Q(x,Y)
grad zero.
Exemplu. (x+ y)dy = (y —x)dx.
Avem g—yzy'zu. P(x,y)=y—-x si Q(xy)=y+x sunt functii omogene de grad 1.
X Y+ X

Functia f(x, y):u este omogena de grad zero. Punem y=u-x. Avem y' =u'x+u si
Y+ X

: — o X(u-1) . —u’-1 du u?+1
u'x+u= = —usux= —X=-
UX + X x(u+1) u+1 dx u+l
1 1
<::>u2Jr du=—%:>f( 2u +— ]du=— %Q
u-+1 X u"+1 u +1 X
1 2 2 C C
& = Infu? +1]+arctgu = In|C|-In|x| < InVu? +1+arctgu =In |=| < arctgu = In .
2 X xyvu? +1
i i C : -
Revenim la notatia u=2, avem arctglzln ———| — integrala generala.
X

X VY + X

X+by+c . ) )
AX+Y 1} CU c2+c2>0 (daca ¢ =c,=0, atunci ecuatia

a,X+b,y+c,

Fie ecuatia y'= f(

este deja omogena).

Daca Zi b =0, facem schimbul de variabile x=x +h, y=y,+k, unde (h,k) este
2 2
i i i X ¢, =0 )
solutie a sistemului ax+hy+G , care duce la ecuatia omogena vy, = f aX+hy, :
a,x+b,y+c,=0 2%, +0,Y,
Daca | . =0, atunci &b _, sl a, = 1a,,b, = Ab,. Obtinem:
a‘2 2 ai bl
' ax+by+c
o[ BB iy
A(ax+by)

Cu ajutorul notatiei ax+by=2z, care implica relatia z'=a +by’, obtinem o ecuatie cu
variabile separabile z' =a, +b¢(z).
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Ecuatii liniare de ordinul I. Ecuatii Bernoulli
Definitie. Se numeste ecuatie liniara de ordinul | ecuatia liniara fata de functia
necunoscuta y si derivata ei: y' + p(x)-y=q(x).
Daca q(x) =0, atunci ecuatia se numeste omogena, altfel se numeste neomogena.
Ecuatiile liniare omogene vy'+p(x)-y=0 sunt de fapt ecuatii cu variabile

dy

separabile, care se rezolva astfel: y'=-p(x)-y < —==-p(X)d x> y= Ce*I PeIee
y

Una din metodele de rezolvare ale ecuatiilor liniare este metoda Bernoulli, se cauta
solutia sub forma y=u(x)-v(x)=u-v. Atunci y'=uv+u/. Inlocuind in ecuatie,
obtinem: u'v+uv'+ p(x)-uv=q(x) & uv+u(V+px)-v)=q(x). Alegem (!) functia v(x)
(concretd), astfel incit expresia din interiorul parantezei sa se transforme in zero, adica

e 5 : ~[p(x)d : :
V' + p(x)-v=0 — o ecuatie liniara omogena cu solutia v=e Joe " Atunci uv=q(x) si
' [poodx . . . - . : :
u'=q(x)-e si separind variabilele, gasim u(x) si respectiv y.
Exemplu. Sa se rezolve problema Cauchy: y’+§- y=x>+x, y(-1)=0.
X
Solutie. Cautam solutia sub forma y=u-.v. De unde y =uv+u/. Avem

[Z ' 3 3 1, (r 3\/) 3
uv+uv +—uUv=X"+X= = UuUVvV+UlV+— |=X +X.
X X
Gasim v din conditia: v+ -0 oo (V34 inpy--amfx sau
X dx X v X

V_l
X

7 5

1 du X' X
Avem uv=x"+x=u" =X +x=—=x"+x" = [du=[(x* +x" Jix=u="+—+C.
x° dx 7 5

1 7 5 4 2
3

Astfel y=— XX clsau y=X—+X—+£3 — solutie generala.
x>\ 7 5 7 5 X

Gasim solutia particulara din conditia initiala y(-1)=0:

4 2
0=%+1—C =C :E: y=X—+X—+% — solutia particulara.
X

de rezolvare a ecuatiilor liniare este metoda Lagrange (metoda
variatiei constantei).
Fie y,=C-e /" solutia generald a ecuatiei omogene y'+p(x)y=0, asociate
ecuatiei liniare neomogene y'+ p(x)y =q(x) .
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Mai departe, considerim C ca functie de x, adicd C(x). Atunci y=C(x)-e_Ip(X)dX.

VVom inlocui aceasta functie in ecuatia initiala, de unde vom gasi C(x).
Tn exemplu de mai sus y'+§- y=x*+x ecuatia omogend asociatd este:
X

y’+§-y:0©ﬂ:—gdx:jﬂ:—jédxa In|y|==3In|x|+In|C| < In|y|=1In %
X y X y X X

solutia generala a ecuatiei omogene.

C
C:’YO:? -

. Inlocuim y' si y in

/ 3_ 2.
Fie yz%. Sa gisim C(x). Avem y':C (x)-x XGSX C(x)
ecuatia initiala:
C’(X)-XS—BXZ.C(X) 3 C(X)
6 +_‘ 3 =
X

C x> C (3x) _3CSX) +3C£x)
X X X X X

=xX+xoC'X)=xt+x'=

X' x> =
:>C(x):J.(x6+x4)d x:>C(x):7+?+C.

4 2 ~

7 5
Atunci y:i3 X X4 ¢sau y:X—+X—+£3 — solutia generala.
L7 5 7 5 X

Definitie.  Se  numeste  ecuatie  Bernoulli, ecuatia de  forma:
y'+p(x)-y=q(x)-y*,a e R\{0,1}.
Ecuatia Bernoulli poate fi rezolvata prin trei metode:
a) metoda Bernoulli: se cauta solutia sub forma y=u-v;
b) metoda Lagrange (de variatie a constantei);
c) se face substitutia z =y, care ne duce la o ecuatie liniara fati de z’ siz.

Ecuatii in diferentiale totale. Factorul integrant
Definitie. Ecuatia diferentiala de forma P(x, y)dx+Q(x, y)dy =0, unde partea stinga
a ecuatiei reprezinta diferentiala totald a unei functii u(x,y), definitd pe un domeniu
D c R?, se numeste ecuatie cu diferentiale totale (exacta).
Tn acest caz solutia generald a ecuatiei va avea forma implicitd u(x,y)=C, unde C
este o constanta arbitrara.
Teorema. Daca ecuatia P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 este o ecuatie cu diferentiale totale

si P(x,y), Q(x,y) au derivate partiale pe domeniul simplu conex D cu P/, Q. continui,
atunci are loc egalitatea P/(x,y)=Q/(X,y). Si invers, dacd P/(x,y)=Q;(x,y), atunci
avem o ecuatie n diferentiale totale.
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Tntr-adevir, daca du(x, y) = P(x, y)dx + Q(X, y)dy, atunci
u (%, y) =P(x, ), uy(x,y) =Q(x,y) . Cum ug =uj = P/ =Q;.
Fie , ca se cere gasirea functiei u(x,y). O metoda de gasire este prezentata la tema

”Integrale curbilinii de speta I1” (vezi NC 3.5.).
Vom aréta altd metoda de gasire a lui u(x,y).

Avem Z—u: P(x,y) si %J:Q(x, y). Fie (x,,y,) e D. Integrind prima egalitate dupa x,
X

avem: u(x,y) = j P(x,y)d % ¢(y), unde ¢(y) este o functie arbitrarda ce nu depinde de x,
Xo

dar care trebuie gasitd. Derivind ultima relatie dupda y, avem

%“= [P y)dx+ ) (y) = [Qu(x, y)dx+)(y). De unde Q(x,¥)=Q(XY)~Q(%, )+ (y)-

Astfel ¢} (y)=Q(x, ) = o(y) = [Q(x,,y)d 3. Deci, u(x,y)=[P(x y)dx+ [Q(x,y)dy i

Xo Yo

X y
integrala generald a ecuatiei este J P(x,y)dx + J Q(x,,y)dy=C.

X0 Yo

X y
Analog, putem demonstra formula j P(X,Y,)dx + JQ(X, y)dy =C.

Xo Yo

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia (x+sin y)dx+(xcosy+siny)dy=0.
Solutie. Avem P(x,y)=x+siny, Q(x,y) =xcosy+siny. P/=cosy, Q,=cosy si P/=Q,

X "

Deci avem o ecuatie 1n diferentiale totale. Luam (x,,y,)=(0,0). Atunci

X y X y 2
u(x,y) =.[P(x, y)dx+IQ(0, y)dy = .[(x+sin y)dx+j(0-cosy+sin y)dy :X?+ xsiny—cosy+1 si
0 0 0 0

2
solutia ecuatiei diferentiale este X?Jr xsiny—cosy=C.

Factorul integrant. Fie ca ecuatia P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 nu este ecuatie n
diferentiale totale, adicd P =Q;. Ne propunem si gasim o functie u(x,y) astfel incit
1-P(x, y)dx+ 1-Q(x,y)dy =0 sa fie o ecuatie in diferentiale totale. Aceasta inseamna, ca
(u-P) =(uQ), e uy-P+uP=p-Q+uQ,  <(P-Q) u=p -Q-u,-P. Functia
u(x,y) Se numeste factor integrant.

Gasirea lui x se reduce la rezolvarea unei ecuatii diferentiale cu derivate partiale,
care este complicata. Astfel, vom examina cazuri particulare ale ultimei ecuatii.

10
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L . : du P/-Q; <
Fie, cd p=p(x), adicd u;, =0. Obtinem: (Py'—Q;)-/,z:y;-Q@—ﬂ:Adx. Daca
P'-Q : : : : . : _
h-Q depinde numai de x, ultima ecuatie este privita ca o ecuatie cu variabile
' ’ JL;_Q;dX
Q

: : P/ -
separabile, atunci |n|y|:IyTQ*dx. Putem lua x=e

! !

A . e . P/ — . . .
In mod analog, daca consideram u = u(y) sl cerem ca - PQX sa fie functie numal

o
. r_Pr ) Md
de y, atunci |n|y|=j%dy si luam u:eJ P

Uneori putem considera cazuri cind factorul integrant are si alte forme:
u(xxy), y(xziyz), y(lj etc.
X
Exemplu. (2xyIny+ y?cosx)dx+ (x* +ysinx)dy =0.
Solutie. P(x,y)=2xyIny+y?cosx, Q)(x,y)=X*+ysinx si
P, =2x(Iny+1)+2ycos x, Q; =2X+ycosx i
P, —Q, =2xIny+2Xx+2ycosXx—2Xx—ycosx=2xIny+ycosx.

P/-Q: _ 2xIny+ycosx 1

Avem ca = - = depinde numai de y. Gasim
P 2xyIny+y“cosx 'y
Q)/(_Py' 1 l ~ - - - m . -
dey:—j—dyz—lnM. Astfel In|g|=~In|y|= x==. Inmultim ecuatia initiald cu
y y

2
yzl, avem: (2xIny+ ycosx)dx+[x—+sin x]dy:O. Aici
y y

2
P(x,y)=2xIny+ycosx, Q(x,y):x—+sinx si P;=§+COSX, Q;:Q+cosx:> P =Q;
y y y

X"

Consideram (x,, Y,) = (0,1) . Atunci
X y 02
u(x,y) = J(len y + ycos x)dx + J'[—+sin0jdy =x*Iny + ysinx.
y
0 1

Deci x*Iny + ysinx=C este integrala generala.
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