ROBLEME CE DUC LA NOTIUNEA DE
ECUATIE DIFERENTIALA. GENERALITATI

Studierea proceselor, care au loc in lumea Inconjurdtoare este insotitd de
determinarea legitatilor acestora. Nu intotdeauna insd este posibild determinarea
dependentei functionale intre marimile, care descriu unul sau alt proces. Deseori mai
usor se stabileste viteza variatiei unora dintre aceste marimi in raport cu celelalte. Vom
indica niste probleme solutionarea carora duc la astfel de descrieri.

Problema 1. Determinarea temperaturii uni corp.
Fie, ca un corp cu temperatura ¢, in momentul de timp t=0 este plasat intr-un

mediu cu temperatura a , unde ¢,>a . Sa se gaseasca legea 4(t) de variatie a

temperaturii corpului (evident, in raport cu timpul).

Solutie. Din fizicd se cunoaste, cd viteza de racire a corpului este direct
proportionala diferentei dintre temperatura corpului si temperatura mediului in care este
plasat. Deoarece functia 4(t), care arata temperatura in momentul de timp t , este

descrescatoare, folosind sensul mecanic al derivatei, avem: z—f:—k(ﬁ(t)—a) (1),

unde k — coeficient de proportionalitate. Astfel, functia cautata 4(t) trebuie sa verifice
relatia (1).

Problema 2. Determinarea ecuatiei liniei, care satisface conditiile date.

Fie » o linie din planul Oxy , pentru care ordonata punctului de intersectie cu axa
Oy a tangentei duse la ea, este egala cu dublul ordonatei punctului de tangenta. Sa se
gaseasca ecuatia acestei linii.

Solutie. Fie y graficul functiei y=y(x) , ilar M(x,y(x)) un punct arbitrar al liniei.
Ecuatia tangentei la » in punctul M este Y —y(x) = y'(x)(X —x) .
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Punctul de intersectie al tangentei cu axa Oy este (0, y(x)-y'(x)-x) . Din conditie:
y(X) =Y (X)-x=2y(xX) = x-y'(X)+y(x)=0 sau y'-x+y=0 (2). Deci, ecuatia liniei cautate
este functia ce verifica ecuatia (2).
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Problema 3. Oscilatiile libere ale greutatii.

Consideram oscilatiile libere ale unei greutati de lungul axei OX sub actiunea
unui arc elastic. Daca abscisa pozitiei de echilibru a greutatii coincide cu originea
coordonatelor, atunci proiectia pe axa OX a fortei de elasticitate este F=-kx ,
proportionala abaterii x. Sa se gaseasca dependenta coordonatei X de timp.

Solutie. Conform legii a Il a lui Newton F =ma. Astfel, ma:—kx:>a:—£x.
m
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Folosind sensul mecanic al derivatei, obtinem F:——x (3). Deci, coordonata x(t)
m

verifica relatia (3).

Ecuatiile (modelele matematice), care contin derivatele functiilor necunoscute
sau diferentialele lor (de exemplu 1, 2, 3) le vom numi ecuatii diferentiale.

Astfel, unul din modurile de studiere a proceselor din naturd consta in alcatuirea
ecuatiilor diferentiale, care descriu aceste procese. Mai mult, proceselor care difera
calitativ le pot corespunde ecuatii diferentiale similare. De exemplu, ecuatia
y'=kx,k e R, descrie mai multe procese, cum ar fi: dezintegrarea elementelor
radioactive, fermentarea drojdiei, gasirea presiunii adincimii. Ecuatiile de tipul
y'+w’y=0,weR , apar la cercetirile oscilatiilor moleculelor, pendulelor matematic

si fizic, numita deseori ecuatia oscilatiilor armonice.

Definitie. Se numeste ecuatie diferentiala o ecuatie Tn care se contine una sau
mai multe variabile independente, functia necunoscuta de aceste variabile si derivatele
sau diferentialele ei de careva ordine.

Cel mai mare ordin al derivatelor sau al diferentialelor, care se contin in ecuatia
diferentiala se numeste ordin al ecuatiel diferentiale. Daca functia necunoscuta
depinde de o singurd variabilda, atunci ecuatia se numeste ecuatie diferentiala
ordinara. Daca functia necunoscutd depinde de mai multe variabile, atunci ecuatia
diferentiald se numeste ecuatie diferentiald cu derivate partiale. In cele ce urmeaza,
vom studia ecuatii diferentiale ordinare, fara a mentiona aceasta.

O ecuatie diferentiala de ordinul n cu variabila independenta x si functia
necunoscutd y = y(x) se scrie sub forma F(x,y,V’...,y™)=0 (4), unde domeniul de
definitie al functiei F este multimea G — R™?, iar y',y”,...,y™ sunt derivate ale functiei
necunoscute.
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Definitie. Se numeste solutie a ecuatiel diferentiale (4) orice functie y=y(x),
care poseda pe careva interval | derivate pina la ordinul n, inclusiv, si care verifica
ecuatia data pentru vxel .

Exemple.

1) Pentru ecuatia diferentiala y” + y =0 functia y =sinx este solutie pe intervalul
| =(-0,0). In general, orice functie de forma y=c,sinx+c,cosx, unde c,c, sunt
constante arbitrare, este solutie a ecuatiei date.

2) Pentru ecuatia diferentiala y’x—x?—y=0, functiile de forma y=x*+cx,ceR,
este solutie.

3) Pentru ecuatia diferentiala y’'- x+ y =0 orice functie de forma y -C ceR, este
X

solutie.

A rezolva o ecuatie diferentiald inseamni a gisi toate solutiile ei. Tn multe cazuri,
solutiile ecuatiei diferentiale se gasesc prin integrari. Astfel, se spune a integra o
ecuatie diferentiala. Mentionam, ca nu orice ecuatie diferentiala poate fi rezolvata
prin integrari. Se folosesc alte metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale (folosirea
seriilor, metodei lui Euler, aproximatiile etc.).

Graficul solutiei ecuatiei diferentiale se numeste curba integrala a ecuatiel
diferentiale.



