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1 Integrale de suprafata de speta intai
{ Integrala de suprafata de speta intdia reprezinta o generalizare a mtegrale1 duble, tot
O

asa cum, de exemplu, mtegrala curbilinie de speta intaia reprezinta o generalizare a
notiuni de mtegrala definita.

Problemi: Si se determine masa unei suprafete materiale neomogene S, netedi pe
parti s1 de arie finitd (suprafata cuadrabila), daca este cunoscutd densitatea de repartifie
amasei £(X,),Z)pe o unitate de suprafata, functia £(X,y,Z) fiind o functie continu
in punctele suprafetei S (Vezi Fig.1).

mg = ”Sy(x,y,Z)dS(l)



1. Definitia integrale de suprafata de speta intaia.
Fie f(x,y,z) o functie marginita, definita in fiecare punct al unei suprafete S,

netede pe parti. Divizam aceasta suprafata, in mod arbitrar, cu ajutorul unor lini
netede pe portiunt, in » parti 5,955, ...,95,, ariile carora sunt, respectiv AS;,AS,, ..., AS.
In fiecare din suprafetele elementare S; alegem, de asemenea in mod arbitrar, cate un
punct Pi(x;y,z:), i=1,2,...,n

Suma

Zf(‘,»hw )AS; (2)
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se numeste sumd integrala Riemann a functie1 f pe suprafata S. Daca exista limita finita
O ale sumelor mtegrale cand A =max{diamS,-} — 0, care nu depinde nici de modul de

divizare a suprafeter S in suprafete elementare, nic1 de alegerea punctelor P; in fiecare
din domeniile elementare ;, atunci aceastd limita se numeste integralda de suprafata de

spefa intai $1 se noteaza cu simbolul I j o f(x,y,2)dS sau ” ; f(P)dS.

Din definitie rezulta

n

[[of(x.y.2)dS = lim ¥ f(x.,.2)AS; (3)

A—0 i1




/l\ 2. Sensul geometric.

O

AS)=|[dS . (4)
S

3. Sensul fizic. Fie ca pe suprafata S, neteda pe parti s1 cuadrabila, este repartizata
masa cu densitatea de repartifie pe o unitate de suprafata u(x,y,z), u(x,y,z) fuind o functie
continud in toate punctele suprafeter S. Atunci

Mg = ”S u(x,y,z)dsS . (5)
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O 4. Conditii de existenta a integralei de suprafata de speta intai
Teorema 1.(Conditie necesari) Daca functia f (X, ), Z) este integrabila pe

domeniul de integrare S , atunci ea este mirginitd pe acest domeniu.
Teorema 2. (Conditie suficienti) Daca functia f (X, ), z) este continua pe

domeniul de integrare S atunci ea este integrabila pe acest domeniu.
Acceptam ambele teoreme fara demonstratie.
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5. Proprietatile de baza ale integralei de suprafata de speta intaia

Proprietatile integrale1 de suprafata de speta intair sunt stmilare proprietatilor
integralelor definite, duble, triple si ale altor integrale cu defliniti1 similare. De aceea
enuntam cateva proprietati fara a le demonstra.

Iie S este domeniul de integrare si f(x,y,z),g(x,y,z)sunt doua functii
continue pe acest domeniu. Atunci:

I. Daca f(x,),2) este integrabila pe domeniul S si ¢ este o constanti, atunci,

pe acest domeniu, este integrabila si functia ¢+ f (X, ), Z) siare loc egalitatea

J.j‘ &+ (% 9,2)dS=¢" j- j J(x; ¥.2)dS
S S

2. Daca functiile f(x,),2) si €(x,),2Z) sunt integrabile pe domeniul S | atunci
este integrabila pe acest domeniu s1 suma (diferenta) lor s1 au loc egalitatile

[[lf ..t gy, 2)|S =

S

= I JS(x,y,z)dS :tﬂg(x, ¥,z)ds.
S S
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3. (Proprietatea de aditivitate) Dacd domeniul S este divizat in doud domenii g
conexe 9, si 3, , fird puncte interioare comune, si f (X, ,z) este integrabila pe S ,

atunci aceastd functie este integrabila pe fiecare din domeniile S, si 3, si are loc
egalitatea

H f(x,y,2)dS ”f(\ y,2)dS +H f(x,y,2)ds.

4. Daca functiile f(x,),2) si g(x V,Z) sunt 1ntegrablle pe domeniul S si
f(X,y,Z) S g(xa,yaz)av(':\ayaz) & ‘S 5 atunCl

” f(x,y,2)dS £ j j g(x,v,z)dS.
S

S
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1\\5 5.Dacd f(x,y,z) este integrabild pe domeniul S , atunci este integrabili pe

acest domeniu s1 functia |f (x,),2 )‘ s1 are loc egalitatea

J‘J‘f(l‘,,\’,z)dS < J‘“f(\’ J",Z)| s
S ;

6. Daca f(x,),z) este continui pe domeniul S, si

m=min f(x,y,z),M =max f(x,y,2),Y(x,y,z) €S  iar A(S) este aria

domeniului S . atunci

m-A(S) < ” f(x,y,2)dS <M - A(S).
S

/
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7. (Teorema despre medie) Daca f(x,),2) este continui pe domeniul S atunci

existd un astfel de punct (X ,¥ ,z ) €S incat

U fx,y,2)dS=f(x",y",z°)- A(S).
S

Marimea f(x",y".z") reprezinta valoarea medie a functiel f(x,5,2) pe domeniul

(



6. Calcularea integralei de suprafata de speta intai.
Fie cd functia f(x,y,z) este continud pe suprafata neteda S, definita de ecuafia sa
z=z(x,y), unde z(x,y) s1 derivatele partiale ale e1 z.(x,y) st z(x,y)sunt continue pe

-

domeniu inchis D,,, care este proiectia ortogonala univoca a suprafete1 S pe planul Oxy.
Divizam suprafata S in part1 5,3, , ...,3,, arule carora sunt respectiv 45;, 4S,, ...,49,

s1 proiectiile lor pe planul Oxy le notam cu Dy, Doy, ..., Dy, care au respectiv ariile

A0;1,. A03,..., 40,. Fie P(x;,y,z) €3; $1 zi=z(x;,y;).Vom arata ca are loc formula(fig. 2):

AS; = \/l L0091 + [25(x;, ; W AS,i=1,...n.
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1 Avem
Zf(w,,-)AS—Zf 2 )] 1 425 )P +12,05. 7P AG, (6)

Suma din partea stanga a aceste1 egalitati este suma integrala Riemann a functiei
flx,y,z) pe suprafata S, 1ar partea dreapta este suma integrala a functiei

N Mxy,z(x,p)] \/ 1+ [z.’\_(.wc,y)]2 + [z:,(x,._v)]2 pe domeniu D. Trecand la limita cand 4 — 0 in
egalitatea (6) obtinem formula de calcul a integm/ei de suprafata de speta intai :

“‘5 J(x,y,2)= “D“ 11x,,2(x,p)] \/l Z (%, 1) [7;.(.\‘,)‘)]2(,7'.\‘4{_\’ (7)
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Sunt de asemenea adevarate formulele:

[ Gen)= ][, fxs(e 2= DR ke P 8
[/ G02).0.2) =[], Ml 32N+, 20 + 3G )P vz (9

Formulele (7), (8) st (9) reduc calculul integraler de suprafata de speta intai la
calculul uner integrale duble pe un domeniu din planul Oxy, Oxz s1 respectiv Oyz.
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1& 7. Aplicatiile integralei de suprafata de speta intai
1) Calculul ariei suprafetei. Aria suprafete1r S se calculeaza dupd formula (sensul
geometric):

A(S) =] ds.(4)

2) Calculul masei. Masa Mg a suprafete1 § pe care este distribuitd masa cu densitatea
u(x,,z) pe o unitate de suprafata se calculeaza dupa formula (sensul fizic):

mg = j j GH(X, y,2)dS (5')
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3) Calculul momentelor statice, coordonatelor centrului maselor si a momentelor g

de inertie a unei suprafete materiale.

1 Ca s1 1n cazul, de exemplu, mtegraler duble sau triple, se demonstreaza ca daca pe
suprafata S este repartizatd masa cu densitatea u(x,y,z) pe o unitate de suprafata, atunci

O  momentele statice M,,, M.., M,-, coordonatele centrului maselor C(x. ,yv. ,z.) sl

momentele de mertie 7., 1, L., 1, I,-, I.-, I, se calculeaza dupa formulele:

M,, = I J' JZH(X,y,2)dS, M, = _[ j' JYHu(x,y,2)dS, M, = j' I gXH(X,y,2)dS;
M. M .. M.

VZ XZ N

X. = —, Y. = 5 —

. C
mg Mg Mg

I, = _US, (.1’2 + zz),u(x, ¥,z)dS, 1, = ”9 (x* + zz)y(.\', y,z)dS, I, = _Us(x2 - yz Yu(x, y,z)ds ;
I, = ﬂszz X, y.z2dS, 1., = j js ¥l y,z2)dS, I, = j Is x? u(x, y,2)dS -
I = HS(x2 + y2 + z° yu(x,y,z)ds.




l\ 1. Sa se calculeze integralele de suprafata de speta intai:

) [ \/ | +4x” +4y%dS, aici Seste partea paraboloidului de rotatie
s

2 2 v "
z=1-x"—y", tdiata de planul Oxy;

. o o £y B 2 i o s
2) [[(xy+ yz+x2)dS, aici Seste suprafata conicd z = JaZ+ 7 taiata de
s

s 9, D)
cilindrul x + y~ =2x;

S w e . o A > I - oy .
3) [[xdS, aici Seste suprafata sfericd x* + y* +z° = R”_ situatd in primul octant;
;
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