Integrale duble

3.5.1 Integrala dubla

Definitia integralei duble a functiei pe un dreptunghi.

Fie functia f(x,y) definitd pe dreptunghiul R = [a < x < b] X [¢ < y < d]. Consideram
partitia segmentului [a, b] in segmente elementare, cu ajutorul punctelor a = zg < 77 < x9 <
- < x, = b, i respectiv [c,d] cu ajutorul punctelor ¢ = yo < y; < yo < -0 <y, = d.
Dreptele © = x¢, k = 0,1,2,....,n,siy =y, | = 0,1,2,...,p, divizeaza dreptunghiul R in
np dreptunghiuri elementare Ry = [zp 1 < = < xp] X [y1 <y <y, £ = 0,1,2,... n;
1=0,1,2,...,p, cu laturile paralele cu axe de coordonate. Se spune ca s-a efectuat o partitie

@ a dreptungiului R (figl.1). Notam: Az, = o, — 251, Ay = Y1 — y1—1, ARk = Az x Ay si

A = max /(Azp)? + (Ay)2, k=1,2,...,n; [=1,2,...,p.

Numaérul A se numeste diametru al partifiei Q. Fie punctul Py (&g, m) € Ry Expresia

o=0(fT)=> Y fl& m)AzAy (3.5.1)

k=1 I=1
se numeste sumd integrald (sumda integrald Riemann) a functiei f(z,y) pe dreptunghiul R,
corespunzatoare (). Daca exista limita finitd a sumelor integrale, cdind A — 0 nu depinde de
partitia a lui R gi de alegerea punctelor (&, m;) € Ry se numeste integrala dubld a functiei
f(x,y) pe dreptunghiul R si se noteaza cu [ [, f(x,y)dzdy, sau [, f(P)dS.

Din definitie rezulta ca

p

// f(z,y)dzdy = }\12(1)2 Zf({k,nl)AxkAyl (3.5.2)
R

k=1 l=1

Daca exista limita finitad (3.5.2), atunci se spune ca functia f(z, y) este integrabila (inegrabila

Riemann) pe dreptunghiul R. In acest caz R se numeste domeniu de integrare.

Teorema 3.5.1. Daca functia f(x,y) este integrabila pe dreptunghiul R, atunci ea este marginita

pe acest dreptunghi.

Intr-adevir, presupunem contrariul, adica fie functia f (x,y) este integrabild pe R si este
nemarginitd. Atunci pentru orice partitie a lui R se va gasi, cel putin, un dreptunghi elementar
Riyiy, Pe care functia f(z,y) este nemirginita. In acest caz punctul (&, 7, ) poate fi ales astfel
incat f(&ky, My)Axk, Ay, si deci si suma integrala o poate fi oricat de mare. Aceasta contrazice
faptul ca exista limita finita a sumelor integrale. Din contradictia obtinuta rezulta afirmatia

teoremei.O

Conditii de existenta a integralei duble pe un dreptunghi.
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Definitia integralei duble este similara definitiei integralei definite. Exista o analogie intre
teoriile acestor integrale. Conditiile de existenta a integralei duble sunt similare cu cele ale
integralei definite cat si demonstratiile lor. Mentionam ca sumele Darbouz, in cazul integralei

duble, au forma

n p n
S = MklAIkAyl, s = kalAZEkAyﬂf (353)

k=1 1=1 k=1 1=1

bS]

Teorema 3.5.2. Condifia necesard si suficientd de existenfd a integraler duble pe un drep-

tungh.

Functia f(z,y) este integrabild pe dreptunghiul R atunci gi numai atunci cand

lim (S —s) =0. (3.5.4)

A—0

Pentru o functie integrabila avem

A—0 A—0

lims =1lim S = // f(z,y)dxdy. (3.5.5)
R

Teorema 3.5.3. Conditi suficiente de existenta a integraleir duble pe un dreptunghi

1° Orice functie continua pe un dreptunghi este integrabila pe el.
20 Daca functia f(z,y) este marginitd pe dreptunghiul R si mulfimea punctelor ei de

discontinuitate are arie nula, atunci ea este integrabila pe R.
Definitia integralei duble pe un domeniu arbitrar.

Fie f(x,y) o functie marginita pe domeniul inchis si marginit D, frontiera caruia este o linie
I’ de arie egala cu zero si R un dreptunghi care contine domeniul D si laturile caruia sunt
paralele cu axele de coordonate (fig.1.2). Definim in dreptunghiul R functia F(z,y) in felul

urmator:

F(z,y) = f(z,y), dacd (z,y) € D, si F(z,y)=0, dacid (z,y) € R\D.

Se spune ca functia f(x,y) este integrabila pe domeniul D, daca functia F(z,y) este inte-

grabild pe dreptunghiul R. Numarul I = [[ F(z,y)dzdy se numeste integrald dubla a functiei
R
f(z,y) pe domeniul D si se noteaza cu [[ f(x,y)dzdy sau [[ f(P)dS.
D D

Teorema 3.5.4. Conditii suficiente de existentd a integralei duble.
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1° Daca functia f(x,y) este continud pe domeniul mérginit si inchis D, atunci ea este
integrabila pe acest domeniu.
20 Daca functia f(z,y) este mirginitd pe domeniul marginit si inchis D i aria multimii

punctelor de discontinuitate este egala cu zero, atunci f este integrabila pe D.

Definitia generala a integralei duble.

Fie in planul Oxy este dat un domeniu D marginit si inchis si pe acest domeniu este definita
o functie f(z,y). Consideram partitia domeniului D in Dy, Ds, ..., D, cu ajutorul unor linii
netede pe parti. Notam cu AS; aria domeniului elementar D; si cu d; diametrul ei, adica
d; = max|MN|, M, N € D, i =1,2,...,n. Din fiecare parte D; alegem céte un
punct P;(&, n;), i=1,2,...,n, (fig.1.3). Expresia

> S m)AS (3.5.6)

se numegte sumda integrald a functiei f(x,y) pe domeniul D. Daca exista limita finitd a sumelor
integrale (3.5.6), cand A = max d; — 0, care nu depinde de partitia domeniului D, de alegerea
punctelor P;, aceasta limita se numesgte integrala dubla a functiei f(x,y) pe domeniul D i se
noteazd cu [[ f(P)dS, sau [[ f(z,y)dS, sau [[ f(z,y)dxdy.

D D D

Domeniul D se numeste domeniu de integrare, iar numarul A se numeste diametrul partitie:
lua.

Din definitia integralei duble rezulta ca

[[ st zay - fim 3 /(6 )55 (357)
D =

Daca exista limita finita (3.5.7), atunci se spune ca functia f(z,y) este integrabila Riemann

pe domeniul D.
Sensul geometric al integralei duble.

Fie functia f(z,y) continud gi pozitiva pe domeniul D din planul Ozy, marginit de linia inchisa

L si S este graficul acestei functiei:

S = {(x,y,z) €ER®: (x,y) €D, Z:f(x»y)}

Consideram corpul 7" marginit de jos de domeniul D, de sus de suprafata S si din parti de
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suprafata cilindricd cu directoarea L i cu generatoarele paralele cu axa Oz (fig.1.4):
T:{(x,y,z)ER?’: (x,y) € D, 0§z§f(x,y)}. (3.5.8)
Fig. 1.4

Consideram partitia domeniului D in domenii elementare D; si alegem P;(&;, n;) € D;,

i=1,2, ..., n. Folosind notatiile din definitia integralei duble, avem: f(&;, n;)AS; = V;, unde

V; este volumul T; din corpul 7', care se sprijina pe baza D;, 1 =1, 2, ..., n;
Z f(&, m)AS; ~ Z Vi=1V, (3.5.9)
i=1 i=1

unde V' este volumul corpului 7.
Eroarea in egalitatea aproximativa (3.5.9) va fi cu atat mai mica, cu cat este mai mic A.
Trecand la limita in (3.5.9) cu A — 0, obtinem egalitatea V = }\ir% Yoiy f(&,mi)AS;, adica
%

V=[] sy (3.5.10)

Din egalitatea (3.5.10) rezulta sensul geometric al integralei duble: integrala dubla a functiei

continue gi pozitive f(z,y) pe domeniul D este egald cu volumul corpului 7" definit de (3.5.8).
Sensul fizic al integralei duble.

Fie D un domeniu marginit si inchis din planul Oxy in care este repartizata masa cu densitatea
superficiald p(z,y), unde u(x,y) este o functie continud pe domeniul D. Vom deduce formula
pentru calcularea masei placii materiale descrise de domeniul D.

Consideram partitia domeniul D in D; si din fiecare domeniu elementar luam cate un punct
Pi(&,mi),i=1,2, ..., n, (fig.1.3). Folosind notatiile din definitia integralei duble, avem:

i w(P)AS; ~ imi =m, (3.5.12)

i=1 i=1
unde m; este masa partii D;, iar m este masa domeniului D. Egalitétile (3.5.11) si (3.5.12) sunt
aproximative, deoarece pe D; densitatea superficiala u(x,y), in caz general, nu este constanta,
iar in expresiile din partea stinga ale acestor egalitati densitatea in D; se considera constanta

si egald cu densitatea in punctul P, € D;. Erorile in (3.5.11) i (3.5.12) sunt cu atat mai mici
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cu cat sunt mai mici diametrele d; ale domeniilor elementare D;. Trecand la limitd cu A — 0

in (3.5.12) obtinem egalitatea m = iir% > (&, mi)AS;, sau
—0;-1

m :_// w(x,y)dedy (3.5.13)

Din (3.5.13) rezultd sensul fizic al integralei duble: integrala dubla a densitatii a unei placi

plane D este egalda cu masa acestei placi plane D.
Proprietatile integralei duble

1° Daca functia f(z,y) este integrabila pe domeniul D si ¢ € R, atunci este integrabila pe

acest domeniu si functia cf(z,y) si

// cf(z,y)dxdy = c// f(z,y)dzdy. (3.5.14)

Intr-adevar, f(z,y) fiind integrabila pe D, existd limita (3.5.7). Deci exista si limita:
}\ing) Yo ef(&,mi)AS; st are loc egalitatea:
—

;grg);cf(&,mmsi = lim c; (& m)AS; = c ;g%; f (&) AS;

Prin urmare, functia ¢f(z,y) este integrabila pe D si [[ ¢f (z,y)dzdy = ¢ [[ f(z,y)dzdy. O
D D

2% Daca functiile fi(z,y) si f2(z,y) sunt integrabile pe domeniul D, atunci este integrabila

pe acest domeniu si functia fi(z,y) + fo(x,y) si are loc egalitatea

//[fl(x,y) + fo(w, y)]dxdy = // fi(z, y)dzedy + // fo(x, y)dxdy. (3.5.15)

Demonstratia acestei proprietati este analogica cu demonstratia proprietatii corespunzatoare
a integralei definite. Analogia demonstratiilor proprietatilor se datoreaza analogiei definitiilor
integralei definite si celei a integralei duble. Enuntam, fiara a demonstra urmaétoarele pro-
prietati ale integralei duble, ce sunt analogice cu proprietatile corespunzatoare ale integralei
definite.

3% Daca functia f(z,y) este integrabild pe domeniul D si daci acest domeniu este divizat
cu ajutorul liniei I de arie nula in doud domenii D’ i D", care n-au puncte interioare comune,

atunci f(z,y) este integrabila pe ambele domenii obtinute si are loc egalitatea

//f(x,y)dxdy://f(:z:,y)d:cdy—i—//f(x,y)d:cdy. (3.5.16)
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4% Daca functiile f(z,y) si g(x,y) sunt integrabile pe domeniul D si f(z,y) < g(z,v),

V(x,y) € D, atunci
é/f(:v,y)dxdy < é/g(x,y)dxdy. (3.5.17)

5% Daca functia f(z,y) este integrabila pe domeniul D, atunci este integrabild pe acest

domeniu si functia |f(x,y)| si are loc relatia

/ / o, y)dady| < / / \F (2, ) |dady. (3.5.18)

6 Valoarea integralei duble [[ dxzdy este egald cu aria S a domeniului de integrare D:
D

S:/ Ddzdy. (3.5.19)

Intr-adevir, pentru orice divizare a domeniului D are loc egalitatea S = >or  AS;. Trecand

la limita in aceasta egalitate, cind A — 0, obtinem

S:}\in% ASi://dS://d:cdy.
=1 D D

7° (Evaluarea integralei duble). Daca m = inf f(z,y), (z,y) € D, M = sup f(z,y),

(x,y) € D, si S este aria domeniului D, atunci

mS < f(x,y)dedy < MS. (3.5.20)
/]

8" (Teoremi despre valoarea medie). Daci functia f(z,y) este integrabila pe dome-
niul D de arie S, m=inf f(z,y), (z,y)€D si M= supf(z,y), (z,y)€D, atunci existd un numar
puE|m, M| incat

wS = //f(@y)dxdy. (3.5.21)

Numarul

p= %//f(l‘,y)dxdy
D

se numeste valoare medie a integralei duble [[ f(z,y)dzdy pe domeniul D.
D

™ 6
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9° Daca functia f(z,y) este continud pe domeniul marginit si inchis D de arie S, atunci

exista agsa un punct P€D incat
// f(z,y)dzdy = f(P)S. (3.5.22)
D

3.5.2 Calculul integralei duble

Pentru calculul integralei duble se disting urmatoarele doua tipuri fundamentale de domenii
de integrare.

Domeniul méarginit de dreptele z = a, x = b gi liniile y = ¢1(x), y = 2(x), unde p;(z) <

wa(x), x € [a,b], care poate fi scris analitic in forma

Dy:{(x,y) cR*: a<z<b p(x) Sygtpz(x)}, (3.5.23)

este simplu in raport cu axa Oy.
Domeniul méarginit de dreptele y = ¢, y = d si liniile x = (), £ = ¥y(x), unde ¢y (z) <

(), y € [c,d], care poate fi scris analitic in forma

D, ={(ry) €R: c<y<d wily) <<y} (3.5.24)

este simplu in raport cu axa Ozx.

Integrale duble iterate

Definitie Fie functia f(x,y) este definita pe domeniul D simplu in raport cu aza Oy ezista

integrala
p2(x)
F(z) = / f(z,y)dy (3.5.25)
p1(x)
pentru orice x € [a,b] si integrala
b
L = /F(x)dx, (3.5.26)

™ 7
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atunci expresia

b

p2(x)
I = / (/%(x) f(x,y)dy) dx (3.5.27)

a

se numeste integrala dubld iteratd a functiet f(x,y) pe domeniul D, definit de (3.5.23).

Daca domeniul D este simplu in raport cu axa Oz si este definit de egalitatea (3.5.24), exista

integralele:

D(y) = / f(z,y)dz, (3.5.28)

I, = /@(y)dy, (3.5.29)

atunci expresia

g P2 (y)
I, = / (/ f(x,y)dw) dy (3.5.30)
P1(y)

se numegte integrald dubla iteratd a functiei f(z,y) pe domeniul D, definit de (3.5.24).

Integralele duble iterate se mai scriu si in forma:

b w2 ()

L= [dx [ f(z,y)dy, (3.5.27)
a  pi(z)
d  ¥2(y)

L= [dy [ f(z,y)dz. (3.5.30)
c Y1(y)

Calcularea integralei duble iterate.

Integrala dubld iterata (3.5.27) se calculeaza astfel: calculam integrala (3.5.25) si folosind
rezultatul obtinut calculdm integrala (3.5.26). In rezultat obtinem integrala (3.5.27). Analog
se calculeaza si integrala (3.5.30).

Calculul unei integrale duble iterate se reduce la calculul a doud integrale simple (definite).

Exemplul 1. Sa se calculeze integrala dubla iterata I a functiei f(x,y)=x+y pe domeniul D,

marginit de liniile =2, y=0 gi y = x/2.

Rezolvare. Domeniul D poate fi scris in forma standarda (fig.2.3).

™ 8
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D:{(a:,y)ERQ: 0<z<2, OSny/Q}
x/2 y2 33/2
Avem F(x) = f(:E—i-y)dy:(xy—{—?) 0 = —z?. Deci
0 / 25 5 a3 )
0 0

Exemplul 2. Sa se calculeze integrala dubla iteratd Iy a functiei f(x,y) pe domeniul D definit

de liniile v =2, y =0 st y = x/2.

Rezolvare. Scriem mai intai domeniul D in forma standarda (3.5.24). Observam ca D este
cuprins intre dreptele orizontale y=0 gi y=1 si pentru fiecare y fixat din [0,1]| dreapta orizontala,
care trece prin punctul de pe Oy cu ordonata y, intra in domeniul D prin linia z=2y si iese

din el prin linia 2=2 (cdnd punctul se migca in directia axei Oz). Deci

D:{(x,y)ER2: 0<y<1, 2y§x§2}.

Avem12:j<f2($+y)dw> dy:fl

2 2
(%ery)‘ ]dyzf(2+2y—4y2)dy=§
0 \2y 0 2y 0

Observam ca I; = I, . In acest caz se spune cd integrala dubld iteratd nu depinde de

ordinea de integrare.

Reducerea integralei duble la integrala dubla iterata

Teorema 3.5.5. Flie functia f(x,y) integrabild pe dreptunghiul
R:{(x,y)GRQ: a<x<b, cgygd}

st pentru fiecare x € |a,b] exista integrala simpla

F(a) = [ f(a.g)dy (3.531)

Atunci exista si integrala dubla iteratd

Ilz/bF(x)dx:/abdx/cdf(x,y)dy

a

™ 9
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st are loc egalitatea

//f(x,y)dmdy:/bdx/df(x,y)dy. (3.5.32)

Demonstratie. Divizam dreptunghiul R in np dreptunghiuri elementare Ry, cu ajutorul

dreptelor x = x, si y = y;:
Ry=[rp1 <z<axp|xya<y<wyl, k=1,2,....0n 1=1,2,...,p;

astfel ca vg =a, v, = b, yo=¢, yp = d, Axp = x — 211 > 0, Ay, =y — y—1 > 0 (fig.2.4a).
Notdm cu A diametrul partitiei lui R, My, = sup f(z,v), (x,y) € Ry, my = inf f(z,y),
(l’, y) € Rk‘la

n P n

p
S = My Az Ay, s = Z Z M Az Ay;.

k=1 I=1 k=1 I=1
Fixam & € [xg_1, 2 si integram relatiile my, < f(z,y) < My, (z,y) € Ry, in limitele de

la y,_; pand la y;. In rezultat obtinem

mg Ay, < / f(&k,y)dy < My Ay,

Yi—1

Inmultim ultima relatie cu Az, k=1,2,...,n, si adundm parte cu parte rezultatele obtinute.

In rezultat obtinem:

S = Z kalA.TkAyl < ZF gk A(L‘k < Z Z MklAZ‘kAyl S (3533)

k=1 I=1 k=1 =1

Evident ca daca A — 0, atunci si max Axy, — 0. Cum lim s = hm S = fff x,y)dzdy s

A—0

lim >0 F(&)Axy, = f F(z)dz, din (3.5.33), trecand la limita cand )\ — 0, obtinem

max Az —0
b d
é/ f(z,y)dzdy = a/da:c/f(w,y)dy

Teorema 3.5.6. Daca functia f(z,y) este integrabild pe domeniul requlat in directia azei Oy

DZ{(I,y)GRQZ a<z<b, wl(w)éyéwz(ﬂﬁ)}
p2(x)
st pentru Vx € [a,b] exista integrala F(z)= [ f(x,y)dy, atunci exista si integrala dubla iterata
v1(x)

™ :
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b w2(x)
[dz [ f(z,y)dy si are loc egalitatea
a  pi(x)

w2(z)

/ / o, y)dady — /b dx / £ y)dy. (3.5.34)

1(z)

Intr-adevir, notam cu R dreptunghiul cu laturile paralele cu axele de coordonate si care contine

domeniul D si examinam functia

fi(z,y) = f(z,y) daca (z,y) € D si fi(x,y) =0 daci (z,y) € R*\D.
Functia fi(z,y) satisface conditiile teoremei 3.5.6. Deci are loc egalitatea

d

l/ﬁ@wwwzjw/ﬁmww

R c
care este echivalentd cu egalitatea (3.5.34).0

Analog se demonstreaza si

Teorema 3.5.7. Daca functia f(z,y) este integrabild pe domeniul requlat in directia azei Ox

D={y) eR: c<y<d Wiy <z<hb)
P2(y)
st pentru Yy € [c,d] exista integrala ®(y) = [ f(zx,y)dx , atunci exista si integrala dubla
¥Y1(y)
b P2
iterata [ dy [ f(x,y)dx si are loc egalitatea
a Y1
d P2(y)
// f(z,y)dzdy = /dy / f(z,y)dx. (3.5.35)
D c 1 (y)

Din teoremele 3.5.6. si 3.5.7. rezulta

Teorema 3.5.8. Daca functia f(x,y) este integrabila pe un domeniu requlat si in directia azei

Oy, si in directia azei Oz, care poate fi scris in formele standarde (3.5.23) si (3.5.24) i exista

integralele
pa(x) P2 (y)
ﬂ@zt/f@wMMxEMM,ﬂwzg/f@wﬂ%yehﬂ,
w1(x) ¥1(y)

™ :
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atunci exista si integralele duble iterate (3.5.27) si (3.5.30) si are loc egalitatea

b p2() d ¥2(y)
//f(x,y)dxdy = /dx / flz,y)dy = /dy / f(z,y)dx. (3.5.36)
D a e1(z) c Y1(y)
Din egalitatea (3.5.36) rezulta ca, in conditiile teoremei 3.5.8.; integrala dubla iterata nu de-
pinde de ordinea de integrare. In unele exemple volumul de lucru necesar pentru calcularea
integralei duble depinde de ordinea de integrare.
In unele cazuri domeniul D de integrare nu satisface conditiile din teoremele precedente, dar
poate fi divizat intr-un numar finit de domenii Dy, D,, ..., D,,, care satisfac aceste conditii.

In acest caz, pentru a calcula o integrald dubli, se foloseste proprietatea

//f(x,y)d:cdy = // f(z,y)dzdy + ... + //f(x,y)dxdy.

Exemplul 3. Sa se calculeze integrala dubla [[ zydzdy, unde D este marginit de liniile y = 0,
D
y=+x six=1.

Rezolvare. Reducem calculul integralei duble date la calculul unei integrale duble iterate.
Pentru aceasta trebuie sa alegem ordinea de integrare si sa determinam limitele de integrare.
Aceasta se face imediat dupé ce domeniul de integrare este scris in careva forma standards. In
acest scop este util sa reprezentam pe desen domeniul de integrare.

Evident (fig.2.5) ca D poate fi scris in urmatoarea forméa standarda:

D:{(x,y)eR2: 0<a<l1, ogyg\/i}.

Conform egalitatii (3.5.34) avem

1 Vo 1 )
//mydmdy: /dm/mydxdy: /x[(%)
D 0 0 0

Exemplul 4. Sa se calculeze [[ x(1/y)*dxdy, unde D este domeniul marginit de liniile © = 2,
D

1

1 1
a/g}dx:§/x2dx:68.<

y=z sy = lx.

Rezolvare. O reprezentare schematica a domeniului D ne sugereaza ideea necesitatii de-
termindrii coordonatelor punctului de intersectie a liniilor y=z ¢i y = 1/z (fig.2.6). Pentru

aceasta rezolvam sistemul alcatuit din ecuatiile acestor linii:
=z
, de unde {(1,1),(—1,-1)}
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Integrale duble

Evident ca (1,1) € D, iar (—1,—1) ¢ D. Deci domeniul D poate fi scris in forma standarda
D:{(:E,y)GRQ: 1<z <2, 1/x§y§m}. Avem

2

2 2

z x 1, 1 9 4
//?dxdy:/dx/ﬁdy:/{—§|1/$]xdx=§/(x —l)dx:§.<
D

1 1/x 1 1
Exemplul 5. Sa se schimbe ordinea de integrare in expresia

-3 4—g2 0 2—/4—z2

I= /da: / f(a:,y)dy—l—/dx / f(z,y)dy

—2 0 -3 0

Rezolvare. Notam prin D si Dy domeniile de integrare ale integralelor din suma /. Avem

D1={(x,y): —2 <z < —V3; 0§y§v4—x2},

Dy={(wy): —V3<2<0,0<y<2-Vi-a?}

Graficul functiei y = v/4 — 22 reprezintd semicircumferinta de sus a circumferintei z2 +y? =
4, iar graficul functiei y = 2 — /4 — 22 reprezintd semicircumferinta de jos a circumferintei
22+ (y —2)? = 4. Gasim punctele de intersectie ale acestor grafice, rezolvand sistemul alcatuit
din ecuatiile lor. In rezultat, obtinem punctele M;(—+/3,1) si My(v/3,1); punctul M, nu
apartine domeniului de integrare (fig.2.7).

Notam: D = D; U D,. Evident ca

D={(y): 0<y<1, —/I—@F<e<—/I-(-27}

Cum 4 — (y — 2)? = 4y — 9/, la schimbarea ordinii in integrala I obtinem

e

I:/dy / Fay)dz. <

0 _ 4_y2

Exemplul 6. Sa se calculeze integrala dubla [[ e®Vdxdy , unde D este domeniul marginit de
D
lindile =0, y=1 si x = y>.
Rezolvare. Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy (fig.2.8) si poate fi scris in
urmatoarea formd analitica: D = {(m,y) : 0<xr<l1l, 0<y< \/E} Deci ff e’”/ydxdy =
D
Jz

1
[dz [ e*/¥dy. Integrala interioard nu poate fi calculatd cu ajutorul formulei Newton-Leibniz,
o0

deoarece primitiva in raport cu variabila y a functiei €*/¢ nu este functie elementara.
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Integrale duble

Insa integrala dat# poate fi calculatd, daca aplicdm o altd ordine de integrare. Cum dome-
niul de integrare D este regulat si in directia axei Oz si poate fi scris in forma analitica
D={(ry: 0<y<i 0<r<y) avem

3.5.3 Schimbarea de variabile in integrala dubla

In unele cazuri calculul unei integrale duble devine mai ugor, daca se efectuiaza un schimb de

variabile.

Teorema 3.5.9. Fie

r = z(u,v), y =y(u,v) (3.5.37)

doud functii, care au derivate partiale continue pe un domeniu mdrginit si inchis D* € R2,

astfel incdt pentru orice (u,v) € D*

Ox/0u Ox/0v
dy/ou 0y /v

£0

Daca transformarea (3.5.37) stabileste o corespondenta bijectiva intre domeniile D* si D,

atunci pentru orice functie f(x,y) integrabila pe domeniul D are loc egalitatea
[ sty = [[ flatuo).yiw.0)jdzdy, (3.5.3%)
D D*

Formula (3.5.38) se numeste formula de transformare ale variabilelor in integrala dubla.

Determinantul J se numeste Jacobian.

Exemplul 7. Sa se calculeze integrala dubla

- f]
D 2_$__y_
9 4

2,2
unde D = {(a:,y): %—i—yz < 1}.

Rezolvare. Trecem la variabilele u i v:

™ :




Integrale duble

T = 3ucosv,

Yy = 2usinv.

Evident, cd in variabilele u si v domeniul de integrare D se scrie in forma (fig.3.1): D = {(u,v) :
0<wv<2m 0<u<1}. Calculam Jacobianul:

3 —3u s
g _ [3eosy usinv) .

2sinv  2ucosv

Aplicand formula (3.5.38), obtinem

2

I—/dv/% [—6@ 1] dv =127(v/2 - 1). <

0

Integrala dubla in coordonate polare.

Dacd in integrala dubld [[ f(x,y)dzdy se efectuiaza trecerea la coordonate polare:
D

T = pcos, .
_ (p.p) € D7,
y = psine,
dx/Ou Ox/0 —psi
atunci J = ©/0u OxfOv|_Jcose —psing = p si deci din (3.5.38) obtinem
dy/ou  Oy/dv sing —pcosy
// f(z',y)dxdy—/ flpcos g, psing|pdpdp. (3.5.39)
D D*

Formula (3.5.39) se numeste formula de transformare de la coordonate carteziene la coor-

donate polare in integrala dubla.

Exemplul 8. Sa se calculeze integrala dubla f [ arctg ( ) dxdy, unde D este domeniul marginit
x

de lindile: 2> +y> =1, 22+ 1y> =9,y = sty=ux, x> 0.

x
V3
Rezolvare. Daca am calcula aceasta integrala in coordonate carteziene rectangulare,
atunci domeniul D ar trebui divizat in trei parti si de calculat trei integrale duble (fig.3.2).
Vom calcula aceasta integrala, trecand la coordonate polare.
Cum D* = {(p,gp) D 1<p<3,1/6<p< 7r/4}, avem
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// arctg (Q) dxdy = // arctg <p81ng0) pdpdp =
x P COS
D*

D

3
= / / arctg (tg ) pdpdp = / / @ - pdpdp = / pdp / pdp
D* D* 1
h 802 K 5 9
=/pdp <7) e = @w /pdp: iﬂ . 4

1
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