INTEGRALE CURBILINII DE SPETA I

3

%

Masa arcului plan

Integrale curbilinii de speta I. Definitii. Proprietiti
Calcularea integralei curbilinii de speta I

Aplicatii ale integralei curbilinii de speta I

3

%

3

%

3

%

Problema gasirii masei arcului plan
Fie ca in planul XOY este dat un arc AB de curba si fie cunoscuta densitatea liniara
p(M) inorice punct M (x,y) e AB. Se cere de gasit masa m al arcului de curba AB.

Pentru aceasta vom deviza arcul AB de punctele A, = A/A,...,a,,, A, =B.
Consideram pe arcul AA , punctul arbitrar M, cu
densitatea respectivd p(M,). Vom presupune cd pe

arcul AA, in orice punct este aceeasi densitate

p(M;). Notam lungimea arcului AA_, cu Al,. Atunci

masa m, a arcului este m; ~ p(M,)Al. Prin urmare,

Qo
<V

n-1 n-1
masa ntregului arc AB este m ~> M, => p(M

i=0
Eroarea comisa la calcularea masei este cu atit mai mica cu cat mai mici vor fi
lungimile arcelor considerate  Al,. Notam A=maxAl,. Atunci, evident
—UmZp Al sau m—IlmZp (%, y;)Al .
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Integrale curbilinii de speta I. Definitii. Proprietati
In cele ce urmeaza vom defini integrala curbilinie de speta I. Fie arcul L de curbi cu

capetele A si B si fie f(x,y) o functie continua definitd pe L. Procedand ca si mai sus
n-1

formam suma o, =Y f(xy,)Al, 2 =maxAl.
i=0

Definitie: Daca limita sumei o, existd, este finitd §1 nu depinde de modul de
divizare al arcului L, nici de modul de alegere a punctelor M, (x;,y;), atunci valoare ei
se numeste integrala curbilinie de speta I a functiei f (X, y) pe arcul L. Se noteaza cu

[ £(xy)l. Deci, [ f(xy)l :Liggi f(%,y,)Al.

L L
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Noti. Tn mod analog poate fi definitd integrala curbilinie a unei functii f(x Y, Z)

definite pe un arc L de curba spatiald. Atunci, _ff(x y,z)dl = IIme X, ¥,z )AL

A0 4
L

Proprietati ale integralei curbilinii de speta I
1. Integrala curblinie de speta I nu depinde de directia integrarii, adica

jf( )dl—jf( )dl.

BA

2. j[f M)l = [ f,(M)dl [ f,(M)d

3. jc-f )dl :c-jf(l\/l)dl, unde c este constanta.
L

L

4. Dacd drumul de integrare L este divizat in portiunile L,L,,...,L,, atunci
Jf(M)dl=[f(M)dl+.+[f(M)d
Lﬂ

L L

Calcularea integralei curbilinii de speta I

Calcularea integralei curbilinii de speta I se reduce la calcularea unei integrale
definite.

1. Daca in planul OXY curba L este datd de ecuatia y=y(x), unde xe[a,b], iar

functiile y(x) si y'(x) sunt continui pe segmentul [a,b], atunci

dl =./1+[y'(x)]2dx si JL‘f(x y)dl = J f (% y(X)W1+[Y'(X) “dx.

Intr-adevar,
4 f(X.1)— F(X)=4Y;, X, — X% =AX

|+1
AS;
Yi
fgxm) | - Avem AS, _\/m \/T
i = i

Conform teoremei Lagrange avem
> Ay f (%) - f(xi): £(

X X -
Xi+1 - Xi

i i+l AX. é) Cu (fi E(X X|+1) de

unde As, :\/1+ f' 5.))2Ax. . Astfel
s~ ) As :s—lilirglzn:lAs _IA'LQZ\/H Ax _I J1+(f dx si
If(x y)dl = I f (% y(X))y1+[y'(x de.

L

2
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2. Daci arcul Leste definit parametric: x=x(t), y=y(t), te[t,t,] atunci
di =\ (©) +(y (1) dt s
Gy =[ 1 (x(t),y(1), (x(0) = (y(0)
3. Daca arculLL este dat de ecuatia p= ,0 \/
atunci dl =/ p” +(p') d& si | f(x,y)d|:ff(pcose,psine) PP+ (p') do
1 a —
X(t)

), 6 €[a,B] in coordonatele polare,

X =
4. Daci L este o curba spatiala si definita parametric: <y = y(t), t €[t,,t,] atunci
z=12(t)
[ (xy.2)d=[" £ (x(t).y(t).20) [ ¥ ()] +[y'®)] +[2/(1)] ot

L 1

Exemple:

1.Sa se calculeze I(XS +8xy)d| ,unde L este arcul de curbd 4y =x*, situat Tntre
L

punctele de abscisa x=0, x=1.
Solutie: y'=4x®. dl =+1+ x°dx. Atunci

I ::[(xf’ +2x5)\/1+ x°d x:3ix5\/1+ x°d x:%j;\/l+ x6d(1+ x6):% :%2\/5

2. Sa se calculeze j(2x+ y)dl, Leste conturul AABO, unde A(1,0), B(0,2), O(0,0).

L

1

(1+x )3

0

Solugie: 1 = [ (2x+y)dl+ [ (2x+y)dl + [ (2x+y)dI.
AB OB

OA

Pe segmentul OA avem:y =0, y'=0, I, = J:2xdx =X’ ‘%,:1.
Pe segmentul AB avem: y=-2x+2,y'=-2, 1, =.|‘012\/xdx = 2\/5;

Pe segmentul OB avem: I3:_[02ydy:2.Tn final 1=1+2J5+2=3+25

3. Sa se calculeze j(x+y)d|, unde L este o petaldi a lemniscatei Bernoulli

L
0 =a~/sin260



INTEGRALE CURBILINII DE SPETA I

) - T . .
Solutie: Avemca 0<0< E, X =a+/sin20 cosd, y=a~/sin20 coso,

1 ~ acos20

!

% \/sin 26 ’
2 2
/ dl=/p>+(p')dO = Ja?sin20+ 2525 Z4q
P ('0) 2 SRS sin 20
Atunci

=2 2
\/sm 20 + cos 29d9:

I =.[05a2 sin 26 (cos @ +sin 0) NTYT

aj (cos@+sin@)do =a’(sind—coso)

v

a?(1+1) = 2a?

S M\§

5. Sa se calculeze integrala I (2x+4y—4z+7)dl, de L este segmentul de dreapta dintre

L

punctele M, (8,9,3) si M, (6,10,5).
Scriem ecuatia dreptet MM, : X _28 _Y I J _Z- 3 . Trecem la ecuatiile

Solutie:
parametrice ale dreptei: x=8-2t, y=9+t, z=3+2t,te[0,7], X'=-2, y'=1, /=2

=4 +1+ 4dt = 3dt. Obtinem

| = [ (16 -4t +36 + 4t 12~ 8t + 7)3dt =3 (-8t +47)dt = (121> +141t)[,=129.

0
Sa se calculeze integrala j\/xz +2z%dl, unde Leste cercul format de intersectia sferei

x> +y*+z*=R* cuplanul y=z.
Solutie: Vom scrie ecuatiile parametrice ale cercului. Punem

2
Z=t=y=t=x=+JR* -2t x’=J_r—t, y'=1, 2'=1,
R? — 2t

dt. Sa gasim cum variaza t. Avem ca

2
dl = ;L 2dt=——V2
R \/R —2t?
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R R )
R2—2t220<:>te{——— . Deci
ﬁ'ﬁ} '

R R
2 V2
I=2.[x/R2—2t2+2t2R4\/Edt=2R2.[ a_ _
R Jt? - 2t? R [R*
— 5 7_t
R
2R2arcsin@

7z :2R2(£+£j=2Rzﬂ
-E 2 2

Aplicatii ale integralei curbilinii de speta I

Daca p(x,y) este densitatea de masd in M(X,y)eL si p este continud pe L,
atunci

a) masa arcului material (firului) L este m :'[p(x,y)dl
L

b) momentele statice in raport cu axele de coordonate sunt
M ox :jyp(x, y)dl, M, :'[Xp(x, y)dl,
L L

: M
c) coordonatele centrului de greutate sunt: x_=




