Integrale triple

3.7.1 Integrale triple

Acest capitol este consacrat teoriei integralelor triple si aplicatiilor ale lor. Intrucat o in-
treaga serie de propozitii stabilite pentru integralele duble se pot transpune, impreuna cu
demonstratiile lor, la cazul integralelor triple, ne vom limita la formularea acestor propozitii.

Definitia integralei triple.

Fie f(z,y,2) o functie definitd pe un domeniu méarginit si inchis 7, numit corp, din spatiul
R3, frontiera caruia este o suprafata neteds pe parti. Divizdm cu ajutorul unor suprafete netede
pe parti corpul T in parti Ty, Ts, ..., T, volumele carora sunt, respectiv, AV;, AV,, ..., AV,
si notam cu A cel mai mare dintre diametrele acestor parti. Din fiecare parte T; luam cate un
punct P;(&,m:,¢),i=1,2, ..., n (fig.6.1). Suma

i=1

se numeste sumda integrald a functiei f pe domeniul 7. Daca exista limita finita a sumelor
integrale (3.7.1), cand A — 0, care nu depinde nici de modul de divizare a lui 7 in péarti, nici

de alegerea punctelor Pi, atunci aceastd limita se numeste integrald tripla a functiei f(z,y,2)
pe domeniul 7T si se noteazd cu [[[ f(P)dV, sau [[[ f(x,y,z)dzdydz, sau [[[ f(x,y,z)dV.
T T T

Conform definitiei avem

[[] #a.dsia: - D BHCHRIENS (3.72)
T =

care se numeste integrald tripld, functia f(z,y, z) se numeste functie de integrare, T se numeste
domeniu de integrare, iar dV si drdydz se numesc element de volum si, respectiv, element de
volum in coordonate carteziene rectangulare. Dacd existd integrala (3.7.1), atunci se spune ca

functia f este integrabila pe domeniul 7.
Fig. 6.1

Conditii de existenta a integralei triple
1) Conditie necesara. Daca functia f(z,y,2) este integrabild pe domeniul T, atunci ea
este marginita pe acest domeniu.
2) Conditii suficiente. Pentru ca functia f(z,y,z) sa fie integrabila pe domeniul 7 este
suficienta una din conditiile:
a) f este continud pe T si T este marginit gi inchis cu frontiera neteda pe parti.
b) f este marginita gi continud pe domeniul méarginit si inchis 7, frontiera caruia este o
suprafata neteda pe parti, in afara poate de o multime de puncte de discontinuitate, volumul
careia este nul.

Sensul geometric al integralei triple.
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Daca V este volumul domeniului 7, atunci pentru orice divizare a acestui domeniu in

parti 11, 15, ..., T,, volumele carora sunt, respectiv, AV;, AVy, ..., AV, are loc egalitatea
n

V = > AV;. Trecand in aceasta egalitate la limitd, cand A — 0, obtinem

o [ -

Sensul fizic al integralei triple.
Fie in domeniul spatial, marginit gi inchis 7, este repartizata masa cu densitatea p(z,y,z).

Masa m a acestui domeniu se calculeazi conform formulei

m = / / / u(z, y, 2)dwdydz. (3.7.4)

Proprietatile integralei triple
1° Daca f(z,y,7) este integrabild pe domeniul spatial T gi A este o constanti, atunci este

integrabild pe acest domeniu si functia Af(x,y,2) si are loc egalitatea

/// Af(x,y, 2)drdydz = A/// fx,y, 2)dxdydz.

20 Daca functiile fi(z,y,2) si fo(z,y, z) sunt integrabile pe domeniul T, atunci este inte-

grabila pe acest domeniu si suma lor si are loc egalitatea

/T / / [fi(z,y, 2) + foz,y, 2)]dedydz = /T/ filz,y, 2)dzdydz + /T/ folz,y, z)dzdydz.

3% Daca domeniul T este divizat in dou# domenii conexe T” si T”, fara puncte interioare
comune, si f(z,y,2) este integrabila pe T, atunci aceasta functie este integrabild pe fiecare din

domeniile 7" gi T" si are loc egalitatea

/ / / £ (&, y, 2)dwdydz = / / / f (2, y, 2)dwdydz + / / / F(,y, 2)dadyd=.

T//
4% Daca functiile fi(z,y,2) si fo(z,y,2) sunt integrabile pe domeniul T si fi(z,y,z) <
folz,y, 2), V(z,y,2) € T, atunci

// fi(z,y, 2)dxdydz < // fo(z,y, z)dxdyd:z.

5% Daca f(z,y,z) este integrabild pe domeniul spatial 7, atunci este integrabila pe acest

domeniu si functia |f(z,y,2)| si are loc egalitatea
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///f@’y’Z)dxdde S///|f($ay,z)|dxdydz,

6° Daca f(z,y,7) este continud pe domeniul T, m = minf (z,y,2), M = maxf (z,y,2), (z,y,2)€ T,

si V este volumul lui T, atunci

mV < /// f(z,y, z)dedydz < MV.
T

7° Daca f(z,y,2) este continud pe domeniul mirginit, inchis si conex T atunci existd un

astfel de punct (z%y*2*)e T incat

f(z,y,2)dzdydz = f(z*,y*, 2%) - V.
T

Domenii spatiale regulate
Definitie. Se spune ca domeniul 7T din spatiul R3, raportat la un sistem cartezian

rectangular de coordonate Ozyz, este requlat in directia azer Oz, daca:

a) orice dreaptid paraleld cu axa Oz, care trece printr-un punct interior al domeniului 7,
intersecteaza frontiera acestui domeniu exact in doua puncte;

b) proiectia ortogonald pe planul Ozy a lui T este un domeniu plan D regulat (intr-o
directie);

c) orice parte a domeniului 7, determinatd de intersectia lui cu plane paralele cu planele
de coordonate, verifica conditiile a) si b).

La fel se definesc domeniile regulate in directia axei Oz si in directia axei Oy;

De exemplu, domeniul 7 marginit de jos de graficul functiei continue z = 2 (z,y), (z,y) €
D, de sus de graficul functiei continue z = zy(z,y), (x,y) € D, unde z(z,y) < zo(z,y),
V(x,y) € D, si din parti de o suprafata cilindricd cu doud generatoarele paralele cu axa Oz si
cu directoarea I', care este frontiera domeniul D, D fiind un domeniu plan regulat, este regulat

in directia axei Oz Un astfel de domeniu poate fi scris in forma analitica

T ={(z,y,2) €R®: (x,y) € D, zi(z,y) <z < 2(z,y)}

Daca domeniul plan D poate fi scris in forma standarda

D= {(z,y) e R*: a<z<b y(r) <y<wp)}
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atunci T poate fi scris in forma

T={(r,y,2) € R*: a<z<b yx)<y<y(r), =z(r,y)<z<z(y)}. (3.7.5)

Exemple de domenii regulate in directia axei Oz si in directia axei Oy sunt, respectiv,

domeniile:
T {(17 Y, )€R3 C§y<da Zl(y) §Z§22(9)7 xl(y,Z) §x§x2(yaz)} 3.7.6
T={(z,y,2) R’ k<z<l, x(2) <2 <x2(2), wilw,2) <y <yelz,2)} (3.7.7)

Integrale triple iterate

Fie functia f continua pe domeniul 7' de forma (3.7.5). Expresia

y2(x
I = /dx/ / flz,y,x)dz (3.7.8)
y1(z)

z1(z,y)
se numeste integrald tripla iteratd. Calculul integralei (3.7.8) se reduce la calculul consecutiv

al integralelor

z2(z,y) y2(x) b
Fla,y) = / F (2, 2)dz, B(z) = / Fle,y)dy, I = / B (z)d.
21(z,y) y1(x) a

La fel se definesc integralele triple iterate

d z2(y)  z2(y2)
:/dy / dz / f(z,y, z)dz, (3.7.9)
¢ ziy)  z1(y:2)

unde domeniul de integrare 7" are forma analitica (3.7.6) si

l x2(2) y2(z,2)
/dz / x f(z,y, 2)dy (3.7.10)
k z1(2) y1(z,2)

in cazul cAnd domeniul de integrare T are forma (3.7.7).

Calculul integralei triple.

Daca functia f (z,y,2) este continud pe domeniul regulat 7' atunci integrala tripld [[[ f(x,y, z)dzdyd
T

este egala cu:

™ 4




Integrale triple

a) integrala (3.7.8), daca T are forma analitica (3.7.5);
b) integrala (3.7.9), daca T are forma analitica (3.7.6);
¢) integrala (3.7.10), dacad T are forma analitica (3.7.7).

Exemplul 1. Sa se calculeze integrala tripla I = [[[ xdxdydz, unde T este domeniul marginit
T
de suprafetele x =0, y=0, z=0,zc+y+ 2= 1.

Rezolvare. Domeniul de integrare T' este un tetraedru (fig.6.3), care poate fi scris in forma

analitica

T ={(x,y,2): 0<z<1, 0<y<l—-z 0<z<1l-x-y},

adicd are forma (3.7.5). Deci avem:

[ s - [w

1

1— 1 -z
dy / xdz:/xda:/ {z
0 0 0

T

x

o\»r O\

0
1 1
y2 11—z
/xd:ﬁ l—x—y)dy:/xKy—asy—E)‘o }dm:
0 0
1 / 1
0

Schimbarea variabilelor in integrala tripla.
Fie domeniul de integrare, marginit si inchis 7' din spatiul Ozyz, se aplica biunivoc in
domeniul marginit gi inchis 7% din spatiul O’uvw cu ajutorul functiilor continuu diferentiabile

z=z(u,v,w), y=y(u,v,w), z=2(u,v,w) gi pentru orice (u,v,w)eT* avem

ou Ov Jw
sl o,

Oou Ov Jw

ou Ov Ow

atunci are loc formula de schimbare a variabilelor in integrala tripla:

// f(z,y, 2)dxdydz = /// flz(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)||J|dedydz. (3.7.11)
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Integrala tripla in coordonate cilindrice

Definitie. Fie in spatiu este dat un sistem cartezian rectangular de coordonate Oxyz. Se
numesc coordonate cilindrice ale punctului M (z,y,z) marimile p, ¢ si z, unde p §i ¢ sunt
coordonatele polare ale proiectiei ortogonale My a punctului M pe planul Ozxy, iar z este a
treia coordonata rectangulara (fig.6.4a).

Faptul ca punctul M are coordonatele cilindrice p, ¢ i z se noteaza cu M(p,p,z). Vom
stabili relatia dintre coordonatele cilindrice i cele carteziene rectangulare. Cum My(z,y,0),

aveln:

T = pcosy,
y = psiny, (3.7.12)
z =z,

unde 0<p<o0, 0<p<27 , -00<2<+00..

Calculand jacobianul, obtinem:
dp Op 0z
dy 0Oy Oy
J=\|= == | =0p

dp Op 0z
dp Oy 0z

Conform (3.7.11) formula de trecere la coordonate cilindrice in integrala tripla este

/T//f(x,y,z)dxddeZ/T[/f(pcosgp, psinp, 2)pdpdedz. (3.7.13)

Exemplul 2. Sa se calculeze integrala tripla [[[ z*\/a? + y?*dadydz, unde T este domeniul
T

mdrginit de suprafetele y =0, 2 =0, z =3, 22+ y?> = 2z, y > 0.

Rezolvare. Ecuatia 22 +1y? = 2z poate fi scrisd in forma (z —1)?+y? = 1, de unde rezulta ca
ea este ecuatia unei suprafete cilindrice cu generatoarele paralele cu axa Oz si cu directoarea
I': (r—1)?2+y? =1 din planul Ory. Domeniul T este reprezentat in fig.6.4b. Vom trece
la coordonatele cilindrice p, ¢ si 2. Ecuatia semicircumferintei I' este p = 2cosp, 0 < ¢ < g
care se obtine din ecuatia 2% + y? = 2z, substituind x = pcosp, y = psinp si simplificand

ambele parti prin p. Deci domeniul 7' poate fi scris in coordonate cilindrice astfel:

T={(pp,2): 0<9p<m/2, 0<p<2cosp, 0<z<3}.

6
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Avem:
w/2 2cos ¢ 3
///z\/x2+y2 dxdydz = / de / dp/z\/p2 cos? o + p?sin? ppdz =
T 0 0 0

w/2 2cos w/2 2cos ¢

2 h 2 2?3
S T fee [ o il
0

0 0 0 0
w/2 w/2 /2
9 p3 2cos 3 . 9 .
=3 T dp =12 [ cos®pdp =12 | (1 —sin®y)d(sinp) =
0
0 0 0

/2
=8 <

1
=12 {Simp —3 sin® go}
0

Integrala tripla in coordonate sferice.

Fie in spatiu este dat un sistem cartezian rectangular de coordonate Oxyz. Prin coordonate
sferice ale punctului M(z,y,z) se inteleg marimile r, ¢ si 6, unde r=|OM|, ¢ este a doua
coordonatd polara a proiectiei ortogonale M0 a punctului M pe planul Ozy si 6 este unghiul
dintre Oz si |OM| (fig.6.5).

Cum |OMy| = rsiny si z=rcosp, relatiile dintre coordonatele sferice si cele carteziene

rectangulare sunt:

x =rsinf - cosy,
y =rsinf -sinp, (3.7.14)
z=rcosb,

unde 0< r<+o0, 0<p<27, 0<O<T .

Calculand jacobianul J de trecere la coordonate sferice obtinem

op Op 00
cospsinf —psinpsing pcosycosf
|9y Oy Oyl | . . . .
J=|7= == —=|=|sinpsinf pcospsinf psinpcosd| = p~sind
dp Op 00
cos 6 0 —psinf
dp Op 00

Deci (3.7.11) trecerea la coordonate sferice se efectueaza cu ajutorul formulei

/// f(z,y, 2)dxdydz = // f(psinf -cosp, psin@ -sin g, pcosf)r? sin 6 dpdpdd. (3.7.15)
T Tx
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Exemplul 3. Sa se calculeze integrala tripla [[[ 2* dedydz, unde T este sfera x>+ y*+2* < 4.
T

Rezolvare. Trecem la coordonatele sferice p, ¢ si 0 (fig.6.6). In aceste coordonate domeniul

T poate fi scris in forma:

T ={(p,¢,0): 0<f6<m 0<ep<2m, 0<r<2}

Deci

by 27 2
///xQd:vdydz:/dO/dgp/pQSinQQ-COSQQO-stianp:
T 0 0 0

™

2 2
—/sin39d9/c052<pdg0/p4d—
0 0

0

]-

T 27
1 1 1
= /(C082 0 — 1)d(cos @) - / <— + — cos 24,0) dp - - {7“5
2 2 5
0 0
2”} 32 128

1 ™ 1 1
= l(gC0839—0089> 0} . [(§¢+Zsin2@> e —. <

5 5
1) Sa se scrie in forma analitica gi sa se deseneze domeniile de integrare pentru urméatoarele

3.7.2 Exercitii

integrale:
2 1—x/2 22 +1
a) f de [ dy f xdz;
0
2 (z— 2)

fdyfdx f dz.

) Sa se calculeze integralele triple iterate:
1—x/2 2241
f dx f dy [ wxdz
0
2 (z—2)?
f dy f dx f dz.
-1 2y
3) Sa se calculeze integrala tripla a functiei f(z,y,z) pe domeniul T, daca:

a)T: z=0,y=0,2=0,z4+y+2=1; f(z,y,2) = xy;

b)T: 2=0,y=0,2=02=4—22—y* 2>0,y>0; f(z,y,2) = 2yz;

)T ={(r,y,2): 1 <2?+9y*+22<4,2>0, y>0,2>0} flx,y,2) = /o2 + 2 + 2%
d) T ={(z,y,2) : 1§%+3~|—f—6§4, r>0,y>0, z>0}; f(z,y,2) = zyz.

3.7.3 Abplicatiile integralei triple

Calculul volumelor.
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Conform sensului geometric al integralei triple, volumul V' al corpului (domeniului) 7 se

V= / / / dxdydz. (3.7.16)

Exemplul 4. Sa se calculeze volumul corpului, marginit de suprafetele x =0, y =0, z = 0,

204+ 3y =6,y +2—4=0,y>0.

calculeaza conform formulei

Rezolvare. Suprafetele =0, y=0 si z=0 sunt planele de coordonate Oyz, Ozz si, respectiv,
Ozy. Ecuatia 22+3y=6 este ecuatia unui plan paralel cu axa Oz (deoarece in aceastd ecuatie
lipsesgte variabila z) si care intersecteaza planul Ozy prin dreapta 2z+3y=6 de pe acest plan
(fig.7.1). Suprafata y*> + z — 4 = 0 este o suprafata cilindricd cu generatoarele paralele cu axa
Oz (deoarece in ecuatia ei lipseste variabila x) si cu directoarea y* + z — 4 = 0 din planul Ozy.

Fie T domeniul spatial, marginit de suprafetele date, si D proiectia ortogonala a lui pe

planul Ozy. Evident ca

2
D:{(x,y): 0<x<3, O§y§2—§x}
2 2
T=q(yz): 0<w<3 0<y<2-cw, 0<z<d-y .

Aplicand formula (3.7.16), obtinem

2
2— <% 4—y2

v f[f st e [ [ o

0 0 0 0

I
—
QL
8
\ |
~—
I
|
<
no
N—
U
<
I

Calculul masei domeniilor spatiale.
Din sensul fizic al integralei triple rezulta ca, daca in domeniul spatial T' este repartizata

masa cu densitatea p(z,y,2), atunci masa m a acestui domeniu se calculeaza conform formulei

m = [[] uta.y.dsdyaz (3.7.17)

Exemplul 5. Sd se calculeze masa corpului T marginit de suprafetele z = 0, z = /5 si

22 +y? — 2% = 4, daca densitatea lui este p(z,y,2)=z.
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Rezolvare. Suprafata x? 4+ y% — 22 = 4 reprezinta un hiperboloid de rotatie cu o panza. Deci
T este domeniul, cuprins induntrul acestui hiperboloid si intre planele z=0 si z = v/5 (fig.7.2).

Determindm intersectia hiperboloidului cu planul z = /5. Din sistemul

24yt — 2% =4,
Y obtinem 2?4 y* =9,
z:\/g.

Deci proiectia lui T pe planul Ozy este cercul 22 + y? < 9.
Divizam domeniul 7" in doud parti 7} si T» cu ajutorul suprafetei cilindrice 22 + y? = 4.
Proiectiile pe Ozy ale acestor parti D; si Dy sunt cercul 22 + y? < 4 si, respectiv, inelul

4 < 2? +y? < 9. Vom trece la coordonate cilindrice. Cum

Ti={(p2): O0<p<om 0<p<2 0<z<V5)
si
, avem
m = /// zdxdydz = /// zdxdydz + /// zdxdydz =
T Tl T2
27 2 V5 27 3 V5
:/dw/pdp/zdz+/dcp/pdp / zdz =
0 0 0 0 2 \/pz_—ll
27 2 2 3 9
) 9 »p
/ <‘7/2” ”/ ¢/p<2 2) P
0 0 0 2
2 2
25 65
=5[d — [ dp=—¢p.A
/ Y+ 3 $=q%
0 0
Calculul momentelor statice ale unui domeniu spatial in raport cu planele de
coordonate.

Fie T un domeniu spatial cu densitatea u(z,y,2z) (fig.7.3). Analog aplicatiei respective a

integralei duble se demonstreaza ca momentele statice m,, m,. si m,, ale lui T in raport cu
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planele de coordonate Oxy, Ozz si, respectiv, Oyz:

fff zp(x,y, z)drdydz,
= fff yu(z,y, z)drdydz, (3.7.18)
= fff zu(z,y, 2)dzdydz.

T

Exemplul 6. Sa se calculeze momentele statice myy, My, §i My, ale cubului T = {(z,y, 2) :

0<z<1 0<y<1, 0<z<1}, daca densitatea lui este j(z,y,2) = x+y+=z.

Rezolvare. Cubul dat este reprezentat in fig.7.4. Conform (3.7.18) avem

:///z(x+y+z)dxdydz:jdx/ldy/lz(x+y+z)dz=

1

/d.r/( ot Ly )dyoj( -l

0

Analog obtinem m,, = m,, = 6 |
Calculul coordonatelor centrului maselor.

Daca C(xc, Ye, zc) este centrul maselor unui domeniu spatial 7', in care este repartizatd

masa cu densitatea p(z,y,2), atunci

Te = myz:
.
iy

Ze = )

m

unde m este masa lui T, iar my,,, m,. si m,, sunt momentele statice ale lui in raport cu planele

de coordonate Oyz, Oxz i, respectiv, Oxy.

Exemplul 7. Sa se calculeze coordonatele centrului maselor cubului
T ={(z,y,2): 0<z<1, 0<y<l1l, 0<z<1} cudensitatea pu(z,y,z)=c+y+=2.

Rezolvare. Momentele statice au fost calculate in exemplul 6.. Calculam masa cubului dat:
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m:///u(z,y,z)dxdydz:///(x+y+z)d:rdydz:
/dx/dy/x+y+z dz-/dx/<x+y+ )dy /(w—i—l)d

N W

;0 : 5
My _ 9 Analog obtinem y. = z. = —. «

Conform (3.7.19) avem: z. =

Calculul momentelor de inertie ale domeniului spatial in raport cu planele de
coordonate, axele de coordonate si cu originea de coordonate.

Fie T un domeniu spatial cu densitatea p(z,y,2z). Notam cu Iy, L, 1., I, I, I, si I
momentele de inertie ale domeniului 7" in raport cu planele de coordonate Ozy, Ozz, Oyz,
axele de coordonate Oz, Oy, Oz si, respectiv, cu originea de coordonate O. Judecénd ca gi in

cazul aplicatiei respective a integralei duble, obtinem:

= JJJ 2.y, 2)drdydz,

fffy (@, y, z)dedydz,

HMWWMZM@M
h—gfy+zM@%)w@@, (3720
I, = [[[(2* + 2*)u(w,y, 2)dxdydz,

I = foﬂxZ + y?) (. y, z)dzdydz,
= fofT($2 + y* + 2%)p(x, y, z)drdydz,

Din (3.7.20) rezulta relatiile:

IO = Ixy + 1. + Iyz;

Ix = Ixy + I;I:za
I, = Iy + 1,
Iz = Iacz + Iyz:

(3.7.21)
2y =1I, + I, + L;

20y =1, + 1, — I,
2Ixz - Ia: + Iz - Iy)
oL, =1I,+1I, — I,

Exemplul 8. Sa se calculeze momentul de inertie a unui con circular omogen cu densitatea fi
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in raport cu axa sa, daca raza bazei lui este R, iar generatoarea formeaza cu indlfimea unghiul
a = 45°.

Rezolvare. Alegem sistemul cartezian rectangular de coordonate Ozyz astfel ca O sa coincida
cu varful conului si inaltimea lui sa se afle pe semiaxa pozitiva a axei Oz (fig.7.5). Daca notdm
prin T conul dat, atunci, in coordonate cilindrice, avem 7' = {(p,p,2): 0< ¢ <27, 0<
p <R, p<z< R} Aceastarezultd din faptul cd o = 45° si deci inéltimea conului este egala
cu raza lui, iar suprafata care mirgineste conul este partea suprafetei conice 22 + y? — 22 = 0,
situate in semispatiul de sus. Aceasta parte are ecuatia z = \/ﬁy2 sau, in coordonate
cilindrice, z = p.

Daca notam cu po = const densitatea conului, atunci din (3.7.20) avem

I, —///35 + y*) o dedydz =
R 27 R
—uo/dw/dp/p cos? p+p? sin SO)PdZ—#o/dSO/P
0 0

w

Q.

s
. Se—

QL

Q

I

=

o
—

<

—_

—

=

>

U

3.7.4 Exercitii

1) Sa se calculeze volumul corpului 7', marginit de suprafetele:
a)z=0,y=02=02=92+1,z2+y=1;
b)y:2x2,z:1—yz2,zzo.

2) Sa se calculeze masa corpului 7" marginit de suprafetele date, avand densitatea datd
p(z,y,2):

a) T: 2?2 + 2+ 22 =1; ula,y,2) = a2 + 2 + 2%
b) T:2=0,y=0,z2=0,z4+y+z=1; ulx,y,2) =z +y+ 2.

3) Corpurile T3 si Ty au densitétile p(x,y,2z) = x + y + 2 i, respectiv, po(z,y,2) = 1 si
sunt marginite de suprafetele: T1: =0,y =0, 2 =0, 2 +y+2z=1; Tp: z =22 + 9> 2z = 1.
Pentru fiecare corp sa se determine:

a) masa;
b) momentele statice fata de planele de coordonate;
¢) coordonatele centrului maselor; d) momentele de inertie fatd de planele de coordonate, fata

de axele de coordonate si fata de originea de coordonate.
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