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Problema găsirii lucrului forţei 
Fie că un punct material M  ce se mişcă de-a lungul unui arc  plan L de la punctul 

A la punctul B, i se aplică forţa F, care variază ca mărime şi ca direcţie. Deci, că F este o 
funcţie ce depinde de ( ),M x y , adică ( ) ( ),F F M F x y= =

  

. Să se determine lucrul L al 
forţei la deplasarea punctului M  de la punctul A la punctul B.  

Divizăm curba AB  cu ajutorul punctelor 
0 1 2, , , ..., nM A M M M B= = , în direcţia de la A la B. Notăm 

vectorul 1i iM M +  cu il∆ . Fie ( )i iF F M=  mărimea forţei în 
punctul iM . Se cunoaşte că în cazul cînd AB  este un segment 

de dreapta, atunci lucrul poate fi găsit astfel ( )L F M AB= ⋅
 

 

Produsul scalar i iF l⋅ ∆  poate fi considerat lucrul  aproximativ 

pe arcul 1i iM M + . Deci, i i iL F l≈ ⋅ ∆ . Punem 1i i ix x x+∆ = − , 

1i i iy y y+∆ = − . Atunci i i il x i y j∆ = ∆ + ∆ .  

Fie că ( ) ( ) ( ), , ,i i i iF x y P x y i Q x y j= +


. Atunci ( ) ( ), ,i i i i i i iL P x y x Q x y y≈ +   şi 

( ) ( )( )
1

0 0
, ,

n n

i i i i i i i
i i

L L L P x y x Q x y y
−

= =

≈ ⇒ ≈ +∑ ∑   . Eroarea va fi mai mică cu cât  în mai 

mici părţi va fi divizat arcul AB , adică , 0i ix y∆ ∆ → . Deci, 

( ) ( )( )
1

0 00

lim , ,
i
i

n

i i i i i ix iy

L P x y x Q x y y
−

→
=→

= ∆ + ∆∑




  

Integrale curbilinii de speţa II. Definiţii.  Proprietăţi 
La definirea integralei curbilinii de speţa II se folosesc  raţionamentele de mai sus. 

Nu vom intra în amănunte. 

B  
iF
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Fie dat un arc L de curbă neîntrerupt, mărginit de punctele A  şi B şi funcţiile ( ),P x y  

şi ( ),Q x y  continui pe L. Divizăm arcul L  în direcţia de la A spre B în modul indicat 

mai sus şi formăm suma: ( ) ( )
1

0
, ,

n

n i i i i i i
i

P x y x Q x y yσ
−

=

 = ∆ + ∆ ∑ . 

 Dacă limita acestei sume, când  , 0i ix y∆ ∆ → , există, este finită şi nu depinde de 
modul de divizare  a arcului L, valoarea ei se numeşte integrală curbilinie de speţa II. 
Se notează, ( ) ( )

( )
, ,

AB

P x y dx Q x y dy+∫ . Deci,  

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
1

, 0 0
, , lim , ,

i i

n

i i i i i ix y iAB

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y y
−

→
=

+ = +∑∫
 

   

Notă: 1. Dacă L  este un arc de curbă spațial, analog poate fi introdusă noțiunea de 
integrală curbilinie a funcțiilor ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,P x y z Q x y z R x y z   

( ) ( ) ( ), , , , , ,
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +∫   

2. Menţionăm că în cazul când curba L  de integrare este un contur închis, integrala se 
notează:  .

L

Pdx Qdy+∫  

Proprietăţi ale integralei curbilinii de speţa II 
1. Dacă drumul de integrare va fi de la B  la A , atunci integrala curbilinie îşi va 

schimba semnul, adică:  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, , , ,
AB BA

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = − +∫ ∫   

2. Dacă drumul de integrare L  este divizat în porţiunile 1 2, ,..., nL L L , atunci 

1

...
nL L L

= + +∫ ∫ ∫ . 

Calcularea integralei curbilinii de speţa II 
Calcularea integralei curbilinii de speţa II poate fi redusă la calcularea integralei 

definite în următoarele cazuri:  
1. Dacă L  este definit de funcţia ( )y y x= , [ ],x a b∈ , continuă împreună cu derivata 

sa pe [ ],a b , atunci: ( )( ) ( )( ) ( ), ,
b

a
L

Pdx Qdy P x y x Q x y x y x dx′+ = +∫ ∫  

2. Dacă arcul de curbă L  este dat de ecuaţiile parametrice ( )x x t= , ( ),y y t=  

[ ]1 2,t t t∈ , atunci avem: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2

1

, ,
t

t
L

Pdx Qdy P x t y t x t Q x t y t y t dt′ ′+ = ⋅ + ⋅∫ ∫   
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Exemple:  

1. 2
2

1

L

I x dx dy
y

= +∫ , L  - arcul de curbă 1x
y

=  de la punctul ( )1,1A  la punctul 

( )4,1 4B . 

Soluţie: Avem 1y
x

= , 2

1dy dx
x

= − , [ ]1,4x∈ . Obţinem că  

Avem 
34 2 2 4

121

1 64 14 1 18
3 3 3
xI x x dx x

x
   = + ⋅ − = − = − − + =       

∫ . 

2. 
L

I ydx xdy= +∫ , unde L  este arcul astroidei 3cosx a t= , 3siny a t=  de la punctul 

( )1 1M t  la ( )2 2M t  pentru care 1 0t = , 2 4
t π
= . Avem 23 cos sindx a t tdt= − , 

23 sin cosdy a t tdt= . Deci,  

 

( )

( )

3 2 3 24
0

2 2 3 2
2 2 2 2 2 2 44 4

00 0

sin 3 cos sin cos 3 sin cos

3 3 sin 23 sin cos cos sin sin 2 cos2
4 8 3 8

I a t a t t a t a t t d t

a a t aa t t t t dt t tdt

π

ππ π

= − ⋅ + ⋅ =

− = = ⋅ =

∫

∫ ∫
 

3.  ( ) ( )3 2 24 5 2 15
L

I xy y dx x xy dy= + + +∫ .  

a) L  este arcul parabolei 2y x=  de la ( )0,0O  la ( )1,1B  

b) L  este  arcul parabolei 2y x=  de la ( )0,0O  la ( )1,1B  
Soluţie: a)  

( ) ( )
( )

1 13 6 2 5 3 6

0 0

4 7 1
0

4 5 2 15 2 8 35

2 5 7

I x x x x x dx x x dx

x x

 = + + + = + = 

+ =

∫ ∫  

b) ( )( )1 13 3 4 4 4

0 0
4 5 2 2 15 35 7y y y y y dy y dy+ + + = =∫ ∫  

Obţinem acelaşi rezultat – nu este întâmplător. 
4. ( ) ( )2 3 2 23 7 6 11

L

x y x dx x x y dy− + +∫  

a) L  este segment de dreaptă y x=  de la ( )0,0O  la ( )1,1B ; 

b) L  este dat de ecuaţia 4y x=  de la ( )0,0O  la ( )1,1B . 

a)   ( )1 3 3 4 4 2 5 1
00

11 213 7 6 11 3
5 5

I x x x x d x x x x = − + + = − + + = 
 ∫  

O  

B  

y  

1 

1 

x  

O  

B  

y
 

1 

1 

x  
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b) ( )( ) ( )1 16 3 10 3 6 3 4 13

0 0
3 7 6 11 4 3 7 24 44I x x x x x dx x x x x dx= − + + = − + + =∫ ∫  

     7 4 5 4 1
0

3 7 24 44 927
7 4 5 4 140

x x x x = − + + = 
 

 

 Deci, valoarea integralei depinde de drumul de integrare. În viitor vom stabili 
condiţii când  valoarea integralei de la punctul A la punctul B   nu depinde de drumul de 
integrare.  

Formula lui Green. Aplicaţii 
În cele ce urmează vom stabili legătura dintre integrala dublă pe un domeniu 

plan D  şi integrala curbilinie pe frontiera L  a acestui domeniu. 
• Cazul când domeniul D  este mărginit de liniile ( )1y f x= , ( )2y f x= , 

( ) ( )1 2f x f x≤ , a x b≤ ≤ . Conturul L  constă din 
liniile AB şi BC  şi două segmente: AD  şi BC OY  
Presupunem că pe domeniul D  este definită funcţia 
( ),P x y , continuă împreună cu derivata parţială a sa 
P
y

∂
∂

. Vom calcula acum 
D

P dxdy
y

∂
∂∫∫ .  

 
Avem: 
 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2

1

1

2 1, , ,

, , , ,

, , , , , ,

f xb b b b
f x
f x

D a f x a a a

DC AB DC BA

AD DC CB BA ADCB ABCD

P Pdxdy dx y P x y dx P x f x dx P x f x dx
y y

P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx

P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx

∂ ∂
= ∂ = = − =

∂ ∂

− = + =

+ + + = = −

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 
Cazul când domeniul D  este mărginit de liniile ( )1x g x= , ( )2x g y= , 

( ) ( )1 2g y g y≤ , c y d≤ ≤ .  

Fie în domeniul D  este definită funcţia ( ),Q x y , continuă 

împreună cu derivata sa Q
x

∂
∂

.Analog se demonstrează:  

( )
( )

,
D ABCD

Q dxdy Q x y dx
x

∂
=

∂∫∫ ∫   

 

a   b 

D 

 

A 

 

B 

 

C 

O 

( )2y f x=  

( )1y f x=  

y
 

x  

y
 

x  

A 

D C 

B 

O 

1ρ
 

2ρ  

d 

C 
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Teoremă: Dacă domeniul D , închis şi mărginit, poate fi descompus într-un 

număr finit de domenii de tipuri indicate  şi ( ),P x y , ( ),Q x y , P
y

∂
∂

,  Q
x

∂
∂

 sunt continui 

pe acest domeniu, atunci este justă formula lui Green 

( ) ( ), ,
D L

Q P dxdy P x y dx Q x y dy
x y

 ∂ ∂
− = + ∂ ∂ 

∫∫ ∫ , 

L  este frontiera lui D  parcursă în sens pozitiv.  
 
Formula de mai sus  se obţine scăzând ultimele egalităţi. 

 
Cu ajutorul formulei lui Green poate fi calculată aria domeniului  D .  

Fie ( ),P x y y= − , ( ), 0Q x y = , atunci D
D L

A dxdy ydx= = −∫∫ ∫ .  

 Fie ( ), 0P x y = , ( ),Q x y x= , atunci D
D L

A dxdy xdy= =∫∫ ∫ .  

Sau 1
2D

D L

A dxdy xdy ydx= = −∫∫ ∫  

 
Condiţiile de independenţă a integralei curbilinii 

de drumul de integrare 
Definiţie: Domeniul D  se numeşte simplu conex, dacă orice porţiune finită a 

planului, mărginită de un contur închis, ce se include în întregime în D , de asemenea se 
închide în D . 
 

Teoremă: Fie D  un domeniu închis, mărginit şi simplu conex, şi fie că funcţiile 
( ) ( ), , , , / , /P x y Q x y P y Q x∂ ∂ ∂ ∂  sunt continui în acest domeniu. Atunci următoarele 

condiţii sunt echivalente: 
1. ( ) ( ), , 0

L

P x y dx Q x y dy+ =∫ , unde L  este un contur închis ce se include în D ; 

2. ( ) ( ), ,
AB

x y dx Q x y dy+∫  nu depinde de drumul de integrare (arcul AB ), dar numai 

de punctul iniţial şi cel final; 
3. există o astfel de funcţie ( ),U x y , astfel încât ( ) ( ), ,du P x y dx Q x y dy= + ; 

4. P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. 



INTEGRALE CURBILINII DE SPEŢA II 
 

 

6 
 

NC7.11 NC 3.5. 

Demonstraţie: Vom arată că 1 2 3 4 1⇒ ⇒ ⇒ ⇒ . 
1 2→  

În domeniul D  considerăm două arcuri arbitrare AMB  şi ANB  
cu capetele în A  şi B . Trebuie de demonstrat că 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .
AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = +∫ ∫   

Din condiţia 1 avem: ( ) ( ), , 0
AMBNA

P x y dx Q x y dy+ =∫ , de unde 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , , 0

, , , ,

, , , ,

AMB BNA

AMB BNA

AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

+ + + = ⇒

+ = − + ⇒

+ = +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

2 3→  
Să se arate că există funcţia ( ),U x y , astfel încât ( ) ( ), ,du P x y dx Q x y dy= + . 

Fixăm punctul ( )0 0,A x y D∈  şi fie ( ),B x y  un punct variabil din domeniul D .  

Considerăm integrala ( ) ( ), ,
AB

P x y dx Q x y dy+∫ , care 

depinde numai de punctul B , adică de coordonatele lui B . 
Notăm această integrală cu ( ),U x y  şi vom arăta că această 

funcţie este funcţia căutată, adică u udu dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

. Deaceea 

este suficient de demonstrat că ( ),u P x y
x
∂

=
∂

 şi ( ),u Q x y
y
∂

=
∂

.  

Demonstrăm prima egalitate: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) { } ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0 0

0 0

, ,
lim

1lim , , , ,

1 1lim , , 0 lim ,

1 1lim , lim , ,

x

x
AB AB

x x
BB BB

x x

xx x

u x x y u x yu
x x

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy
x

P x y dx Q x y dy dy P x y dx
x x

P x y d x P c x P x y
x x

γ

→

→
′

→ →
′ ′

+

→ →

+ −∂
= =

∂
 

+ − + = 
 

= + = = = =

= ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫ ∫

∫





 



 







 



 

 , 

 

M 

N A 

B 
D 

( ),B x y
 

( ),B x x y′ +
 

( )0 0,A x y
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unde c  este punctul din teorema despre valoarea medie a integralei 

( ) ( )( )( ), .
b

a
f x dx f c b a= −∫   Deci, ( ),u P x y

x
∂

=
∂

. Analog ( ),u Q x y
y
∂

=
∂

.  

3 4→ .  

Fie ( ) ( ), ,du P x y dx Q x y dy= + . Să arătăm că P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. Avem  ( ),u P x y

x
∂

=
∂

, 

( ),u Q x y
y
∂

=
∂

. Derivând prima ecuaţie după y , iar a doua după x , avem:  

2u P
x y y
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 şi 
2u Q

y x y
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

. Deoarece P
y

∂
∂

 şi Q
x

∂
∂

 sunt continui, atunci şi 
2u

x y
∂
∂ ∂

, 
2u

y x
∂
∂ ∂

 

sunt continui şi care, ca derivate parţiale mixte, sunt egale. De unde P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

4 1→ .  

Fie P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 şi L  un contur închis în D . Să arătăm că ( ) ( ), , 0

L

P x y dx Q x y dy+ =∫ . 

Fie D , domeniul mărginit de L .  Folosind formula lui Green  avem 

( ) ( )
1

, , 0
L D

Q PP x y dx Q x y dy dxdy
x y

 ∂ ∂
+ = − = ∂ ∂ 

∫ ∫∫

 

Găsirea funcţiei după diferenţiala ei totală 
Considerăm integrala ( ) ( ), ,

L

P x y dx Q x y dy+∫  şi fie că funcţiile P  şi Q  sunt 

continui împreună cu derivatele sale parţiale P
y

∂
∂

 şi Q
x

∂
∂

 cu P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. Atunci 

( ) ( ), ,P x y dx Q x y dy+  este diferenţiala totală a căreiva funcţii şi valoarea integralei 
depinde numai de punctele  iniţial şi cel final al liniei de integrale. În acest caz 

integrala se scrie simplu: ( ) ( )
( )

( )1 1

0 0

,

,

, ,
x y

x y

P x y dx Q x y dy+∫ , unde ( )0 0,x y   sunt coordonatele 

punctului iniţial, iar ( )1 1,x y  - coordonatele punctului final.  Cel mai simplu să alegem 

drumul de integrare pe linia frântă 0 2 1M M M , cu ( )2 1 0,M x y  sau pe linia frântă  

0 3 1M M M  cu ( )3 0 1,M x y . Considerăm linia frântă 0 2 1M M M . Atunci, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 2 2 1

0 2 2 1

0 0

, , , , , ,

, , 0 , 0 ,

L M M M M

M M M M

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

P x y d x Q x y P x y Q x y d y

+ = + + + =

+ ⋅ + ⋅ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

sau ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

,

0,
, , , ,

x y x y

x y x y
P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = +∫ ∫ ∫ . 

 
Exemplu: Să se verifice că expresiile de sub semnul integralei  este diferenţiala 

totală a căreia funcţii, apoi să se calculeze integrala:  

( ) ( )
( )

( )1,3
2 2 3

0,2

4 15 2 5 7xy x y dx x x dy− + − +∫  

Rezolvare: Avem ( ) 2, 4 15P x y xy x y= − , ( ) 2 3, 2 5 7Q x y x x= − +  şi 24 15P x x
y

∂
= −

∂
 ,

24 15Q x x
x

∂
= −

∂
. Deci, P Q

y x
∂ ∂

=
∂ ∂

 . Astfel, expresia ( ) ( )2 2 34 15 2 5 7xy x y dx x x dy− + − +  

reprezintă diferenţiala unei funcţii ( , )U x y , care poate fi găsită după formula 

( ) ( )
0 0

0( , ) , ,
x y

x y
U x y P x y d x Q x y d y= +∫ ∫ . Deci,  

( ) ( ) ( )2 3 2 3

0 0 0 0
( , ) ,0 , 0 2 5 7 2 5 7

x y x y
U x y P x dx Q x y dy dx x x dy x y x y y= + = + − + = − +∫ ∫ ∫ ∫
iar valoarea integralei este (1,3) (0,2) 22 14 8U U− = − = . 

 


