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Problema gasirii lucrului fortei
Fie ca un punct material M ce se misca de-a lungul unui arc plan L de la punctul
A la punctul B, i se aplica forta F, care variaza ca marime si ca directie. Deci, ca F este 0

functie ce depinde de M (x,y), adica F = F(M)=F(x,y). Sa se determine lucrul L al
fortei la deplasarea punctului M de la punctul A la punctul B.

Divizam curba AB cu ajutorul punctelor

y] M,=A M, M,,..,M_ =B, in directia de la A la B. Notdm

' ﬁ_i vectorul MM, , cu Al . Fie Ei:E(I\/Ii) marimea fortei in

yf = M., punctul M,. Se cunoaste ca in cazul cind AB este un segment
M de dreapta, atunci lucrul poate fi gasit astfel L=F(M)- AB

0 X X, ¥ Produsul scalar F, - Al; poate fi considerat lucrul aproximativ

pe arcul MM, . Deci, L =F -Al. Punem Ax =X, —X,
Ay, =Y, - Y;. Atunci A_Iu = Axii+ AyiT-

Fieca F(X,Y)=P(x,;)i+Q(x,Y)]. Aunci L = P(x, Y, )aX +Q(X,Y;)ay, si
n n-1

L zZLi =L zz:(P(Xi,yi )ax +Q(X;, Y, )Ayi). Eroarea va fi mai mica cu cat n mai
i=0 i=0

mici parti va fi divizat arcul AB, adica Ax,,Ay. — 0. Deci,
n-1
L=lim > (P(%,y,)A% +Q(x, ¥ )Ay,)
Ayli—>0 i=0
Integrale curbilinii de speta II. Definitii. Proprietati
La definirea integralei curbilinii de speta II se folosesc rationamentele de mai sus.

Nu vom intra in amanunte.
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Fie dat un arc L de curba neintrerupt, marginit de punctele A si Bsi functiile P(X, y)
si Q(x,y) continui pe L. Divizdm arcul L in directia de la A spre B in modul indicat

n-1
mai sus si formdm suma: &, = Y[ P(X, ¥, )AX +Q(X, ;) AY; |.

i=0
Daca limita acestei sume, cand AXx;,Ay, — 0, existd, este finitd si nu depinde de
modul de divizare a arcului L, valoarea ei se numeste integrala curbilinie de speta II.

Se noteaza, J P(x,y)dx+Q(x,y)dy . Deci,
(AB)
n-1

v[ P(X’y)dx+Q<X’y)dy:AX_IE\T%OZ(P(Xi’yi)AXi +Q(Xi’yi)Ayi)
(AB) bAYT =0

Nota: 1. Daca L este un arc de curba spatial, analog poate fi introdusa notiunea de
integrala curbilinie a functiilor P(x,y,z), Q(x,y,z), R(X,y,2)

,[ P(xy,z)dx+Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz

AB
2. Mentionam ca in cazul cand curba L de integrare este un contur inchis, integrala se

noteaza: Cj) Pdx + Qdy.
L

Proprietati ale integralei curbilinii de speta I1
1. Daca drumul de integrare va fi de la B la A, atunci integrala curbilinie isi va
schimba semnul, adica: _[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy:—j P(x,y)dx+Q(x,y)dy

(AB) (BA)

2. Daca drumul de integrare L este divizat in portiunile L,L,,...,L,, atunci
[=[+r] -
L L L,

Calcularea integralei curbilinii de speta Il
Calcularea integralei curbilinii de speta II poate fi redusd la calcularea integralei
definite in urmatoarele cazuri:
1. Daca L este definit de functia y = y(x), Xe [a, b], continud impreuna cu derivata

sa pe [a,b], atunci: Ide +Qdy = J: P(x y(x))+Q(x,y(x))y'(x)dx

2. Daca arcul de curba L este dat de ecuatiile parametrice X:X(t), y= y(t),

te[t,t,], atunci avem:

JPax-+Qay = [P (x(t), y(t)) - X (1) + Q(x(t). y (1)) - ¥ (t) et

2
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Exemple:

1. Iz_[xzdx+i2dy, L - arcul de curba x:l de la punctul A(11) la punctul
y y

B(4L,1/4).

Solutie: Avem y =

3
Avem | :_[14£x2 + X -(—izj]dx:(%—x]‘f :6—;—4—%+1:18.
X

2. | :J.ydx+ xdy, unde L este arcul astroidei x=acos’t, y=asin’t de la punctul
L

i, dy:_izdx, x €[1,4]. Obtinem ca
X X

M,(t,) la M,(t,) pentru care t =0, tZ:%. Avem dx =-3acos’tsintdt,

dy = 3asin’tcostdt. Deci,

| = E(—asin% .3acos?tsint + acos’t -3asin2tcost)d —t

z 2 7 2 -3
3a2J"‘sin2tcoszt(coszt—sinzt)dt:3ij4sin22tc052tdt:?’i-Sln 2
0 4 Jo 8

3. | :'[(4xy+5y3)dx+(2x2 +15xy2)dy.

L

a) L este arcul parabolei y =x’ de la O(0,0) la B(11)

b) L este arcul parabolei y* =x dela O(0,0) la B(11)

vA Solutie: a)

1 B | = _[:[4x3 +5x° + (2x2 +15x5)2x]dx = J:(8x3 + 35x6)dx =

> (2x* +5x7)|p=7

b) J'Ol((4y3 +5y°)2y + 2y* + 15y4)dy - j:35y4dy =7
Obtinem acelasi rezultat — nu este intamplator.
4. I(3x2y -~ 7x3)dx + (6x +11x°y? )dy
L

@) 1 X

a) L este segment de dreapta y =x de la O(0,0) la B(L1);
b) L este dat de ecuatia y =x" de la O(0,0) la B(L1).
21

a) | =j:(3x3 -7x° +6x+11x4)d :(*x“ +3x%° +1—51x5) =g

.B
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_(YHays 73 10\ 403 _(YHays 73 4 13 .

b) I_IO(BX 7% +(6x+11x"* ) 4x )dx_jo(Bx 7% + 24" + 44X )dx =
_ §X7_1X4+ﬁxs+ﬂx4jgzg
7 4 5 4 140

Deci, valoarea integralei depinde de drumul de integrare. Tn viitor vom stabili
conditii cand valoarea integralei de la punctul A la punctul B nu depinde de drumul de
integrare.

Formula lui Green. Aplicatii

In cele ce urmeaza vom stabili legiitura dintre integrala dubli pe un domeniu
plan D si integrala curbilinie pe frontiera L a acestui domeniu.

e Cazul cand domeniul D este marginit de liniile y=f(x), y=f,(x),

yt f.(x)< f,(x), a<x<b. Conturul L constd din
liniile AB si BC si doud segmente: AD si BC|OY
= f,(x) Presupunem ca pe domeniul D este definitd functia
b T —= ¢ P(X,y), continud impreuna cu derivata partiala a sa
A l 3 % VVom calcula acum ”%dxdy.
y= fl(x °
° a boX Avem:
- OP b fx) P b " b b
j —dxdy:jdx J —ay:jP(x,y) ) dx:jP(x, fz(x))dx—JP(x, fl(x))dx:
D ay a  fi(x) 8}/ a a a
' P(x,y)dx—j P(x,y)dx:J P(x,y)dx+j P(x,y)dx=
(oc) (AB) (DC) (BA)
. P(x,y)dx+ I P(x,y)dx+ I P(x,y)dx+j P(x,y)dx= I P(x,y)dx=- '[ P(x,y)dx
(AD) (DC) (c8) (BA) (ADCB) (ABCD)

Cazul cand domeniul D este marginit de liniile x=g,(x), x=0,(Yy),
9, (Y)<9,(y), c<y<d.

Vi Fie n domeniul D este definita functia Q(x,y), continua
d -
impreunad cu derivata sa Z—Q .Analog se demonstreaza:
X
c aQ
> ||=dxdy= | Q(xy)dx
0 '[5[ Ox (AB'[:D)
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Teorema: Daca domeniul D, inchis si marginit, poate fi descompus ntr-un

numar finit de domenii de tipuri indicate si P(X, y), Q(X, y), %D, Z—Q sunt continui
X
pe acest domeniu, atunci este justa formula lui Green
0Q oP
— —— |dxdy =@ P(x,y)dx+Q(x,y)dy,
13- ot

L este frontiera lui D parcursa in sens pozitiv.
Formula de mai sus se obtine scazand ultimele egalitati.

Cu ajutorul formulei lui Green poate fi calculata aria domeniului D.
Fie P(x,y)=-y, Q(x,y)=0, atunci A, = ”dxdy = —43 ydx.
D L

Fie P(x,y)=0, Q(x,y)=x, atunci A, :jjdxdy:95xdy.

Sau A, = H dxdy = %cﬁ xdy — ydx
D L

Conditiile de independenta a integralei curbilinii
de drumul de integrare
Definitie: Domeniul D se numeste simplu conex, daca orice portiune finita a
planului, marginita de un contur inchis, ce se include in intregime in D, de asemenea se
inchide in D.

Teorema: Fie D un domeniu inchis, marginit si simplu conex, si fie ca functiile
P(x,y), Q(x,y), 0P /oy, dQ/ox sunt continui in acest domeniu. Atunci urmétoarele
conditii sunt echivalente:

1 cj}P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0, unde L este un contur inchis ce se include in D;
L

2. j(x y)dx+Q(x,y)dy nu depinde de drumul de integrare (arcul AB), dar numai
AB

de punctul initial si cel final;
3. existd o astfel de functie U (X, y), astfel incat du=P(x,y)dx+Q(x,y)dy;
4 P _Q

.E—ax.
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Demonstratie: Vom aratica 1= 2=3=4=1.
152

Tn domeniul D considerdm doua arcuri arbitrare AMB si ANB
cu capetele in A si B. Trebuie de demonstrat ca
_[ P(x,y)dx+Q(x,y)dy= I P(x,y)dx+Q(x,y)dy.

AMB ANB

Din conditia 1 avem: cﬁ P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0, de unde

AMBNA

[ P(xy)dx+Q(x,y)dy+ [ P(x.y)dx+Q(x,y)dy=0=>
.. P(x,y)dx+Q(x,y)dy :—I P(x,y)dx+Q(x,y)dy =
.. P(x,y)dx+Q(x,y)dy = I P(x,y)dx+Q(x,y)dy
2—3

Sa se arate ca exista functia U (X, y), astfel incat du = P(X, y)dx + Q(X, y)dy.
Fixdm punctul A(X,,Y,)e D si fie B(x,y) un punct variabil din domeniul D.

Consideram integrala IP(X,y)dX+Q(X,y)dy, care

AB
depinde numai de punctul B, adicd de coordonatele lui B.
Notdm aceastd integrala cu U(X,y) si vom arita cd aceastd

. o ou ou
functie este functia cautata, adica du :a—dx+—dy. Deaceea
X

este suficient de demonstrat ci M _ P(x,y) si M Q(x,y).
OX oy

Demonstram prima egalitate:

au . u(x+ax,y)-u(xy)

aX ax—0 AX

J!(Toi{ I!P(X’ y)dX+Q(X’ y)dy - J. P(x, y)dx+Q(x, y)dy} =

= Iimi'[ P(x y)dx+Q(x,y)dy={dy=0}= Iimij P(x,y)dx=

ax—=0 A X BB’ ax—=0 A X o5’
lim - X+AXP(x,y)d w lim 2. P(c,7)-ax=P(x,y)
ax—=>0 A X Y X ax—>0 A X
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unde c¢ este punctul din teorema despre valoarea medie a integralei

[ 7 98—t (e)(o-a), . pect. Ze=P(xy). Ansog T2-(x),

a

354,

: oP 0Q ou
Fie du=P(x,y)dx+Q(x,y)dy. Sa arataim ca —=— Avem —=P(X,Y),
(xy)dx+Q(x.y)dy N ox & = P(xy)
%J =Q(x,y). Derivand prima ecuatie dupd y, iar a doua dupa x , avem:
o'u oP . du  dQ oP . 8Q . . . 0u o
=— 31 =— Deoarece — si — sunt continui, atunci si ,
OXoy oy oyox oy oy OX OX0y  0YyOX
o : : : oP 0Q
sunt continui §i care, ca derivate partiale mixte, sunt egale. De unde — = >
X
4 1.
Fie %:z—Q si L un contur inchis in D. Si aritim ci cﬁP(x,y)dx+Q(x, y)dy =0.
X L
Fie D, domeniul marginit de L. Folosind formula lui Green avem

0Q oP
<]Z>P(X,y)dX+Q(X,y)dy—g( ™ ay]dxdy =0
Gasirea functiei dupa diferentiala ei totala
Consideram integrala J.P(X, y)dx+Q(x,y)dy si fie cd functiile P si Q sunt
L
continui impreund cu derivatele sale partiale op si xQ cu op = @ Atunci
oy OX oy OX

P(X, y)dX + Q(X, y)dy este diferentiala totala a careiva functii si valoarea integralei

depinde numai de punctele initial si cel final al liniei de integrale. Tn acest caz
(%4.¥1)

integrala se scrie simplu: j P(x,y)dx+Q(x,y)dy, unde (x,,Yy,) sunt coordonatele
(%:Yo)

punctului initial, iar (Xl, yl) - coordonatele punctului final. Cel mai simplu sa alegem
drumul de integrare pe linia franta M M,M,, cu M,(x,Y,) sau pe linia frantd
M,M;M,; cu  M;(X.,Y,). Consideram linia franta M M,M,. Atunci,
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IP(x,y)dx+Q(x,y)dy: J P(x,y)dx+Q(x,y)dy+ j. (x,y)dx+Q(x,y)dy

j P(X,Y¥,)d % Q(X,Y,)-0+ j y)-0+Q(x, y)dy
sau jXO . (x,y)dx+Q(x,y)dy:szP(x,yo)dx+jyon(x,y)dy

Exemplu: Sa se verifice ca expresiile de sub semnul integralei este diferentiala

totala a careia functii, apoi sd se calculeze integrala:
(2.3)

j (4xy —15x2y)dx + (2x2 —5x% + 7)dy
(0.2)

Rezolvare: Avem P(x,y)=4xy—15x°y, Q(X,y)=2x*-5x*+7 si %:4x—15x2

NQ _4x_15x. Deci, ®_R . Astfel, expresia (4xy —15x°y)dx + (2x* = 5x° + 7)dy
OX oy OX

reprezintd diferentiala unei functii U(X,y), care poate fi gasitd dupa formula

U (X, y):J'XXO P(x,Y,)d xrjth(x,y)d \. Deci,

U(x,y)= IOX P(x,0)dx + jon(x, y)dy = IOXde + J.Oy(ZX2 —5x% + 7)dy =2x°y —5x’y + 7y
lar valoarea integralei este U (1,3) —U (0,2) =22 -14=8.



