INTEGRALE IMPROPRII

+ Integrale improprii de speta 1. Definitii, proprietiti, criterii de convergenta
+ Integrale improprii de speta I1. Definitii, proprietiti, criterii de convergenta

Integrale improprii de speta I (cu limite infinite).
Definitii, proprietati, criterii de convergenta

Daca functia nu este marginitd pe un segment, sau este definitd pe un interval infinit,

este imposibil de vorbit despre integrala Riemman. In cele ce urmeazi notiunea de integrala

se genereaza atat in cazul functiilor definite, dar nemarginite pe segment, cat si in cazul

functiilor definite pe intervale nemarginite. Acest lucru se face cu ajutorul trecerii la limita

limitei, cu ajutorul careia se defineste integrala Riemman.

Definitie. Fie cd functia f(x) este definitd pe intervalul [a;») si integrabild pe orice
b

segment [a;b],b>a. Daca 3lim I f (x)dx, atunci aceasti limiti se numeste integrali
a

Improprie de speta I a functiei f(x) pe [a;oo). Se noteaza j f (x)dx. Deci

T f (x)dx = tI)lrpj f (x)dx. (1)

Daca limita (1) este finita se mai spune, ca integrala improprie j f (x)dx converge, iar
a

functia f(x) este integrabila in sensul impropriu pe[a;oo). Tn cazul ¢ind limita nu exista
sau este oo, integrala improprie se numeste divergenta.

Pentru o functie continud, nenegativiy = f(x), xe[a;0), integrala improprie j f (x)dx
a

este egala cu aria trapezului curbiliniu (nemargint ca domeniu) marginit de dreapta Xx=a,
axa ox si graficul functiei y = f (x)
y

Exemplu 1. Sa se calculeze aria trapezului curbiliniu infinit marginit de dreapta x =1, axa

ox si graficul functiei f(Xx)= iz
X
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b
=1.
1 |

ol 1

Aria este A:J'izdx_llm —dx_llm(—lj
X
1

b—w 1 b—w X

Exemplu 2. Sa se calculeze aria trapezului curbiliniu infinit marginit de dreapta x =1,

axa ox si graficul functiei f(x)= 1

’ X
. 1
Aria este j—dx_nm —dx_nm(|n|x|) =limInb = oo, ,
1 X b—>ool X b—w b—w |

o 1

“Forma” figurilor din exemplele 1 si 2 este asemdndtoare, dar ariile difera esential: aria
primului domeniu este finit, pe cind al doilea domeniu are arie infinita.

Analog se defineste: If(x)dx_llmjf(x)dx — integrala improprie cu limita

inferioara infinita.
Integrala improprie cu ambele limite infinite, se defineste:

jf(x)dx_ j f(x)dx+j f (x)dx, unde ceR.

—0 —00

o) b b
Exemplud.  [—X —tim [-Z _jim[ ZinX=3 | ~Ljim[ 102"} -2 |-Lins,
X0 =1 bowmo XT =1 boe( 2 X411, 200= |b+1 3) 2
o) b 1 b 1
Exemplu 4. jcostdx:!)im costdx:!’im(—sinZXJ =Ekl)im(sin 2b) — aceasta limita
0
nu exista.
b
T dx b dx (1 X + 2
Exemplu 5. | ———= lim [————=lim arct =
P _-[Ox2+4x+9 g:;;g-{[(x+2)2+5 g:;(ﬁ J J5 ja

1 . b+2 a+?2 1 (7 =« pia
— lim| arct —arct ——(—+—j=—.
\/Egj;gg[ Y \/Ej B2 2) 25

3 : . dx
Exemplul 6. Sa se cerceteze convergenta integralei j—a,a eR.
X

b
Daci @ =1=> | =lim [ = lim(Inx)[' =lim(Inb) =

b—o0 1 X b—o0 b—o0
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b —a+l b 1
@ = a>1
Daca @ #1= 1 = lim [ 2 = lim| lim| L T
boog X* ool —a+1)l o (I-a)h*T 1-a

o, a<l

0

. cdx . < <
Decil, J. — este divergenta pentru o <1, convergenta pentru o >1.
X
1

Proprietatile integralelor improprii
1. Formula lui Newton — Leibniz. Daci functia f (x)este continud pe [a;0) si F(x)

— primitivd a lui f (X), atunci j f(x)d x F(X)|. = F () - F(a), unde F () =limF(x).

2. Linearitatea. Daca integralele improprii _[ f(x)dx si I g(x)dx sunt convergente,
atunci pentru Va, S € R este convergenta si integrala j(a f(x)+ ﬂg(x))dx si are loc

j(af(x)+ﬂg(x))dx=aj f (x)dx+ﬁjg(x)dx.
3. Daci I f (x)dx converge, atunci pentru VA > a,.[ f (x)dx converge si invers. Are loc
a A

o A
-

4. Daca I f (x)dx converge, atunci LimJ' f(x)dx=0.
a A

> '—;_ 8

5. Integrarea prin parti. Daca u(x) si v(x) sunt functii derivabile si continui pe

segmentul  [a;»), si fie ca 3lim(u-v), atunci judv=uv|:—jvdu, unde

X—>00

uv| = lm(u(x) -v(x) —u(a)-v(a)).

Formula de mai sus este adevarata in cazul convergentei macar a unei integrale. Daca
macar o integrala este divergenta, atunci este divergenta si cealalta.
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6. Metoda substitutiei. Daca f(x) este continud pe [a;oo) Jar ¢(t) este derivabila cu
derivate  continui  pe  [e;8], i a=gp(a)<pt)< lim p(t)=c,  atunci
= i
JFoodx=[f () @'®dt.

Exemple.

T 1 ¢ dt :
1. j—z‘Xz;‘:J‘ — :arcsmt|2=—

1X\/X2 -1 0

dx
T arctg x u=arctgx.dv="7 —arctgx|” ¢ dx r 1 X
X du = dx S X L 1x(x*+1) 4 1(x x°+1
x> +1 X
T 1 T X 7 In2
== +|Inx==In(x*+1) || ==+1n == +—.
oIl g fen e ey

7. Integrarea inegalititilor. Daca f(x)<g(x) pe intervalul [a;o) si If(x)dx si

Jg(x) dx sunt convergente, atunci J f(x)dx < J' g(x)dx.

VX —x2+3 1

X+ X2 +1 10\/5'

Exemplu . Sa se demonstreze, ca 0 <I

Solutie. Pentru x e [2 oo) este adevirat ca

/ / o (3
XX +3 0<I a 3 x < Ix 2dx_
il X > X+ X +1 10\/_

Criterii de convergenta pentru functii nenegative
A
Dacé functia f(x)> 0, atunci integrala ®(A) = [  (x)dx reprezintd o functie monoton

crescatoare de variabila A. Problema existentei limitei finite a functiei pentru A— o« se
rezolva simplu — pe baza teoremei despre limita functiei monotone:

Pentru convergenta integralei improprii _[ f (x)dx in cazul f(x)>0,este necesar si suficient,

A
ca integrala la cresterea lui A s ramina marginit superior: j f (x)dx <L (L- constant).

4
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Daca aceste conditii n-au loc j f(X)dx=00.
a

Pe baza acestei informatii are loc urmatoarea
Teorema 1. Daca 0< f(x)<g(x) pe intervalul [A;oo),AZa, atunci din convergenta

integralei .[g(x) dx rezulta convergenta I f (x)dx.
a a
Demonstratie. Fie ca integrala J g(x)dx este convergentd. Atunci pentru VA>a, avem:
a

A A
jg (X)dx<L= I f (x)dx < L, de unde rezultd afirmatia teoremei.

f(x)

Teorema 2. Daci Hlimﬁzk,(ogk@o), atunci pentru k <co din convergenta
X—)oog X

integralei I g(x)dx rezulta convergenta integralei I f (x)dx, iar pentru k >0 din divergenta

integralei j g(x) dx, rezulti divergenta integralei j f (x)dx.
a a
Astfel, pentru 0 < k <00 ambele integrale ori converg, ori diverg simultan.

In caz articular, daca f~gpentru X — o0, adica , atunci f (x)dx §|
p
a

Jg(x) dx ori converg, ori diverg simultan.

sin® 3x

Exemplu 1. Sa se cerceteze convergenta integralei I dx.
1

- 2 o0
Avem: 0< sin” 3x < ! . Cum Iidx este convergentd (« =4/3>1) rezultd ca
\3/ X4 +1 %/X74 1 %/F

converge si integrala initiala.

3 : . xdx
Exemplu 2. Sa se cerceteze convergenta integralei j3—
1 X° +sinX
3 X 1 L ! 3
Avem ca ——— ~— pentru X — oo, iar integrala I—zdx este convergentd. De unde
X*+sinX X 1 X

rezultd convergenta integralei initiale.
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Definitie. Integrala improprie _[ f (x)dx se numeste absolut convergenta, daca converge

integrala T| f(x)]dx.

Teoremai. Daca o integrala improprie este absolut convergenta, atunci este convergenta si
insasi integrala.

Este posibil cazul ca o integrali si conveargi, dar si nu convearga absolut. In acest caz,
integrala se numeste conditionat convergenta (semiconvergenta).

cosx| 1 : Tl 5 S
Avem |——|<—-, dar integrala j —-dx este convergenta, de unde rezulta ca si integrala
X X
1
+|cos x 3 : : :
j > dx este convergentd. Conform teoremei de mai sus >
1 X 1 X
convergenta.
< S . rsinx
Exemplu . Sa se cerceteze convergenta absoluta a integralei j—dx.
X
sinx | T1 cosx|” CosX
Ave m.[ :—I—d(cosx):— —I
1 X X |1 X
+COS X
I—dx este convergenta. Sa
X X
sin X| sin’ x
aratam 1nsa ca integrala I Xldx este divergenta. Intr-adevir, avem ca
X X X
Tsin’ x
Aratam, ca I dx este divergenta.
T X
s . 1 . sin®x 1 1 cos2x
Avem ¢  sin*x=>(1-cos2x) i =—-=. , de unde
2 X 2X 2 X
0 = 2 o0 00
sin® X 1 1 cos2x cost COS 2X
I dx:j — dx :—I ——j dx. Integrala j dx este
X 2X 2 X 2 X

1
convergenta (valoarea ei este un numar finit, se demonstreazd analog cazului integralei
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o = 2

sin x » e e : sin
j—dx) lar valoarea expresiei —In x||1 este infinita. Astfel, integrala j

X

X
dx este

: y - : . plsinx| = : TsinX
divergentd, de unde rezulta divergenta integralei J— dx. In rezultat, integrala j—

1 X

este semiconvergenta.

Integrale improprii de speta |1 (de la functii nemarginite ).
Definitii, proprietati, criterii de convergenta
Definitie . Consideram functia f(x), definitd pe intervalul [a;b), dar nemdrginita pe
orice interval de forma (b — e,b) ,unde £>0,b—&>a. Inacest caz x=b se numeste punct
singular pentru functia f(X).

Definitie. Fie b un punct singular al functiei f(x),xe[a;b] si fie cd f(x) este
b-¢
integrabild pe orice segment [&;b — &]. Limita (finitd sau infinitd) lim J f (x)dx se numeste

integrala improprie de speta II a functiei f(x) de la a la b. Se noteaza obisnuit cu
b b b-¢
jf(x)dx.Deci, jf(x)dx:limj f(x)dx.
" " e—0 "
Daca limita este finita, atunci se spune, ca integ rala converge altfel ca diverge.

Analog, daci a este punct singular, avem jf(x)dx_llm .[ f (x)dx.

a+e

In caz general, segmentul [a;b] poate contine un numar finit de puncte singulare

Cy,Cy,.--,C,, In vecindtatea carora functia f(x) este nemarginitd, iar pe fiecare segment fara

*¥m
puncte singulare, functia fiind marginita si integrabila.
Pentru simplitate, fie ca avem trei puncte singulare, doud dintre care coincid cu capetele

c—¢& b—g,

segmentului:}f(x)dx—llm j f(x)dx + j f(x)dx |.

814)

&—0\ atg C+eg
&0
&40
Exemplu
r 1 1 Ing
jlnxdx: lim |Inxdx = lim (xInx—x) =-1+ lim (¢lne -¢&)=-1+ lim —==-1.
£—0+0 £—0+0 £ £—0+0 £—0+0 1
&
&
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1

- ) . rdx
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta integralei j —,a € R.
X
0

1
o dx 1
Daca a:1:>j—:lnx| =00,
X? 0
0

- e\ |2 g <1
- —Iim(g ]: - 007

¢ o, >1

Xl—a
Daca a#1=1=Iim
-0 11—

Deci, pentru « >1 diverge, iar pentru « <1 converge.
Pentru integralele improprii de speta Il au loc proprietati, formule si metode similare

cazului integralelor improprii de speta I:formula Newton — Leibniz, liniaritatea,
integrarea prin parti, substitutia etc.

7

Exemplu. Sa se calculeze j Insin xdx.
0

Avem
7 X =2t 7 7

| = I Insin xdx = :ZI Insin2tdt:2'[(ln2+lnsint+Incost)dt:
0 dx=2dt =+ 0

% ,, %

T

4 4
%In2+2j Insintdt++2j Incostdt. Tn integrala Ilncostdt facem substitutia t = 5 u.
0 0 0
% % T T
Obtinem jlncostdt:jlnsinudu.Avem | :Eln2+2| = | :—Elnz.
o 7

Criterii de convergenta pentru functii nenegative
Teorema 1. Fie cd functiile f(x),g(x)>0 pe [a;b) si integrabile pe orice [a;b—¢].

b
Daca f(x)<g(x), atunci din convergenta integralei I g(x)dx rezulta convergenta integralei
a

b b b
jf(x) dx, iar din divergenta integralei jf(x) dx divergenta integralei jg(x) dx.
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Teorema 2. Fie, ca Ilrbn0 E; k. atunci pentru k <o din convergenta integralei
X—> g X

_[g(x) dx rezulta convergenta integralei If(x) dx, iar pentru k >0 din divergenta integralei

b b
j g(x) dx, rezulti divergenta integralei j f (x)dXx.
a a
Astfel, pentru 0 < k <o ambele integrale ori converg, ori diverg simultan.

b
Noti. In particular, daci f ~gpentru x —b, adici , atunci J'f(x) dx si

Jg(x) dx ori converg, ori diverg simultan.

Deseori pentru comparatie se ia 0 functie concretd. O importanta practica are functia
1

(x-b)
In(1+\/7)
Jxsin/x

1
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta integralei | j
0

In(1+§/?) Iz 1
Jxsin/x X :W

ca si integrala initiala este convergenta.

Avem

1
) dx - .
, X — 0. Deoarece integrala I T este convergenta, rezulta
X



