Spatii vectoriale finit dimensionale

1.3 Baza a unui spatiu vectorial. Dimensiune

Definitia 1.3.1 Se numeste baza a spatiului vectorial V o familie de
vectori B care indeplineste conditiile de mai jos:
a) B este liniar independenta;
b) B este sistem de generatori pentru spatiul V.

Din definitia de mai sus §i din Teorema 1.2.2 putem deduce ca
orice vector Xxe V se poate scrie ca o combinatie liniard de vectori ai
familiei B si cd aceasta scriere este unica.

Intr-adevir, daci B = {uy, uy, ...,u,} este o baza in spatiul vectorial

V, atunci orice vector xe V se scrie in mod unic

X = E_,lul + E_,zllz + ...+ &nun .

Definitia 1.3.2 Scalarii &, &, ..., &, din relatia de mai sus se vor numi
coordonatele vectorului x in baza B. Vom folosi notatia

xz= (&, &, ..., &) pentru coordonatele lui x in baza B.

Definitia de mai sus se extinde Tn mod natural si la baze indexate
dupa familii oarecare de indici. Astfel, scalarii &;, coeficientii vectorilor
u;, i€l (I familie oarecare de indici) din scrierea unica a lui X ca o
combinatie liniard de vectori ai bazei B se vor numi coordonatele

vectorului x in baza B.

Exemplul 1.3.1 Consideram spatiul vectorial de la Exemplul 1.1.5.
Multimea infinita a monoamelor de orice grad, B = {1, t, £, Lt} este
familie liniar independenta si sistem de generatori pentru spatiul

vectorial real P(t), deci baza.
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Intr-adevar, fie 0 = Y, t o combinatie liniara nula formata cu
ieN

vectorii familiei B, in care numai un numar finit de coeficienti sunt
nenuli. Vom arata ca toti coeficientii sunt nuli. Fie r cel mai mare indice
pentru care @, # 0. Din relatia 0 = oy + agt + ....+ ot , adevaratd
pentru orice t € R deducem ca o, = 0, i = 1,..., r, (deoarece avem de a
face cu un polinom de gradul r care este identic nul. Deci B este o familie
liniar independenta. Faptul ca B este sistem de generatori pentru P(t)
rezulta observand ca orice polinom feP(t) de grad k este o combinatie
liniara a primilor k vectori ai familiei B. De exemplu, coordonatele
vectorului f =t + 5¢ -4t + 1 in baza B sunt (1, 0, 4, 5,0, 0,0, 1, 0, ...,
0,...).

Exemplul 1.3.2 Familia B = {u; = (1,1, 1, 1), u, = (1, 1, 1, 0), us = (1, 1,
0, 0), uy = (1, 0, 0, 0)} a spatiului vectorial real R? este o bazd pentru

acesta. Intr-adevar, este usor de constatat ca rangul matricei A

este 4 si, conform Teoremei 1.2.3, familia B este liniar

O = =
O O =
S O O =

independenta. Mai ramdne de aratat faptul ca B este sistem de generatori

pentru R*. In baza Definitiei 1.2.2, vom demonstra cd pentru orice x =

(X1, X2, X3, X4) € R4, exista scalarii reali o, i =1,...,4 astfel incat x = o u;

+ U+ G uz+ oy uy sau, echivalent,

(1.3.1) Al = X", unde o= (q, o, a O4).
Acum este clar ca existenta scalarilor o;, i =1,...,4 este echivalenta

cu faptul ca sistemul (1.3.1) este compatibil. Deoarece rang A" = rang

(AT’ xT) = 4, rezulta ca sistemul (1.3.1) este compatibil (vezi paragraful
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din sectiunea 1.5 dedicat rezolvarii sistemelor liniare) §i in consecinta B
este sistem de generatori pentru R’. Deci B este o bazd pentru R’.
Coordonatele vectorului x in baza B sunt date de solutia sistemului
(1.3.1). De exemplu, daca x = (4, 3, 2, 1), atunci o= &= 0= 4= 1.
Un spatiu vectorial poate avea mai multe baze, asa cum rezulta din

exemplul urmator:

Exemplul 1.3.3 Considerdm in spatiul R® urmdtoarele familii de vectori
B={E; =(1,0,0),E;=(0,1,0), E;=(0,0, 1)} si Bj={u;,=(1, 1, 1),
u, = (1, 1, 0), us = (0, 0, 1)}. Se observa ca orice vector x = (X}, Xz, X3) €
R’ se poate scrie x = x; E; + x;E> + x3E3, deci B este sistem de generatori
pentru R’. B este si sistem liniar independent deoarece matricea A =
1 00
0 1 0}, care are pe coloane componentele vectorilor familiei B, are
0 0 1

rangul egal cu trei, adicd cu numdrul vectorilor din B. In concluzie B este

bazd pentru R’. Analog se aratd cd si B; este o bazd a lui R°.

Observatia 1.3.1 Baza B din exemplul de mai sus se numeste baza
canonicd a lui R®. Dupa cum am vazut, coordonatele unui vector xe R3, in
baza canonica, coincid cu componentele sale. Acest rezultat ramane
valabil daca considerim in locul spatiului R’, spatiul vectorial real R",
ne N, n>3, cu precizarea cd baza canonicad in R" este {E; = (1, 0,...,0), E,

=(0,1,...,0), ..., Ei= (0,....1,..0), ..., E, = (0,0,...,)}.

Teorema 1.3.1 Fie G= (x;, X, ..., X,,) un sistem de generatori din spatiul
vectorial V #(0). Atunci exista o baza B a lui V continuta

inG.
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Demonstratie. Deoarece V # (0), putem deduce ca exista x; €G, 1 =
1,...,m astfel incat x; # 0. Intr-adevir, daca presupunem prin absurd ci
toti x; = 0, atunci nici un vector x # 0 din V nu poate fi scris ca o
combinatie liniara de vectori ai familiei G (vezi Observatia 1.1.1). Putem
presupune fard a restrange generalitatea ca x; # 0. Atunci familia {x,}
este liniar independentd. Deci exista sisteme liniar independente incluse
in G. Fie 3(G) familia tuturor sistemelor de vectori liniar independente
din G si fie Fe 3(G) astfel incat numarul de elemente din F sa fie maxim.
Vom ardta cd F este o bazd a lui V. Din constructie, F este sistem de
vectori liniar independent, deci este suficient sa ardtdm cd F este sistem
de generatori pentru V. Fie xeG, x¢F. Familia FU{x} este liniar
dependentd, caci altfel este contrazisa maximalitatea lui F (daca familia
Fu{x} ar fi liniar independenta ea ar avea un element in plus fata de F si
am obtine o contradictie). Aplicam Teorema 1.2.1 si deducem ca x este o
combinatie liniard a vectorilor din F. Deci orice vector din G este o
combinatie liniara de vectori ai familiei F. Deoarece G este sistem de
generatori pentru V, putem deduce, conform Exercitiului 1.2.1, cd F este

sistem de generatori pentru V, si demonstratia este incheiata.

Teorema 1.3.2 Daca G = {x;, x5, ..., x,,} este un sistem de generatori in
V,iar F ={v,, v,, ..., v,} este un sistem liniar independent
atuncin <m.

Demonstratie. Deoarece G este sistem de generatori pentru V, atunci

orice vector din V se scrie ca o combinatie liniard de vectori din G, 1n

particular si vectorii din F. Deci exista scalarii o, 0b,..., O, astfel incat

(1.3.1) Vi=04X; + 0 Xo + ... + Oy Xppye
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Deoarece v, # 0 (altfel F nu ar mai fi familie liniar independentd),
deducem ca exista i € {1,...,n} astfel incat a; # 0 si putem presupune ca
o; # 0, eventual in urma unei renumerotari. Prin adunarea in ambii
membrii ai relatiei (1.3.1) a vectorului - o;X; - v; §i prin inmultirea
relatiei rezultate cu (- o;)"', obtinem

X1 =(- o) (Vi) + (- 0) 0 X+ oes H( 0 Oy Xine

Deci x; este o combinatie liniard de vectori ai familiei G, = {vy, X,
.., Xn}. Folosind Exercitiul 1.2.1 deducem cd G, este un sistem de
generatori pentru V. Continudm procedeul de mai sus considerand in
locul lui G sistemul G; si urmatorul vector din familia F, daca acesta
existd. La acest pas avem
(1.3.2) Vo =04V + 0 Xo + ... + Oy Xppye
si este clar ca cel putin unul din coeficientii vectorilor X,,..., X, este
nenul. In caz contrar, aplicim Teorema 1.2.1 si deducem ci F nu este
liniar independentad, ceea ce contrazice ipoteza. Rationdnd ca mai sus vom
inlocui in G| pe X, cu v, si vom obtine familia G, care va fi de asemenea
sistem de generatori pentru V. Aplicdim procedeul descris mai sus in
continuare §i, dupa un numar finit de pasi, putem intdlni urmadtoarele
situatii: fie am folosit toti vectorii din F pentru a inlocui vectori din G,
caz n care demonstratia este incheiatd, cdci rezultd ca n < m, fie am
inlocuit toti vectorii din G cu vectori din F si mai avem inca vectori in F.

In acest caz, fie xeF care nu a fost incd inlocuit. Conform
procedeului, in locul lui G avem acum o familie de vectori din F care este
sistem de generatori pentru V. Deci acest x se va scrie ca 0 combinatie

liniard de vectori din F, ceea ce contrazice faptul ca F este familie liniar

20



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

independentd ( a se vedea Teorema 1.2.1). In concluzie, acest ultim caz

nu este posibil si demonstratia a fost incheiata.

Corolarul 1.3.1 Daca o baza dintr-un spatiu vectorial are un numar
finit de vectori atunci orice alta baza din acel spatiu

va avea acelasi numar de vectori.

Demonstratie. Fie B si B, baze in spatiul vectorial V. Presupunem ca B
este formata dintr-un numar (finit) de m vectori. Vom demonstra ca si B,
are tot m vectori. Daca tinem cont de faptul ca B este 1n particular sistem
de generatori si B, este sistem liniar independent, aplicdim Teorema 1.3.2
si deducem ca numarul de vectori ai lui B pe care 1l vom nota k satisface
inegalitatea k < m. Acum schimbam rolul lui B cu cel al lui B; si aplicand
aceeasi teoremd deducem ca avem si inegalitatea m < k. Din cele doud
inegalitati obtinem m = k si rezulta concluzia.

Deci numarul de vectori dintr-o bazd a unui spatiu vectorial este un
element caracteristic al spatiului vectorial si nu depinde de baza aleasa.
Din corolarul de mai sus aratd rezulta ca, daca spatiul vectorial V admite
o baza formata dintr-un numar infinit de vectori, atunci orice alta baza a
acestuia va contine tot un numar infinit de vectori.

Astfel putem introduce definitia urmatoare:

Definitia 1.3.3 Prin dimensiune a unui K - spatiu vectorial V, notata
dimg (V), intelegem numarul de vectori dintr-o baza a
acestuia. Daca spatiul vectorial V admite o baza cu un
numar infinit de vectori, vom spune cd acesta are
dimensiunea infinita si vom scrie dimg (V) = oo Altfel, V

este un spatiu vectorial de dimensiune finita.
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In cele ce urmeaza ne vom referi la spatii vectoriale de dimensiune

finita, dacd nu vom face alte precizari.

Observatia 1.3.2. O consecintd directa a Corolarului 1.3.1 este
urmadtoarea: o familie de vectori dintr-un spatiu vectorial de dimensiune

n, formata din m vectori, m =>n+1 este liniar dependenta.

Exemplul 1.3.4 Spatiul vectorial de la Exemplul 1.1.5, pentru care a fost
gasita o baza cu un numar infinit de vectori (vezi Exemplul 1.3.1) are
dimensiune infinita, in timp ce spatiul R’ va avea dimensiunea 4 (vezi

Exemplul 1.3.2).

Teorema 1.3.3 Intr-un spatiu vectorial de dimensiune finita, orice

familie de vectori liniar independenta poate fi extinsa la o

baza.
Demonstratie. Fie B = {u;, u,, ..., u,} o baza in spatiul vectorial V si fie
F = {xy, Xy, ..., X} 0 familie liniar independenta. Familia {xy, X, ..., Xn,
uy, Uy, ..., u, } este un sistem de generatori pentru V si este liniar

dependenta, deoarece orice vector X; se scrie ca o combinatie liniara de
vectori ai bazei B. Atunci, conform Teoremei 1.2.1 existd un prim vector
care este combinatie liniard de precedentii. Evident, acesta va fi unul din
vectorii bazei B. Fie u; acest prim vector. Familia {x;, X,,...,.Xy, Uy,
Uy,...,Ui1, Uiy,..., U, } €ste tot un sistem de generatori pentru V. Procedeul
continud (daca este posibil) cu eliminarea urmatorului vector uy, care este
combinatie liniard de vectorii precedenti lui. La fiecare pas familia nou
obtinuta este fie liniar independentd, caz Tn care am obtinut baza care va
contine familia F, fie este liniar dependentd si in aceastd situatie se

continud eliminarea. Intr-un numar finit de pasi se obtine concluzia.
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