Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

CAPITOLUL 1

SPATII VECTORIALE FINIT DIMENSIONALE

1.1  Definitia spatiilor vectoriale
Pentru a introduce notiunea de spatiu vectorial avem nevoie de
notiunea de corp comutativ de caracteristica zero. Aceasta este introdusa

de definitia de mai jos.

Definitia 1.1.1 Spunem ca o multime K, dotata cu doua operatii, una
notata aditiv (numita adunare) si cealalta notata
multiplicativ (numita inmultire), are o structura de corp
comutativ daca impreuna cu adunarea este grup abelian,
iar fata de inmultire, K - {0} ( unde O este elementul

neutru la adunare) este grup comutativ §i sunt verificate

axiomele:

1. (distributivitate la dreapta) x (y + z) = xy + xz, oricare

arfix, y, z €K
2. (distributivitate la stanga) (x + y )z = xz + yz, oricare

arfix, y, zek.

| -

Definitia 1.1.2 Caracteristica corpului K este cel mai mic numdrn € N'

pentru care na = 0, oricare ar fi aek.

Daca na = 0, oricare ar fi ac K, are loc numai pentru n = 0 atunci

corpul K are caracteristica zero.
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Fie K un corp comutativ de caracteristica zero. Vom conveni ca de
aici Tnainte sd folosim denumirea mai simpld de corp pentru un corp
comutativ de caracteristica zero, dacd nu sunt facute alte precizari. Acum

putem introduce definitia spatiului vectorial.

Definitia 1.1.3 Un spatiu vectorial (liniar) V peste corpul K este o
multime nevida prevazuta cu doud operafii: o operatie
interna + : VX V=V, (x, y) = x + y, numita adunarea
vectorilor, impreunda cu care V are o structura de grup
abelian, adica satisface axiomele:
l.(x+y)+z=x+(y+2z)oricarearfix,y, z €V (legea
este asociativa);

2. x +y =Yy + x oricare ar fi x, y €V ( legea este

comutativa);

3. exista in V un element 0, vectorul zero, astfel incat x +

0 = 0 + x oricare ar fi x €V ( exista element neutru);

4. oricare ar fi x € V exista - xeV astfel incdt x + (- x) =

(-x) + x = 0 (orice element admite simetric)

si o operatie externa :K x V>V, (& x) = a x ( de

inmultire a vectorilor cu scalari) care satisface axiomele:

a. daca 1€K este elementul neutru la inmultire din K

atunci 1x = x, oricare ar fi xeK.

b. (aff)x = of Bx) oricare ar fi &, PeK si x€V;

c. (a+ PB)x=ax+ Pfxoricare arfi &, €K §i xeV;

d a(x+y)=ax+ ayoricare ar fi ek i x, yeV.
Dupa cum se subintelege din cele spuse mai sus, elementele

corpului K se vor numi scalari si vor fi notate cu litere ale alfabetului
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grec, in timp ce elementele spatiului vectorial V se vor numi vectori si
vor fi notate cu litere ale alfabetului latin. Daca V este un spatiu vectorial
peste corpul K se mai spune ca V este un K- spatiu vectorial.

In cazul in care K este corpul numerelor reale (respectiv complex),

vom spune cd V este spatiu vectorial real (respectiv complex).

lObservatia 1.1.1 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K atunci
ax =0 (aeK, xe V) daca si numai dacd o = 0 sau x = 0. Intr- adevar,
daca a = 0, atunci, deoarece 0 = 0 + 0, aplicam axioma c) din definitia
spatiului vectorial si avem Ox = 0x + 0x. Adunand opusul lui Ox Tn ambii
membrii ai egalitatii obtinem Ox = 0. Rationand asemdndtor putem arata
caa0=0.

Reciproc, daca ax = 0, atunci presupunem prin absurd ca o # 0 si x
# 0. Inmultim egalitatea precedenti, la stinga, cu o', inversul lui o, si
obtinem 1x = o'0. Acum folosim rezultatul demonstrat mai sus si axioma
a) din Definitia 1.1.3 si obtinem x = 0, ceea ce contrazice ipoteza. Deci

ox=0=>a=0saux=0.

Observatia 1.1.2 Conform celor stabilite Tn observatia de mai sus avem

0 =0x =((-a) + a)x. Deci (-o)x + ox = 0 sau (-00)X = -0IX.

Observatia 1.1.3 Spatiul vectorial cu un singur element, care in mod

evident este vectorul 0, se numeste spatiul nul si se noteaza (0).

Exemplul 1.1.1 Orice corp comutativ K are o structura de spatiu
vectorial peste el insugsi, daca vom defini operatia internd, de adunare a
vectorilor, respectiv operatia de inmultire a vectorilor cu scalari, ca

fiind operatiile de adunare §i respectiv inmultire ale corpului K.
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(_Exemplul 1.1.2 Fie K un corp comutativ si V = K" = K x K x ..xK
(produsul cartezian al lui K cu el insusi de n ori). Avem V = {(a, 0,...,
o, ) & € K, oricare ar fi i {1, 2,...n}}. Daca definim adunarea in V §i

inmultirea cu scalari din K dupa cum urmeaza

(a, ..., O ) + (B, oo, Bi) = (o+ B, o+ Bo..., 04+ B)

aa, ..., a,)=(aa, aa,..., A, ),

atunci este usor de vazut ca sunt indeplinite conditiile cerute de definitia
spatiului vectorial si V este un K spatiu vectorial.

Intr-adevar, V impreund cu operatia de adunare are o structurd de
grup abelian in care elementul neutru este n-uplul (0, 0,..., 0) iar opusul
unui vector oarecare (0, ..., &, ) € Veste (-, -@,..., -@, ). Operatia

de inmultire cu scalari satisface axiomele a) - d) din Definitia 1.1.3 §i

rezulta concluzia.
In cazul particular in care K= R ( respectiv K = C), obtinem

spatiul vectorial real (respectiv complex) R" (respectiv C").

Exemplul 1.1.3 Fie V multimea Co([a, b]) ={f: [a, b] =R, fcontinua)},
a, b € R. Multimea V, impreuna cu operatiile de adunare a functiilor §i
de inmultire a acestora cu numere reale, capata o structura de spatiu
vectorial real.

e
Exemplul 1.1.4 ( Complexificatul unui spatiu vectorial real) Fie V un

spatiu vectorial real. Fie mulfimea V¢ = V x V si corpul numerelor

complexe C. Pe aceasta multime introducem doua operatii, adunarea §i

inmultirea cu scalari, astfel
(x,y)+ (W v)=Cx+u,y+v),xzuveV;

(a+ip)x,y)=(ax- By, ay+ [x), oricarearfix,y eVsi a+ iffe C.
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Operatia de inmultire cu scalari de mai sus, arata ca (0, y) = i(y,
0). Deoarece elementele x € V pot fi identificate cu perechile (x, 0),
putem face conventia ca (0, y) =y si (x, y) = x + iy. Acum este usor de
verificat faptul ca cerintele Definitiei 1.1.3 sunt indeplinite i, in

concluzie, V este un spatiu vectorial complex.

Exemplul 1.1.5 Multimea polinoamelor in nedeterminata t, de orice
grad, cu coeficienti reali, notata P(t) este spatiu vectorial real impreuna
cu operatia de adunare a polinoamelor §i de inmultire a acestora cu

scalari.(Exercitiu)

/1.2 Combinatii liniare. Sisteme liniar dependente si liniar

independente

In cele ce urmeaza vom conveni sa numim familie de vectori o
multime oarecare de vectori, iar prin sistem de vectori vom intelege o

multime cel mult numarabild de vectori. Fie I o familie oarecare de indici.

Definitia 1.2.1 Vectorul xeV este combinatie liniara a familiei de vectori

(x,).,» dacd x se poate scrie sub forma x = Y. ax, unde

iel

numai un numar finit dintre coeficientii o; sunt nenuli.

Observatia 1.2.1 Vectorul O este combinatie liniarad de orice familie de

vectori, deoarece putem lua in relatia din definitie o; = 0, i€ L.

Definitia 1.2.2 Familia G = (x, )., de vectori din V este sistem de

generatori pentru V daca pentru orice vector x € V exista
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familia finita 1, c I astfel incat x = 30X, .
ielg

Exercitiul 1.2.1 Daca G c V este sistem de generatori pentru V si G,cG
este "sistem de generatori pentru G", adica orice vector din G; se poate
scrie ca o combinatie liniara de vectori din G, atunci G, este sistem de

generatori pentru V.

Definitia 1.2.3 Familia (xi)ieI de vectori din V este liniar independenta

daca vectorul nul se poate scrie ca o combinatie liniara

de vectori ai familiei numai cu scalari nuli, adica pentru

orice familie I, 1, finita avem

" oxi=00=0icl,".

ielg

Observatia 1.2.2 Orice submultime a unei familii liniar independente

L_/este la randul ei o familie liniar independenta.

Observatia 1.2.3 O familie de vectori formatd dintr-un singur vector x
este liniar independentd daci si numai daci x # 0. Intr-adevar, daci x # 0
atunci din ox = 0 rezulta, conform Observatiei 1.1.1, o = 0 si deducem ca

familia este liniar independenta.

Reciproc, daca {x} este familie liniar independenta atunci este
necesar ca X # 0 cdci altfel, pentru x = 0, avem o0 = 0 pentru orice o # 0

€K, ceea ce contrazice ipoteza.

Definitia 1.2.4 Familia (x,)_de vectori din V este liniar dependentd

daca vectorul nul se poate scrie ca o combinatie liniara
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de vectori ai familiei, cu scalari nu toti nuli, adica exista

o; € K, iel nu toti nuli astfel incat 3, ogx; = 0.

iel
Observatii. 1. Orice familie de vectori din V care contine vectorul nul
este liniar dependenta. Intr-adevar dacad x;, i€l sunt ceilalti vectori ai

familiei atunci avem combinatianula 1" 0 + >, 0x;=0.

iel
2. Mai general, orice familie de vectori din V care contine o familie liniar

dependenta este liniar dependenta.

L. Caracterizari ale familiilor liniar dependente

Teorema 1.2.1 Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a)familia de vectori {x;, xy,, ..., x,}, nenuli este liniar
dependenta ;
b) exista un indice j €{1, 2, ..., n} astfel incat x; se scrie

ca o combinatie liniara de ceilalfi vectori din  familie.
c) exista un indice 2< j< m astfel incdt x; se scrie ca o
combinatie liniara de vectorii precedenti lui.
Demonstratie. "a) = b)" Dacd familia de vectori {x;, Xp, ..., X,} este
liniar dependenta, atunci existd scalarii o;€ K, nu toti nuli, astfel Tncat
0 = OiX| + 00Xy +... + 01Xt + 0GXj + Oy X1 +.. .+ OpXi.
Fara a restringe generalitatea presupunem ca o # 0. Inmultim relatia de
mai sus cu inversul lui ¢; si obtinem succesiv
0 = (o) ouxy + (05) " 0oxa +... + (0) " 0ixi + (04) oy +
(04) 'O Xy 1 +. ..+ (04) ' 04X, §i

-1 -1 -1
Xj = - (04) 0X; - (0) 0pXs -... - (04) Ol X1 -
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(04) Oy X1 -+ - (04)” OXp.

Astfel, prima implicatie a echivalentei "a) < b)", a fost
demonstrati. In continuare vom demonstra implicatia "b) = a)".

Dacaexistaje {1, 2, ..., n} si scalarii a;;e K astfel incat

Xj = 0X] + 00Xy +... + O 1Xj.1 + s Xje1 +...+ OpXp,
atunci avem combinatia nula cu scalari nu toti nuli 0 = o;X; + 0bX; +... +
0. 1Xj1 + (-DXj +04s1Xj41 +...+ 0X, $1, conform Definitiei 1.2.4, deducem
ca familia este liniar dependenta. Implicatia "c) = b)" este evidenta.

Pentru a termina demonstratia este suficient sa aratam ca "a) = c)".
Fie 1< p £ m cel mai mare indice cu proprietatea ca familia de vectori
{X1, X2, ..., Xp} este liniar independentd. Existenta indicelui p este
asigurata de faptul cd dacd x; # 0, atunci este clar cd {x;} este familie
liniar independenta. In cazul in care {x1, X»} este familie liniar
independentd, se continud procedeul de determinare a lui p ( procedeu
care se termind intr-un numar finit de pasi, caci numadrul de vectori din
sistem este finit), altfel se alege p = 1.

Daca sistemul {Xx;, X,, ..., X,} este liniar independent $i p este
maxim cu aceasta proprietate atunci familia {x, Xs,, ..., Xp, Xp+1) €ste
liniar dependenta. Conform definitiei, exista scalarii ;e K, 1 =1, p+1, nu
toti nuli astfel Tncat

0 =0X; + 00Xy +... + OpXp + Olpy1Xpe -

Este usor de vazut ca dacd o, = 0 atunci familia {x;, X2, ..., Xp}

este liniar dependentd, ceea ce contrazice ipoteza. Deci O, # 0 si

inmultind egalitatea de mai sus cu inversul lui 0, obtinem:

-1 -1 -1 -1
0= (0ps1) 04Xy + (Olpe1) OXp +oon + (Olpry) OpXp + (Olpyt) Oy Xpe
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sau Xp4 = -(ocp+1)'10c1x1 - (ocp+1)'loczx2 -... -(Ocp+1)'10cpxp. Demonstratia a fost

incheiata.

Exemplul 1.2.1 Dacd vom considera spatiul vectorial real R’ atunci este
usor de vazut ca familia de vectori {x; = (-1, 2, -3), x,= (0, 3, 4), x3 = (-1,
5, 1), x4 = (-2, 3, 4)} este liniar dependenta, deoarece x; = x, + x; §i se

aplica teorema de mai sus.

| a1 afe iliifor\lint en

Teorema 1.2.2 O familie de vectori {x,, x,, ..., x,} a K- spatiului vectorial
V este liniar independenta daca si numai daca orice
scriere a unui vector x din spatiu ca o combinatie liniara
cu vectori ai familiei se realizeaza in mod unic. Altfel
spus, daca avem scrierea x = QuxX; + 06Xy + ... + QX

o€k, i =1,...,n atunci coeficientii ¢, i =1,...,n sunt unic

~— determinati de vectorul x.
Demonstratie. Presupunem ca familia {x;, X, ..., X,} este liniar
independenta si mai presupunem ca exista xe V astfel Incat x se scrie ca o
combinatie liniara de vectori ai familiei. Deci exista scalarii oy, O, ...,
o€ K astfel incat
X =0 X+ 00X+ ...+ OpXp,.

Presupunem prin absurd cd mai exista o altd scriere a lui x ca o
combinatie liniara de vectori ai familiei date. Fie scalarii By, B2, ..., Bie K
astfel incat x = PBix; + Poxy +...+ PuX, si cel putin pentru un indice

ie {1,2,...n} o; # B;. Scdzand cele doua relatii de mai sus, membru cu
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membru, si aplicand axiomele spatiului vectorial obtinem

0 =(0t- B1)X1 + (0= P)Xo +...+ (C4- BXj +...+ (- Br)Xn, 0 - B # 0.

Relatia de mai sus contrazice Definitia 1.2.3, deci faptul ca

familia data este liniar independenta. In concluzie, presupunerea ci x nu
se scrie Tn mod unic ca o combinatie liniard de vectori ai familiei este
falsa. Reciproc, presupunem ca orice scriere a unui vector Xxe V ca o
combinatie liniarda de vectori ai familiei considerate se realizeaza in mod
unic. Observam cad 0e V si 0 = 0x; + 0x, +...+ 0x,. Orice alta scriere 0 =
O1X) + 00X, +...+ 0,X, conduce la sirul de relatii o; =0, o, = 0,..., o, = 0.

Aplicam Definitia 1.2.3. si obtinem concluzia.

In cazul familiilor finite de vectori din spatiul vectorial real R"

avem urmatoare teorema de caracterizare a familiilor liniar independente.

Teorema 1.2.3 O familie de vectori {x;, x, ..., X,} a spatiului vectorial
real R" este liniar independentd dacda si numai dacd
matricea care are pe coloane componentele vectorilor x,,

X2, ..., X, are rangul n.

—

Demonstratie. Familia de vectori {X, X, ..., X,} este liniar independenta
daca si numai dacd "oyx; + 00X, + ... + X, =0, eR,1=1,2,....n =
o =0 =...= 0, = 0". Daca x; = (X1, X2j----Xni), 1 = 1, 2,...,n atunci
afirmatia de mai sus este echivalentd cu faptul ca sistemul liniar si
omogen Xo' = 0 admite numai solutia nuld, unde o' este transpusa’’

matricei linie o = (0(; O ...0) 1ar X € M, (R)**), X = (Xjj)i=1,nj=1,n- Acest

* - . . .
Dacad A= (ajj)i=1 n,j=1,m €Ste 0 matrice cu elemente din corpul K atunci vom nota cu AT = (@) j=1miztn »
transpusa matricei A.

"M, (R) (respectiv M, 1, (R)) este multimea matricelor patrate de ordinul n (respectiv cu n linii §i m
coloane) cu elemente reale.

14



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

lucru este posibil daca si numai dacda rangul matricei sistemului, adica
rangul matricei X este egal cu numarul de necunoscute.
Sistemul avand n necunoscute, rezulta concluzia.

Propozitia urmatoare este o consecinta directd a acestei teoreme,

motiv pentru care ldasdm demonstratia ca exercitiu pentru cititor:

Propozitia 1.2.1 Familia de vectori  {x;, x5, ..., x,}J€ R" este liniar
dependenta daca §i numai daca rangul matricei care are
pe coloane (sau linii) componentele vectorilor x;, x,, ...,
X, are rangul k mai mic decat n. Mai mult, orice
subfamilie a acesteia care contine vectori ce au
componente intr-un minor de ordinul k nenul este liniar
independenta. Numarul maxim de elemente al unei

subfamilii liniar independente este egal cu rangul k al

matricei despre care am vorbit mai sus.

N

Observatia 1.2.4 Afirmatiile Teoremei 1.2.3 raman valabile dacd vom

considera in loc de R" spatiul K" , unde K este un corp.

Exemplul 1.2.2 Familia de vectori S={(-1, 3, 4, 0, 5), (2, 4, 5, -1, 0), (0,
0,01 1) (01, 1,0,0)}din R’ este liniar independenta deoarece rangul
matricei asociate conform Teoremei 1.2.3 este egal cu numarul de
vectori, adica cu 4.

In schimb, familia de vectori F = {(-1, 3,4, 0, 5), (2,4, 5, -1, 0), (0,
0,0 1,1)(0,1,1,00), (1, 1, 1, 1, 2), (3, 2, 4, 5, 6)} din acelasi spatiu
este liniar dependenta, conform aceleiasi teoreme, deoarece rangul
matricei asociate nu poate depdsi cea mai mica dimensiune a acesteia 5,

iar numarul de vectori este 6.
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