PUNCTE DE EXTREM SI EXTREME CONDITIONATE

+* Puncte de extrem pentru functii de doui si mai multe variabile

+» Extreme conditionate pentru functii de doua variabile

«» Cea mai mare si cea mai mica valori a unei functii de doua variabile pe un

domeniu inchis si marginit

Puncte de extrem pentru functii de doua variabile
Fie functia z= f(x,y) definita pe un domeniu DeR?, iar M;(X,,y,) un punct

interior al domeniului D.
Definitie. Punctul M (X,,Y,) se numeste punct de maxim (minim) local, daca exista

o vecinatate V a lui M (X,,Y,), astfel incit pentru orice M (x,y) din V ND(f)avem ca
(%, Yo)= FOGY) (F (%0 Y0) < F(XY)).

Punctele de maxim si cele de minim local se numesc puncte de extrem local.
Valorile functiei in punctele de maxim si cele de minim local se numesc maximele, respectiv
minimele functiei. Minimele si maximele functiei se mai numesc Sau extreme ale functiei.

Analog se definesc punctele de extrem pentru functii de trei si mai multe variabile.

Exemplu. Fie functia f(x,y)=(x+ 3)2 +(y- 4)2 +5. Avem ca M (-3,4) este punct
de minim, deoarece pentru orice M(x,y) avem f(x,y)>5= f(-3,4).
Definitia de mai sus poate f1 “tratatd” si in felul urmator. Fie X=X, + AX, y =Y, + Ay.
Atunci cresterea functiei este Af (X, Y,)= (X, + AX, Yo + Ay) — (X, o) si
- Daca Af(X,,Y,)<0 pentru cresterile Ax,Ay mici ale argumentilor, atunci
M, (%o, Y, ) este punct de maxim;
- Daca Af (XO, yo) >0 pentru cresterile AX,Ay mici ale argumentilor, atunci
M, (%o, Y, ) este punct de minim.
Remarca. Definitiile de mai sus se formuleaza analog pentru functiile de n variabile.
Teorema (conditiile necesare de existentdi a punctului de extrem). Daci
M, (%, Y,) este punct de extrem si existd derivatele partiale finite z}(X,,Y,), Z, (X, o),
atunci z;(x,,¥,) = 2, (X, ) =0.
Demonstratie. Intr-adevir, daci y=1Yy,, atunci f(x,y,) este functie de o singurd
variabila x, pentru care X, este punct de extrem. Conform teoremei Fermat f'(x,,y,)=0.
Analog f/(x,,Y,)=0.
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Aceastd teorema nu reprezintd si conditii suficiente. De exemplu, fie functia
f(x,y)=x*-y?® . Evident, z; =2x,z, =2y si 2,(0,0) = z,(0,0) =0, dar punctul M(0,0)
nu este punct de extrem, graficul acestei functii este “saua”, iar (0,0) este punct “sa”.

Definitie. 1. Punctul M, (X,,Y,) in care derivatele partiale se anuleaza simultan, se
numeste punct stationar.

2. Punctul M (x,,Y,) in care derivatele partiale se anuleaza simultan sau cel putin una nu
exista, se numeste punct critic.

Fie functia z=f(x,y) si My(X,,Y,) un punct, in care existd derivatele partiale de
ordinul doi si sint continui. Notdm cu

n-[ ) 500
2, (Mo) 2}, (M)
numitd matrice hessiani (Hesse) a punctului M (X,,Y,). Notim minorii principali
2y, (Mo) 2, (My)
2y, (Mo) 25, (M)}
Teorema. Fie ca functia z = f(X,y) are derivate partiale pind la ordinul 3, inclusiv,

A =73 (My), A, =

XX

continui in careva domeniu ce contine punctul stationar Mg (X,, Y, ).
1) Daca A, >0siA, >0, atunci M, (x,,Y,) este punct de minim.
2) Daca A, <0siA, >0, atunci M (x,,Y,) este punct de maxim.
3) Daca A, <0, atunci M, (X,,Y,) nu este punct de extrem (este punct “sa”).

4) Dacd A, =0, atunci nu putem afirma nimic despre M, (X,,Y,) (este nevoie de un
studiu suplimentar)

Teorema de mai sus poate fi demonstratd folosind formula Taylor pentru functii de 2
variabile.

Exemplu. Si se giseasca punctele de extrem ale functiei z = x> + 6xy + 3y* — 9X.

Gasim punctele stationare ale functiei. Avem z) =3x° + 6y -9, z, =6x+6y. Rezolvam

Xx=-1
! y:_xl 1
: z,=0, [3x*+6y-9=0, [y=-X y=1
sistemul < | = = S x=-le
z,=0 6x+6y=0 3x* —6x-9=0 (=3 X=3
y=-3

Avem doua puncte stationare M, (-11) si M,(3,—3). Gasim derivatele partiale de ordinul
doi z; =6x, z;, =z}, =6, z), =6 Matricea hessiana a punctului M, (-11) este

2



PUNCTE DE EXTREM SI EXTREME CONDITIONATE

-6 6
H(Ml):[6 6} Minorii principali sunt: A1:—6<0,A2:‘6

6
6‘:—7 20. Astfel

M, (-1,1) nu este punct de extrem. Matricea hessiand a punctului M, (3,-3) este
18 6 L 18 6
H(M,)= 5 6l Minorii principali sunt: A, =18>0, A, = 5 6 72>0. Astfel
M, (3,-3) este punct de minim.
Exemplu. Si se giseasci punctele de extrem ale functiei z = x* + y°.

Gasim punctele stationare ale functiei. Avem z; =2X, z| =3y’. Rezolvim sistemul

z,=0 3y =0 y=0

partiale de ordinul doi z} =2, z; =z, =0, z; =6y Matricea hessiana a punctului M (0,0)

z, =0, 2x =0, x=0, . . :
& & . Punctul M (0,0) este punct stationar. Gasim derivatele

2 0 2 0
este H(M):[O O]' Minorii principali sunt A, =2>0, A, = 0 0o =0. Nu putem afirma

nimic despre acest punct. Pornim de la definitie. Gasim cresterea functiei in punctul M (0,0)

Avem  Af(0,0)=f(0+Ax,0+Ay)- f(0,0)= f (AX,Ay)-0= (Ax)2 + (Ay)g. Daci
Ax=0,Ay >0, atunci  Af(0,0)>0; dacd Ax=0,Ay<O0, atunci Af(0,0)<0. Astfel
M (0,0) nu este punct de extrem, dar este punct ,,sa”.

Noti. Mai general, pentru o functie de n variabile u= f(x,X,,..,x,) folosim criteriul
Sylvester pentru a determina punctele de extrem.

1. Aflam punctele stationare ale functiei, rezolvind sistemul -

2. Formam hessiana H(M,)= fiecarui punct

stationar M.
3. Gasim minorii principali
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u:(,lxl(MO) u)flxz(MO) u>’<'1x3(M0)
NANES u::le(Mo) U)ZZXZ(MO)U)’(;X3(MO)’ Y
u)’<’3x1(MO) u>,<’3x2(M0)u>’<;x3(M0)

u;’lxl(MO) u;'lxz(MO) ..... u;'lXH(MO)
u;’le(MO) u;’zxz(MO) ..... u;'lxn(MO)

u;’nxl(MO) u;'nxz(MO) ..... u;’nxn(MO)
4. Dacda A, >0,A,>0,...,A, >0, atunci M, este punct de minim.

5. Daca A, <0,A,>0,..,(-1)"A, >0, atunci M, este punct de maxim.
6. Daca toti A, #0, iar semnele lor variaza altfel decit in cazurile de mai sus, atunci M,

nu este punct de extrem.
7. Daca macar un A, =0, atunci nu putem afirma nimic §i este nevoie de cercetat acest

punct suplimentar.
Exemplu. Sa se gaseasca punctele de extrem ale functiei

u="f(xyz)=x*+y*+2*-2x-4y—6z.

Gasim punctele stationare ale functiei. Avem U, =2Xx-2, u; =2y—4, u, =2z-6.

u, =0, x=1,
Rezolvam sistemul qu) =0,<>1y=2,. Punctul M (1,2,3) este punct stationar. Gasim

derivatele partiale de ordinul doi

"o o_ "o n _ "o " _ "o _ "o " _ "o _
Uy =2, Uy =Ug =0,u;, =uy =0,uy =2,ug, =u, =0,u;, =0.

2 00
Matricea hessiand a punctului M (1,2,3) este H(M)={0 2 0. Minorii principali
0 0 2
5 0 2 00
sunt A, =2>0, A, :‘0 ‘:4,A3 =|0 2 0/=8>0.Deci M(1,2,3) este punct de minim.
0 0 2

Extreme conditionate pentru functii de doua variabile
La rezolvarea unor probleme, legate de extremele functiei, variabilele independente
sunt ,,dependente” printr-o relatie functionala. Fie ca se cere de gasit punctele de extrem ale
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functiei, de exemplu de doua variabile z= f(x,y), unde variabilele x si y sunt legate de
relatia  ¢@(x,y)=0. In acest caz punctele de extrem sint numite puncte de extrem
conditionat. In acest caz este evident ci numai o variabild (fie X) este independents, iar
cealaltd —y (din relatia ¢(x,y)=0) — dependenta. Problema despre punctele de extrem poate
fi rezolvata inlocuind in z= f(x,y) valoarea lui y exprimata prin X, gasita din relatia
@(x,y)=0, obtinind astfel z functie de o singurd variabila X si studiind-o la extrem prin
metode cunoscute.

Exemplu. Sa se gaseasca punctele de extrem conditionat ale functiei
z=X"+Yy?—Xy+X+Yy—4 cuconditia X+ y+3=0.

Din conditie rezulta cay = —x — 3, de unde
2=x2+(-x=3) = x(-x=3)+x+(-x—-3)-4 , sau z=g(x)=3x*+9x+2 . Pentru
functia g(x) avem: g'(x)=6x+9, de unde usor se aratd cd x=-3/2 este punct de minim

pentru functia g(x), iar M (—g,—gj este punct de minim pentru functia z.

Problema poate fi rezolvata prin altd metoda, fara a exprima y prin X (metoda “buna”
mai ales in cazul cind exprimarea lui y prin X este dificila sau chiar imposibild). Din relatia

dz oz dx azdy g oz dy

z=f(x,y) avem —=—— . In punctele de extrem avem %—O de

dx 6xdx oydx ox oydx dx
oz ozdy . 5 . .. :
unde —+—-==0. Derivind dupd x ambele parti ale relatici ¢(x,y)=0, obtinem
oX oy dx
Op , Opdy . .
— =0. Inmultind ultima relatie la A si adunind-o la penultima, obtinem
8x oy dx
@4_@%4_1 8_(0+8_(pd_y =0 sau (@+ia(pj a 1840 dy =0 - egalitate justa
OX 0y dx oX oy dx OX OX ay oy
pentru orice punct de extrem. Alegem A astfel incit @+ la—¢:0, de unde @+la—¢:0.
oy OX OX
oz /1(9(0 0
ox OX
Obtinem sistemul 62 /18(0 0, cu trei necunoscute x, y si A. Sistemul reprezinta conditii
o(xy)=

necesare pentru extremele conditionate. Pentru a determina daca punctele gasite sunt puncte
de extrem trebuie un studiu suplimentar.



PUNCTE DE EXTREM SI EXTREME CONDITIONATE

Observam ca partile stingi ale ecuatiilor sistemului de mai sus sunt derivate partiale ale
functiei de trei variabile F(x,y,A)=f(X,y)+ A¢(x,y), numitd functia Lagrange, iar 4 -
multiplicator Lagrange. Astfel pentru a gasi punctele de extrem conditionat ale functiei
z=f(x,y), legate de conditia ¢(X,y)=0, alcatuim functia auxiliara Lagrange F(X,y,1),
gasim derivatele partiale dupa X, y si A. Apoi gasim punctele stationare (X,,Y,,4,) ale
functiei F, si repectiv (X,, Y, ) - punctele stationare conditionat ale functiei z.

Teorema. Fie M(X,,Y,) un punct stationar conditionat ale functiei z= f(x,y) cu
functia Lagrange F(X,y,A)=f(X,y)+Ae(x,y). Fie ca z="f(xy) si F(xy,1) sunt
continui Tn M (X,, Y, ), respectiv. M (X,, Yo, 4, ), impreuna cu derivatele lor pina la ordinul

0 (/’;(Mo) gp;(l\/lo)
doi inclusiv. Fie A=—|p;(M,) Fi(Mg)Fy(Mg)| . Atunci daca A<0, My(X,,Y,) este

XX Xy
2, (Mo) F(Mg) Fyy (Mg)
punct de maxim conditionat; daca A>0, M, (X,,Y,) este punct de minim conditionat pentru
functia z = f(Xx,Y).
Metoda de determinare a punctelor de extrem conditionat, expusd mai sus, se numeste
metoda multiplicatorilor Lagrange.

Sa examinam exemplul de mai sus folosind metoda multiplicatorilor Lagrange.
Exemplu. Sa se gaseasca punctele de extrem conditionat ale functiei

Z=X"+Yy> —Xy+X+Yy—4 cuconditia X+ y+3=0.

Functia Lagrange este F(X,y,4)=X"+Yy’ =Xy + X+ Yy -4+ A(X+Yy+3). Gasim derivatele
partiale ale ei: F/=2Xx-y+1+4, F =2y—-x+1+4, F/=x+y+3 . Gisim punctele
2X -y +1+4=0, x=-3/2,
stationare ale functiei F: {2y —-x+1+4=0,<1y=-3/2, Deci, (-3/2,-3/2,1/2) este

X+y+3=0 A=1/2
punct stationar al functiei F, iar (—3/2,-3/2) este punct stationar conditionat al functiei z.
011
Avem ¢, =19, =1F; =2, F;=-1F =25 A=—[l 2 -1=6>0, de unde (-3/2,-3/2)
1-1 2

este punct de minim conditionat al functiei z.
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Nota. Daca este data functia de n variabile u = f(x4, x5, ..., x,,), definitd pe un domeniu

O (X0 Xy -vey X,) =0,

@, (%) Xy vvy X,)=0,

D < R" si un sistem de m < n legaturi unde ¢. sunt functii definite

pe D < R", se alcatuieste functia Lagrange

F (X0 Xy ey Xy Aiy Aoy ey A )= T (X0 %o oo X))+ 40 + 4,0, +.. 4 4,00,

Apoi se gasesc punctele stationare ale functiei F si repectiv punctele stationare conditionate
ale functiei U. lar cercetarea lor la extrem se face cu ajutorul diferentialei de ordinul II.

Cea mai mare si cea mai mica valori a unei functii de doua variabile
pe un domeniu inchis si marginit
Fie functia z = f (X, y) continud pe careva domeniu inchis si marginit D, si fie ca z are
derivate partiale finite in D (cu exceptia, posibil, a unor puncte). Conform proprietatilor
functiei continui, functia z 1si atinge valorile maxima si minimd pe acest domeniu. Pentru a
gasi Cea mai mare §i cea mai mica valori ale functiei z pe domeniul D, se procedeaza analog
cazului functiei de o singurd variabild. Se ia n consideratie ca aceste valori pot fi atinse atit
in punctele de extrem care apartin domeniului D, cit si pe frontiera lui. Deci, trebuie gasite
punctele “suspecte la extrem”, care apartin lui D (punctele critice), apoi se calculeaza
valorile functiei In aceste puncte. La pasul urmator se cerceteaza functia pe frontiera
domeniului, gasindu-i valori in punctele critice conditionate. Tn final se selecteazi cea mai
mare si cea mai mica valori ale functiei pe domeniul D.
Exemplu. Sa se gaseasca cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei z=Xxy pe

discul D:x* + y* <1.
0,

y . :
y Avem un punct critic (0,0) care apartine

’
X
’
y

z
Gasim punctele critice {Z

domeniului si z(0,0)=0. Cercetam functia pe frontiera domeniului care este cercul
x* +y? —1=0. Gisim punctele critice ale functiei Lagrange F (X, y,/i) =Xy + ﬂ,(x2 +y? —1)

care sunt potentiale puncte de extrem conditionat ale functiei z. Gasim derivatele partiale ale
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y+ 24X =0,

functei F: F =y +24x, F) =x+ 24y, F/ =x* + y* =1 . Rezolvam sistemul < X+ 21y =0,
X +y>—1=0

Obtinem urmatoarele puncte stationare ale functiei F:
f 1 1 1 1.1 1 1 11 1. 11
M __; __l__ 1 M! _; _l__ ] M’ _; __1_ ] M, __; _!_
(&%) WEE3) e F) lFE)
si respectiv punctele stationare conditionat al functiei z:
1 1 1 1 1 1 1.1
My =z == | My Tmim | M|z === | M| ===
l( J2 JEJ 2(\/5 ﬁj 3(\/5 ﬁj 4( V2 \/EJ
Gasim Z(Ml):Z(MZ):%, Z(M3):Z(M4):—%. Comparind valorile obtinute cu

< : - : 1 . .
2(0,0) =0, avem ca cea mai mare valoare a functiei pe domeniul dat este > lar cea mai

mica este _E )



