Derivate partiale de ordinul I. Diferentiala functiei. Aplicatii
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Derivate partiale de ordinul 1.

Consideram functia de 2 variabile z = f(x,y) si fie cad argumentul x primeste o
crestere Ax, lar y ramine constant. Atunci functia z primeste o crestere A,z =
f(x+ Ax,y) — f(x,y), numitd crestere partiald a functiei z dupa x. Analog, daca
argumentul x ramine constant, iar y primeste o crestere Ay functia z primeste o crestere
A,z = f(x,y + Ay) — f(x,y), numita crestere partiald a functiei z dupi y. In sfirsit,
atribuind lui x o crestere Ax, iar lui y o crestere Ay , functia z primeste o crestere
Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y), numitd crestere totali a functiei z. Tn general,
Az # Ayz + A,z (de exemplu, z = xy)

Definitia 1. Se numeste derivata partiala a functiei z = f(x,y) In raport cu x
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Analog se defineste derivata partiala a functiei z = f(x,y) In raport cu y:
9z _ im 2 = |ip LGy -ray)
dy  Ay—0 Ay Ay-0 Ay
Derivatele de mai sus se numesc derivate partiale de ordinul intii ale functiei
z=f(xy).

Remarca. Din definitia derivatelor partiale rezulta ca la calcularea derivatei
partiale in raport cu X, variabila y se consideria constanti, iar atunci cand se
calculeazd derivata partiala Tn raport cu variabila y, constanti se considera
variabila x. Acest fapt ne permite sa folosim regulile si formulele de derivare ale
functiei de o singura variabila.

Exemplu . Sa se afle derivatele partiale ale functiei z = x3 — 3x%y + 2xy? +

, cu conditia ca aceasta limita exista.

Se noteazi cu f, (x,y),

y3.

Rezolvare. Avem z, = 3x? — 6xy + 2y? , z;, = —=3x% + 4xy + 3y?.
Exemplu. Sa se afle derivatele partiale ale functiei z = x7”.
Rezolvare. Avem z, = yx¥~ 1, z;, = x¥Inx,

Tn mod analog sunt definite derivatele partiale de ordinul intai pentru functia de n
variabile.. De exemplu, o functie de 3 variabile u = f(x,y, z) are trei derivate partiale
de ordinul intii: uy , uy,, uz.
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Exemplu. Pentru functia u = In (1 + x + y? + z3) si se afle valoarea sumei
S = uy + uy + uy in punctul M, (1,1,1).
Rezolvare. Gasim derivatele partiale ;. , uy, uy .
, 1 , 2y , 322

Uy = T————= = =

T 14x+y2+23 Uy = 1+x+y2+z3’ Uz = 1+x+y2+2z3
In continuare aflam valorile acestor derivate in punctul M,(1,1,1): u,(1,1,1) =
1

-y (1,1,1) = % wl(1,1,1) = % Prin urmare, S(1,1,1) = %
Diferentiala functiei. Aplicatii. Derivata functiei compuse
Definitie. Functia z = f(x, y) se numeste diferentiabila in punctul M(x, y) daca
cresterea totald a ei Az poate fi reprezentatd sub forma Az = AAx + BAy + alAx +
BAy, unde a, B tind spre zero cind Ax, Ay = 0
Definitie. Partea liniard a cresterii Az, adicd AAx + BAy, se numeste diferentiala
totala de ordinul Intii a functiei z = f(x,y) In punctul M(x,y) si se noteaza prin dz.
Deci, dz = AAx + BAy.

Se demonstreaza ca daca functia z = f(x, y) este diferentiabila in M (x, y), atunci

. L .9 9
ea are derivate partialein M si —=A , — =B.
ox ady
Cresterile Ax, Ay ale argumentilor se mai numesc diferentiale ale acestor

argumenti si se noteaza cu dx,dy. Atunci Az = :—iAx + :—;Ay + alAx + BAy si

0z 0z 0z 0z . A o
dz = an + EAy sau dz = adx + 5dy. Tinand cont de faptul cd aAx + fAy

tinde spre 0, avem ca Az = dz, sau

f(xo +Ax,y0 + Ay) = f(x0,¥0) + fx (X0, ¥0)Ax + fy’(xo'YO)Ay -
formula folosita la calculul aproximativ.
Exemplu. Sa se gaseasca valoarea aproximativa a expresiei:

E = arctg (ﬂ - 1)

1,02
Rezolvare. Consideram functia f(x,y)=arctg G— 1). Atunci  E =

f(1,97;1,02) si E ~ f(2,1) + £{(2,1) - (=0,03) + £;(2,1) - 0,02. Avem f(2,1) =7,

, 1 1, 1 x\ . oo 1,
Ky =y ey = (— ;), sife(21) =3 f(21) =-1.

y
Deci E = 0,75.
In mod analog se defineste diferentiala functiei de 3 si mai multe variabile.

Exemplu. Sa se determine diferentiala de ordinul intai pentru functia
f(x,y,z) = xy*z> + xIny + ylnz + zlnx
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Rezolvare. Avem: 2L = y2 23 + iny + i, 3—5 = 2xyz® + % + Inz, Z—]; = 3xy*z* +

0x -
% + Inx. Atunci df = (y*z® +Iny + i)dx + (2xyz3 + § + lnz) dy + 3xy*z* +
> + Inx)dz

Derivata functiei compuse
Fie functia z = f(x,y), iar x = x(t),y = y(t). Atunci z este functie de t. Daca
functiile x(t), y(t) sunt derivabile cu derivate continui pe careva interval, atunci functia
z are derivatd dupd t si z; = z, - x{ + zy, - y{ , numita derivata totali a functiei z.
Fie functia z = f(x,y), iar x = x(u, v),y = y(u, v). Atunci z este functie de u i
v. In conditiile in care derivatele partiale existi, le putem gisi dupa formulele
Zy = Zy Xyt Zy Yy, Zyy = Zy c Xy + Zy Yy

Functii definite implicit

Fie ca valorile variabilelor X si y sunt legate de o careva ecuatiec F(x,y) = 0.
Daca functia y = f(x), definita pe careva interval I, este de asa natura incit nlocuind
f(x) in locul lui y in ecuatia F(x,y) = 0, o transforma intr-o identitate adevarata fata
de x, atunci se spune ca F(x,y) = 0 defineste implicit functia de o singura variabila
f(x).

Exemplu: Ecuatia x?+y? —R? =0 defineste implicit functiile f(x) =
VR 2.

Insa nu orice functie definitd implicit poate fi definitd explicit, adica sub forma
y = f(x). De exemplu, y — x — sin(xy) = 0. Ne intereseaza derivata lui y Tn raport cu
X.

Teorema. Fie ca functia continua y de x este data de ecuatia F(x,y) = 0, unde
F{(x,y), F,(x,y) sunt functii continui in careva domeniu D, care contine punctul (x, y)
_E@y)

Fy(x,y)’

Demonstratie. Atribuim variabilei independente x cresterea Ax. Atunci y va
primi cresterea Ay, adica valorii cresterea x + Ax ii corespunde valoarea functiei
y + Ay. Atunci F(x + Ax,y + Ay) =0 , de unde F(x + Ax,y + Ay) — F(x,y) =0 .
Partea stingd a egalitatii reprezintd cresterea totald a unei functii de doud variabile si
F(x +Ax,y + Ay) — F(x,y) = E/(x,y)Ax + E;(x,y)Ay + aAx + Ay, unde a,f
tind spre zero cind Ax, Ay — 0. Obtinem F/(x,y)Ax + F;(x,y)Ay + aAx + Ay = 0,

si Fy(x,y) # 0. Atunci y, =

de unde E.(x,y)+F)(x, y)i_i fa+ ﬂ% =0, sau i_z - —j:zg'—g:;. Trecind la limita
A ; ! F)é(x'J/)
cind Ax - 0, obt = -,

, obtinem vy, Fey)
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Analog, o ecuatie F(x,y, z) = 0 defineste implicit o functie z de doua variabile X,
y, ale cdrei derivate partiale se gasesc dupa formula

g = _Fxys o, _ _ Fy(xy2)
* Fy(xyz)' Y Fl(x,y,2)

Exemplu: Sa se gaseascd zy, zy, fiind data ecuatia e” +z —x*y +1 = 0.
Avem F(x,y,z)=e”’+z—x*y+1 , F =-=2xy, F,=—x* F =e”+1.

2

2xy _, _ x
eZz+1' 7Y ez+1’

Atunci z,, =

Ecuatia planului tangent si a normalei la suprafata

Definitie. O dreapta se numeste tangenta la suprafata F(x,y,z) = 0 in careva
punct Py(xo, Vo, Zo) de pe suprafata, daca ea este tangenta la careva linie ce se afla pe
suprafata si care trece prin P,.

Deoarece prin P, trec o infinitate de astfel de linii , atunci si tangente vor fi o
infinitate.

Nota: Este cunoscut cd daca 3 Fy, F;, F; si mdcar una nenuld in Py, atunci toate
tangentele se afla intr-un plan, numit plan tangent la suprafata in P,.

Punctele in care macar una dintre derivatele Fx’,Fj},FZ’ nu exista, sau toate sunt
egale cu 0, se numesc puncte singulare. Mentiondm ca in punctele singulare planul
tangent poate nici si nu existe. In aceste puncte tangentele la suprafati pot si nu se afle
toate intr-un plan. De exemplu, virful suprafetei conice este punct singular. Tangentele
la suprafatd conicd in virf nu se afld intr-un plan (ele Tnsasi formeaza suprafata).

Teorema: Pentru ca suprafata z = f(x,y) sa aiba plan tangent in P, este necesar
si suficient ca functia sa fie diferentiabila in acest punct.

Definitie: Normala la suprafata Tn punctul P, se numeste perpendiculara la
planul tangent, dus la suprafata in acest punct.

Daca suprafata S este data de ecuatia z = f(x, y), atunci:
- Ecuatia planului tangent la suprafata Tn punctul P,(x,,y,,2,), unde
zy = f(x0,¥0), Care nu este punct singular, este
z — Zo = [ (x0,Y0) (x — Xo)*+ fy (X0, ¥0) (Y — ¥o)
- Ecuatia normalei la suprafata n punctul Py(x,, o, Zo)
XX _ _Y7Vo _Z27%
fr(Xo¥o)  fy(X0.¥0) -1

Daca suprafata S este data de ecuatia F(x,y,z) = 0 atunci:
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- Ecuatia planului tangent la suprafata in punctul Py(x,, ¥, Zo), Care nu este
punct singular, este
F¢ (%0, Y0, 20) (X — X0)+ F; (X0, Y0, 20) (Y — Yo)* F; (X0,Y0,20)(z2 — 25) = 0
- Ecuatia normalei la suprafata n punctul Py(x,, o, Zo)
X—Xo — Y—=Yo — Z—Zg
F)é(XOﬂyO'ZO) FJI/(XOtyOﬂZO) FZ,(XOﬂyOtZO).




