FUNCT#i DE DOUA SI MAI MULTE VARIABILE.
GENERALITATI

+* Notiune de functii de doua si mai multe variabile. Domeniul de definitie.

+ Interpretarea gseometrici. Graficul functiei

+ Linii si suprafete de nivel

+* Notiuni de limita si continuitate

Notiune de functii de doua si mai multe variabile. Domeniul de definitie.

Interpretarea geometrica. Graficul functiei

Functiile de o singurd variabila nu pot descrie toate fenomenele, procesele ce au
loc in naturd. Multe dintre ele sint caracterizate de o dependentd a mai multor factori.
Cercetarea a astfel de dependente a dus la aparitia notiunii de functie de mai multe
variabile.

Exemple de functii de mai multe variabile:

Aria A a unui dreptunghi cu lungimile laturilor x si y este A = xy, adica A este definita
de perechile de numere pozitive x si y.

Legea lui Home spune ca I = U/R, unde [ este intesitatea curentlui, U este tensiunea,
lar R — rezistenta. Atunci I depinde de U si R.

Functia de productie Cobb-Douglas Q = AK*L~%, unde Q este volumul produsului
fabricat; K - cheltuielile de capital; L - resurse de munca (cheltuieli de munca), A > 0 -
parametrul productivitatii muncii respectiv tehnologiei aplicate, 0 < a <1 - cota
capitalului Tn venit.

Definitie. Daca fiecarei perechi de numere reale (x; y) din multimea D € R? i se
pune in corespondentd un numar real z binedeterminat (dupa o lege careva f), atunci
vom spune ca pe multimea D este definita functia de doua variabile z = f(x,y).

Marimile variabile x si y se numesc argumenti, iar z - functie de acesti
argumenti. Multimea D = D(f) se numeste domeniu de definitie al functiei.
Domeniul de definitie al unei functii de doud variabile se gaseste, folosind aceleasi
rationamente ca in cazul functiei de o singurd variabila.

Exemple: 1) z = x2 + y?. Este evident ca D(f) = R?
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2) z = \[x2 + y2 Avem D(f) = {(x,y)|x? + y? = 0}

3)z = arcsing. Avem D(f) = {(x,y)| —-1< % < 1}

Domeniul de definitie al unei functii de doua variabile are ilustrare geometrica.
Fie ca in plan este fixat un sistem cartezian rectangular de coordonate. Fiecarei perechi
de numere (x,y) Ti corespunde punctul M(x,y) al planului xOy si reciproc. Astfel,
domeniul de definitie al unei functii z = f(x,y) este reprezentat de o multime de
puncte din planul xOy. Aceasta multime de asemenea se numeste domeniu de
definitie.

Definitie. Se numeste grafic al functiei z = f(x, y) multimea

Gr ={(x,y, f(x, y))| (x,¥) € D(f)}.

Ca si 1n cazul domeniului de definitie, graficul functiei este determinat de o
multime de puncte in spatiu (deseori, o suprafata).

Pentru functia z = x?+y? domeniul de definitie este multimea tuturor

punctelor planului xOy, iar graficul lui este un paraboloid eliptic.

Pentru functia z = ,/x2+y? domeniu de definitie este multimea tuturor
punctelor planului x0y. Graficul functiei este portiunea suprafetei conice x? + y? —

z? = 0, sitat deasupra planului xOy
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Pentru functia z = In(x? — 3y + 6) domeniul de definitie rezultd din conditia

2
x2=3y+6>0 sau y< x? + 2. Deci, D(f)domeniul este multimea punctelor

2
planului xOy de pe parabola y = x? + 2 si din exteriorul ei.

A

1/
.
/)

Graficul acestei functii este o multime de puncte in spatiu deloc simpld. O metoda

de constrire a acestui grafic este construirea liniilor de nivel (urmeaza).

Similar se defineste functia de n variabile u = f(xy, x5, ..., x,) sau u = f(M),
unde M este un element al spatiului R™, adica M € D = {(xq, x5, ..., X,)| X; € R}.
Formal, graficul functiei de n variabile (n > 3) se numeste hipersuprafata in spatiul
R™1, Despre acest grafic se poate vorbi abstract, deoarece nu are interpretare
geometrica.

Linii si suprafete de nivel

Pentru functii de doua variabile construirea graficului functiei este complicat, iar
insasi suprafata este greu de “imaginat” (nu ca in cazul functiei de o singura variabila,
unde graficul functiei este o linie in plan). Astfel, in cazul functiei z = f(x, y) pentru a
studia “comportarea” functiei se folosesc alte metode. Una dintre ele sint liniile de
nivel. Notiunea de linie de nivel este larg aplicata in geodezie, cartografie, la alcatuirea
hartilor sinoptice, dar si la descrierea diferitor cimpuri fizice (al temperaturilor, al

presiunilor etc. )
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Definitie. Se numeste linie de nivel a unei functii de doua variabile z = f(x,y)
multimea tuturor punctelor planului xOy coordonatele carora verifica relatia: f(x,y) =
¢, unde ¢ este o constanti (figura de mai jos). In fiecare punct al liniei de nivel functia
are una si aceeasl valoare c.

Cu ajutorul liniilor de nivel este comod de analizat carcterul deseori complicat a
suprafetei date de functia z = f(x,y). De obicei, numerele ¢ se iau in progresie
aritmetica. Din pozitia reciproca a liniilor de nivel putem face concluzie despre

suprafatd. Acolo unde liniile de nivel sunt mai ,,dense”, functia variaza mai ,,repede”, si

-
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Figura 4

invers.
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Exemplu. Sa gasim liniile de nivel pentru functia z = x? + y? — 2x — 2y. Avem
ecuatia
x2+y2—-2x—-2y=c sau (x—1)?*+(y—-1?*=2+c.
Observam ca liniile de nivel ale functiei date constituie multimea cercurilor cu
centrul in punctul 0(1,1) sirazaR =2 + ¢, ¢ > —2. Pentru ¢ = —2, avem numai
punctul O(1,1).



FUNCT#i DE DOUA SI MAI MULTE VARIABILE.
GENERALITATI

Pentru o functie de trei variabile u = f(x,y, z) se defineste suprafata de nivel,
adicd multimea punctelor spatiului R coordonatele cirora verifica relatia: f(x,y,z) =
¢, unde c este constanta.

Notiuni de limita si continuitate

La studierea functiilor de mai multe variabile se aplica in mare masura aparatul
matematic folosit in cazul functiei de o singura variabild. Astfel, unei functii de doua
variabile z = f(x,y) i se asociaza doua functii de cite o singurd variabild si anume
(daca fixam cate unul din argumente) pentru x = x, avem functia z = f(x,,y) =
f1(y), iar pentru y = y, obtinem functia z = f(x, y,) = f2(x).

Definitie. Se numeste e-vecinitate a punctului My(x,,y,) multimea tuturor

punctelor discului cu centrul in M, si raza egala cu &, adica

{M(x,y) | Jx—x0)2+ (¥ —y9)2 < > O}.

Definitie. Punctul M, se numeste punct de acumulare pentru multimea D , daca

orice vecindtate a lui contine puncte din D, diferite de M,.
Definitie. Numarul A se numeste limita a functiel f(x,y) In punctul My, daca

pentru orice numar & >0 exista un numar &, > 0 astfel Tncit inegalitatea

JE—x0)2+ (¥ —y9)2 < 8, implicd inegalitatea |f(x,y) —A| <e. Se noteazi:
limf(M) =A sau limf(x,y) = A.
M-A X—Xo
Y=Yo
Definitie. Vom spune ca functia f(x,y) are limita +oo (—o0)in punctul M,

dacd pentru orice numar € > 0 oricit de mare existd un numar &, > 0 astfel incat

inegalitatea /(x — x0)2 + (¥ — ¥5)% < &, implici inegalitatea f(x,y) > ¢ (f(x,y) <
—£).

Studierea existentei limitei functiei de doua variabile in punct este mai complicata
decit in cazul functiei de o singura variabila.

Analog cazului functiei de o singurd variabila, se formuleaza criteriul existentei
limitei “cu siruri”: Pentru ca functia f(x,y) sa aiba limitd numarul A in punctul M,,
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este necesar si suficient ca daca un sir de puncte {M,} din D tinde catre M,, atunci sirul

numeric {f (M, )} tinde cétre A.

- . . X
Exemplul 1.1 Sa se cerceteze existenta lim ———.
T x>0 x2+y?
y—0

Rezolvare: Sirurile de puncte {Mk (%,%)}, {M,’c (%,%)} tind catre punctul (0,0), cind

k — oo. Dar {f(M)} - % {(F(M))} - § Deci, limita de sus nu existi.

- . In(1+x2+y?
Exemplul 2.2 Sa se calculeze: lim InQtr +y7)
x—=0 +Jx2+y?
y—-0

Rezolvare. Notam /x% + y? = p. Pentrux - 0 siy —» 0 avem p — 0 si

. In(1+x?+y? . In(1+p? . p? . .

lim 28 gy AT gy 2 limp = 0, tinAndu-se cont de faptul ca
x—>8 JxZ+y? p—0 p p—0 P p—0

y—)

In(1 + p?)~p?,cand p - 0.
Definitie. Functia z = f(x,y) se numeste continua in punctul M, € D(f) daca in
acest punct functia are limita si aceasta limita coincide cu valoarea functiei in M,,, adica
Jim FQM) = £(My)
Definitie. Functia z = f(x,y) se numeste continua pe multimea D daca ea este
continua in fiecare punct al acestei multimi.
Sunt adevarate afirmatii similare cazului functiei de o singurd variabila:.
1. Suma, diferenta, produsul si citul a doua functii continui pe un domeniu este o
functie continua.
2. Fie ca functia z = f(X,y) este continua in domeniul inchis si marginit D,
atunci functia datd este marginita pe acest domeniu. Adicd existd numerele
reale m, M astfel incitm < f(x,y) < M pentruorice (x,y) € D.
3. Fieca functiaz = f(x,y) este continua in domeniul D. Daca in punctele
M, , M, din acest domeniu avem f(M,) - f(M,) < 0, atunci exista un punct
M, € D astfel incit f(M,) =0 .



