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Polinomul Taylor. Serii Taylor. Serii Mac Laurin
Fie , ca functia f(x) poseda derivate pind la ordinul n+1 inclusiv in careva
vecinatate a punctului x =a. Sa gasim un polinom T (x) de grad n astfel incit
T(@a)="f@), T '(a="f'@),T (@=f"@),. .T"(@)=f"().

Este de asteptat, ca acest polinom sa “aproximeze” in careva masura functia f Tn

vecinatatea lui X=a. Cautam polinomul T.(X) sub forma
T (x)=C,+C,(x-a)+C,(x—-a)*+. +C,(x—a)", unde coeficientii C,C,..,C,  sunt
necunoscuti si vor fi gasiti din conditiile puse mai sus. Avem T (a)=C, = f(a),
T'(x)=C,+2C,(x—a)+3C,(x—a)*+. +n. Cx~a)"", T (a)=C, = f'(a),
T"(x)=2C,+3-2-C,(x—a)+...+n(n-1)C, (x—a)“*2 T"(@)=1-2-C,=f"(a),
TOX) =n-(n-1-..-2-C., T"@=n-(n-1)-.. = f"(a).
Astfel, C,=f(a),C,= fl(la), C,= f;('a) yoes C, =%, de unde

n_f k)
T,09= Y B x-ay,

Polinomul T (x) se numeste polinom Taylor de gradul n al functiei f(x) n
punctul x=a.
Exemplu. Pentru functia f(x)=¢e* cu a=0, avem polinoamele Taylor:

x? x> x°
T.(X)=1+x; Tz(x):1+x+a;Ts(x):1+x+a+§; etc.
Daca R (x) este diferenta dintre f(x) si T (x), atunci f(x)=T,(x)+R, (x). Termenul
R.(x) se numeste termen de rest. Una din reprezentarile lui R (x) este

(n+1)
f (é/) ( )n+1

R09="

, unde ¢ situat intre a si x, numitda forma Lagrange a

f(k) (a)
k!

functiei f(x) Tn punctul x=a. 1In caz particular cand a=0 formula

termenului de rest. Atunci f(x)=>" (x—a)“ + R, (x) se numeste formula Taylor a
k=0

0
)= —= f (O) x“ + R, (x) se numeste formuld Mac Laurin.

k=0
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Daca functia £(x) poseda derivate de orice ordin in x=a si limR_(x) =0, atunci
nN—o0

n_f(k)
trecand la limita cand n— o n egalitatea f (x) = Z @ (x—a)“ + R (x) obtinem
k=0
’ " (n)
f(x)=f(a)+ f (a)(x—a) + f (a)(x—a)” = @ (x—a)" +... numita  serie

1! 2! n!
Taylor a functiei £(x) in vecinitatea punctului a. Tn cazul cAnd a=0 obtinem seria

' " (n)
Mac Laurin: f (x) = f (0) + fl(lo)x+ f2(|0) X +...+fl(o)x” +...
. . n!

Serii Taylor ale unor functii elementare
Seria Taylor pentru f(x)=e* In punctul x=0. Pentru a scrie seria Taylor

pentru aceasta functie calculam derivatele ei in punctul 0. Avem:
f(x)=e*, f'(xX)=¢*, .., T X)) =e*,..; f(0)=f'(0)=..=fV(0)=...=e" =1.

2 n

. . X X
Obtinem seria €" =1+ X+ —+...+ — +...
’ 2! n!
Suma seriei din partea dreaptd a egalitatii este egala cu e* pentru orice

Eyn+l
(n+1)!

— 0 cand 7— . (numarul 4 fiind arbitrar)

X € (—o0,+0), deoarece din termenul de rest R (X) = pentru orice x e[-b,b]

b n+l
(n+1)!
Seria Taylor pentru functia f(X)=sinx. Avem f£'(x)=cosx, £"(x)=—sinx,
f"(x)=—-cosx, (X =sinx..; f(0)=0, F(0)=1 F£"(0)=0, F"0)=-1 r“(0)=0,..

avem: |R, (x)| <

3 5 2n-1
Obtinem SINX=X -~ + % — .+ (=)™ 4 .
31 5l (2n—1)!

analog ca descompunerea are loc pentru orice X real).
Seria Taylor pentru functia f(X)=cosx. Avem 7/(x)=-sinx, £"(x)=—-cosx,

() =sinx, fP(X)=cosx, ..; F0)=1 £ (0)=0 F"(0)=-1 7F"0)=0 rY0)=1 ..

2 4 2n
X

Obtinem COSX =1~ + > — ..+ (-D"
’ 21 4] (2n)!
Seria Taylor pentru functia f(x)=(1+x)", unde m este o constanti reala.
Avem: F/(x) = ml+ )™, /() = mMm-1) L+ 9™, ...,
(%) =mm-1)..(m-n+)L+X0"", .., f0)=1 F(0)=m £"(0)=mm-1), ..,
(0 = mMm-1)...(m-n+1), ...

., Xe(~o,+0) (se demonstreaza

+... Xe(—0,+x).



SERII TAYLOR.
SERII TAYLOR ALE UNOR FUNCTII ELEMENTARE

Obtinem seria Taylor pentru functia (1+ x)”, care se numeste si serie binomiala:
m(m-1) , mm-1.(m-n+1) ,

1+ x)m:1+mx+Tx + .t | X" +..., xe(-1)).
! n!
Am acceptat domeniul de convergenta a seriei de sus fara demonstratie.
1
In cazul m=-1, avem 1—_1 X+ X =X+ 4+ (=D"X" 4. xe(-11).
+ X

Seria Taylor pentru functia f(x)=In(1+ x). Folosim formula de mai sus,
integrénd ambele parti ale acestei egalitati pe segmentul [0, X, xe(0,1)

014 x .[(1 X+ X — X +..+(-1)" x"+...)dx, obtinem

2 3y X"

X
Inl+xX)=x-——+————+...+ (D" —+...., -11).
A+ X)=X=" ot (DM e (1)

Seria Taylor pentru functia f(X)=arctgx. Integrand pe segmentul

[0,4,xe(01), egalitatea ﬁ =1- X+ X - X+ =DM "4 xe(-11), obtinem

3 5 7 2n-1

arctgx = x —); Xy (—1)”*1X7+ axe(=1)).

5 7 2n-1

Seria Taylor pentru f (x)=arcsinx. Cum ﬁ = (1- 57¥*, din seria binomiala

obtinem —— :1—1(—1‘) —( V2(32) +ot (—1)”(_]/2)(_3/2)"'(_]/2_n+1) "+
1-¢ 2 2! m
P 1 1, 13 1-3...2n-1) , A
Inlocuind tcu ¥ avem m_1+2)(2+2'4)(‘+" 2-4..(21) X"+...Integrand
aceasta egalitate pe segmentul [0, ], x(0,1), avem:
. 1 x* 1.3 x° 1-3-...-(2n-1) x>
arcsSiNX=X+—-—+—-—+...+ : +.y xe(-11).
2 3 245 2-4-..-(2n) 2n+1
Seria Taylor pentru f(x)=arccosx Cum arccosx:n/Z—arcsinx , obtinem
r 1 x 1.3 x° (2n ) x™
arcCoSX=——-X——-——————...— ey Xe(-10).
2 2 3 245 ..-(2n) on+1

Seria Taylor pentru functiile hiperbolice shx si chx. Cum ShX:%(eX—eX) si

1 .
chx = E(e* +e™), pentru xe(—w,+w) obtinem:

% 5 y 2Nt x2  x ¥ 2(0-1)
ShX=X+—+—+..+ +.., chx=1+—+—+..+———+
3! 5l (2n-1)! 2! 4] [2(n-D]!




