SERil NUMERICE. NOTIUNI GENERALE.
CRITERIUL NECESAR DE CONVERGENTA
EXEMPLE

+¢ Siruri numerice (recapitulare)
% Serii numerice. Definitii, exemple
¢ Proprietati ale seriilor numerice. Operatii cu serii numerice

Siruri numerice (recapitulare)
Se numeste sir numeric 0 functie 7 definita pe multimea numerelor naturale N
(sau pe o submultime a ei ) cu valori in multimea numerelor reale R,
Daca notam cu x, = f(n), atunci sirul numeric definit de functia 7 poate fi notat

cu {x,:ne N}, sau mai succint (x,). Sirul (x,) se mai scrie si astfel: X,X,,...,X,,...
Termenul x, se numeste termen general sau termen de rang n al sirului.

Exemple de siruri numerice:
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Un sir (X, ) se numeste:

majorat sau marginit de sus, daca exista aga numar real M Incét x, < M,vneN;
minorat sau marginit de jos daca exista asa numar real mincat x > mvneN;
marginit, daca el este majorat si minorat.

Sirurile 1), 2) si 3) sunt marginite, iar sirul 4) este minorat si nu este majorat.

Un sir numeric (X, ) se numeste:

n=12,...;
strict descrescator, daca x, > x,,, n1=12,...;
descrescator, daca x,> x,,, n=12,...;
n=12,...;
monoton, daca el este sau crescator, sau descrescator, sau strict crescator, sau
strict descrescator;

strict crescator, daca x, < x

17

crescator, daca x, < x

17

strict monoton, daca el este crescator sau descrescator.
Sirurile 2) si 4) sunt crescatoare, sirul 1) este descrescator, iar sirul 3) nu este
monoton.

Numirul real 2 se numeste limita a sirului (x, ), daca:
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Ve>0,3n:n=n, :>‘x —a‘s,s.

Daca a este limita sirului (X, ), atunci se scrie limx, = a.

Nn—w

Sirul (Xn) care admite o limita finitd a2 se numeste convergent. Un sir care nu

este convergent se numeste divergent.
Un sir crescator si marginit de sus este convergent; un sir descrescator si
marginit de jos este convergent; un sir monoton si marginit este convergent.

Serii numerice
Definitie. Se numeste serie numerica 0 expresie de forma a, +a, +...+a, +...

,Unde a,a,,..,d,,.. sunt numere reale. Seria numerica se mai noteaza cu E - a .
n=1 "N
Numerele a,a,,..,d,,..

general sau termen de rang n al acestei serii.

Exemple de serii numerice.

1 1 1
) > —:1+ 3+ ... (seria armonicd)

se numesc termeni ai seriei, iar a, se numeste termen

Zﬂf BET
3 Y. == 1+t +i+ .(seria Dirichlet)
n=1 0! 2a 3a n
4) ZH”: 14243+ 4.
5) Z;aq”‘l = a+aq+aq’+.+aq" " +... (seria geometrica)

6 2 (—1)"+1=1—1+1—1+...

1 1 1
—:—+—+—+ +— .
)ZHZ” 2 2% 28 2"

Definitie. Suma primilor » termeni ai seriei Z:;lan se numeste suma partiala
de rang n a acestei serii §i se noteaza cu S,
Din definitie rezultaca S, =a,,S,=4a +4a,,..,5,=a, +a, +..+a,,

Definitie. Daca exista limita finitd S a sirului sumelor partiale (S,): S=1imS,

n—0

atunci se spune ca seria Z:;lan este convergenta, iar numarul S se numeste suma a

acestei serii. Daca limita sumelor partiale nu existd sau este infinita, atunci se spune ca
seria data este divergenta.
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Exemple:
1) Seria D, n este divergentd, deoarece limS = lim(1+2+..+1)=

N—>c0 >0

Iimln(n +1) =0

n~>002
2) Seria Z(::l(—l)”+1 este divergentd, deoarece S =1, dacd n este impar, §i

S, =0, daca n este par. Deci nu exista limita sirului sumelor integrale.

3) Seria >~ 1? este convergentd, deoarece ea reprezintd suma termenilor unei

.. .. . - . 1 . .1 . .
progresii geometrice infinit descrescatoare cu primul termen 5 sicu ratia 5§ deci

1 1
1 1 1 9 on 1
limS, = Ilm( +—2+...+—2j: lim2—2" _ |im =1
n—so0 o\ 2 2 n >0 1 1 n—o0 2 n-1

4) Consideram seria a+ag +aq” +...+aq" " +..= > aq"*

Aceastd serie reprezintd suma termenilor unei progresii geometrice cu primul
a-aq”
1-¢

termen a si cu ratia g. Cum pentru aceasta serie S, = a+ag+ag*+aq"™" =

n )

avem.

a—aq"
a) dacd |q| <1, atunci limS =lim ...
n— R q 1-(]

b) daci |g|>1, atunci limS, =oo;

n—oo

c) daca q=1atunci S, =a+a+..+a=na— oo cand n— o,
d) daca q=-1,atunci S, =0, daca » este par, si S, =a, dacd » este impar.

L L a
Retineti ! Seria ) aq"" este convergentii cu suma S " a daci |q|<1.
n=1 - q
Altfel, seria data este divergenta.

. 1 1 1 . . o . <
5) Seria 1+§+§+...+77+... care se numeste serie armonica este divergenta.

=~ . . w 1 1 l l 1 1 1 1
Intr-adevir, putem scrie 2#177—1+2+ 37l (575 7 el

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1} |1 1 11
[9+E+E+E+ﬁ+ﬂ+ﬁ+ﬁ}"' > 1+2+[4 4} [8+8+8+8}+
11 1 1 1 1 1 1
[E*E*E*E*E*E*E*E}
3
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: . 1 1 1 1
Din aceste relatii avem: S, =1, S, =1+§, S, >1+§-2, S >1+§-3, . ,S2n >1+En,
Evident cd sumele partiale cresc nemdrginit cdnd 7— o, ceea ce inseamna ca seria
armonica este divergenta.

0

Teorema (Criteriul necesar de convergenti) Dacd seria Z este

a
n=1 "N

convergenta, atunci lima, =0.

nN—o0
Demonstratie. Fie ca seria Z:Zlan este convergentd si suma ei este S. Atunci

limS, =limS_, =S.Deci lima, = lim(S, =S, ;)= limS, — limS_, = S-S =0.

nN—oo n—o0 nN—oo nN—o0

A cerceta convergenta unei serii Tnseamna a determina daca ea este convergenta
sau este divergenta.

Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei de termen general a, =——.
n

. . n-1 ) . . <
Rezolvare. Cumlima, =lim——=1+0, seria data este divergenta.

n—oo n—oo n

Mentiondm ca conditia lima, =0 nu este suficienta pentru convergenta seriei. De

n—oo

exemplu, termenul general al seriei armonice verifica aceastd conditie, dar Seria este
divergenta.

Proprietatile seriilor convergente. Operatii cu serii si proprietatile lor
Teorema. Seria Z(::lan este convergentd atunci §1 numai atunci, cand este
convergenta seria obtinuta din ea prin suprimarea unui numar finit de termeni.
Demonstratie. Fie ca din seria Z:=1an au fost inlaturati 4« termeni, suma cdrora
este egald cu p,, si ei se afld printre primii  termeni ai acestei serii. Atunci, pentru
n>m,avem s = p, +gq, ., unde s, sunt sumele partiale ale seriei Z:;lan , lar ¢, sunt

sumele partiale ale seriei noi obtinute. Cum lims, = p, +limg, ., limitele lims, si limg, ,
n—>o0 N—>c0 >

Nn—ow
exista g1 sunt finite simultan. Deci si seriile Z;a‘n si cea noua sunt convergente sau
divergente simultan.
Definitie. Fie date seriile >~ a si ) b
1) se numeste suma a seriilor date seria de termen general a, + b,
2) se numeste produs dintre seria Z:zlan si numarul ¢ seria de termen general ca,

n-1

3) se numeste produs al seriilor date seria de termen general w, = ZH

4

ab, ..
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Teorema . Dacd seriile Z;an sl Z:=1bn sunt convergente si Z:=1an =S,

Zoo b, =0, atunci sunt convergente si seriile Z:=1(an +b,), Z:zlcan si au loc

n=1 N
egalitatile: Z;(an +b)=s+o0, Z:zlcan =CS.
La demonstrare teoremei se folosesc proprietatile sirurilor convergente.



