SERiT CU TERMENI DE SEMNE VARIABILE.
CONVERGENTA ABSOLUTA $SI SEMICONVERGENTA

+» Serii cu termeni de semne alternante. Criteriul Leibniz
¢ Serii cu termeni de semne variabile. Convergenta absoluti si semiconvergenta

Serii cu termeni de semne alternante. Criteriul Leibniz
Definitie. O serie Tn care oricare doi termeni vecini au semne diferite se numeste serie
cu termeni de semne alternante sau serie alternanta.
Daca primul termen al unei serii alternante este pozitiv, atunci ea poate fi scrisa astfel:

a-a,+a,—a,+..+(-)"a +..= Z(—l)n+l a.,unde a >0,n=12,.. Dacd insd primul
n=1

termen al unei serii alternante este negativ, atunci ea poate fi scrisda in forma

—a, +a, —a, +..+(-1)"a, +..= » (-1)"a, unde a, >0, n=12,..

n=1

Evident ci seria i(—l)na

n=1

este convergenta atunci si numai atunci, cand este

n

R < 1 ) ) .
convergenta seria Z:(—l)n+ a, . De aceea vom studia numai convergenta seriei alternante de
n=1

forma i(—l)n+l a, .
n=1

(-1) " 11 1 5 (-1 1 1 1
n=1
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Exemple: >

. . L. . .. .. 1 e o
Teoremi. (Criteriul Leibniz). Daca termenii seriei alternante »"(=1)""a, verifica
n=1

conditiile: & >a, >...>a, >..., lim a, =0, atunci aceasta serie este convergenta si suma S

nN—oon

a ei nu intrece primul termen: S < a,.
Demonstratie. Termenul general al sirului sumelor partiale de rang par n=2m ale

seriei > (-1)""a, este S, =(a —&,)+ (@ —a,) +..+ @, —ay), m=12,... Evident,

n=1
acest sir este crescdtor si marginitde sus:S, =a —(a, —a;) —...— (8, , — 8, 1) — &y, <.
Deci existd limS, =S. Cum S, ., =S, +a,,,, avem |limS, = lim(S,, +a,, )=
m-—oo m-—oo m-—oo

S+0=S. Astfel, limS =S, adic seria) (-1)""a

n—o0

., este convergentd. Relatia S <a,

n=1

rezultd dinrelatia S=a -a,+a,-a,+.. =a, —(a,—a;)—-(a, —a;) —...<a,.
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. » (D)™ . 1 1 .
Exemplu. Seria Z ) este convergenta, deoarece —>——, n=12,..., si
=l n n n+l
. 1
lima, =lim==0.
n—oo n—o N
Exemplu. Seria Zw D™ este convergentda, deoarece l> L n=12 1
piu. =l ged, m (et TR ¥
lim—=0
n—w» nl

Serii cu termeni de semne variabile.
Convergenta absoluta si semiconvergenta

Oserie a, +a, +...+a, +...= Zan se numeste serie cu termeni de semne variabile,
n=1

dacd ea contine atat termeni pozitivi, cat si termeni negativi.
Din definitie rezulta ca seriile alternante sunt serii cu termeni de semne variabile.

Teorema. Daca este convergenta seria ‘a1‘+‘a2‘+...+‘an‘+...:i‘an‘, atunci este
n=1

o0
convergenta si seria cu termeni de semne variabile Z a, .
n=1

Demonstratie. Notam cu s’ si s suma termenilor pozitivi si, respectiv, suma

modulelor termenilor negativi care se afla printre primii » termeni ai seriei Zan ;CU s, 51 o,
n=1

sumele partiale ale seriilor Zan si, respectiv, Z‘an" Atunci s, =s" - s? si o, = 5P + 52,

n=1 n=

Sirurile {s°} si {s?”}cu termeni pozitivi sunt nedescrescitoare si deci din existenta limitei

o=limo, = lim(s® + s?) rezultd existenta limitelor lims® = s i lims® = . Cum lims, =

Nn—>w© n—>w n—w

n—o n—o©
lim(s® - s2) = lims® - lims? = & - s, rezultd cd seria Zan este convergenta.
Nn—w —0 N—>0 el
< . .~ sinn sinl sin2 sinn
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Z = + +...+
’ n=1 n2 12 22 n2

. . .. w 1 -
Rezolvare. Cum ‘Sln X‘Sl, n=12,.. din convergenta seriei Z/P— rezulta

=1 /72
sinn

» Sinn
n? '

= 2
n=1 n

. . o
convergenta seriel Zn_l

. Astfel, este convergenta si seria Z
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Criteriul Dirichlet. Seria Z:anbn este convergentd, daca sumele partiale ale seriei
n=1

2.b,

n=1

an sunt marginite (adica 3 M >0, astfel incit pentru orice ne N avem <M), iar

n=1

sirul (a,) tinde monoton spre zero (adica a,,, <a, sau a,,>a, pentru orice n>n, si

n+l —

lima, =0).

n—o0

0

» . cosn
Exemplu. Vom demonstra ca seria E
- N
n=1

este convergentd. Folosim criteriul

. 1 . 1 5 o1 g .
Dirichlet: a, ==, b, =cosn. Sirul (—j este descrescator si lim—=0. Cercetam sirul
n n n—»0 N
n+1 . n
0 CoS———Sin—
sumelor partiale ale seriei Zcosn. Avem S =cosl+cos2+...+cosn= 2 2 si
n=1 sin1
2
1 . ~=Cosn 5
‘Sn‘S—l.Astfel seria Z este convergenta.
sin 1
2

Criteriul Abel. Seria Y ab, este convergentd, daca sirul (a,) este monoton si
n=1

marginit, iar seria ) b, este convergenta.
n=1

Definitie. Daca este convergenta seria Z‘an" atunci seria Zan se numeste absolut
n=1 n=1

0 [>¢)
convergenta (convergenta absolut). Daca seria Zan este convergenta, iar seria Z‘an‘

n=1 n=1

0
este divergenta, atunci seria Zan se numeste semiconvergenta (convergenta neabsolut).
n=1
sin
n2

. e n <
Exemplu. 1) Seria Zn:l este absolut convergenta.

_1\n+l
2) Seria ZL( 1n)

alcatuitd din modulii termenilor ei este seria armonica si deci este divergenta.

este semiconvergentd deoarece ea este convergentd, iar seria

.~ cosn . 5
3) Seria Z— este semiconvergenta.
n=1

3



