SERII CU TERMENI POZITIVI.
CRITERII DE CONVERGENTA

Definitie. Seria Zan se numeste serie cu termeni pozitivi daca a, >0, n=12,...
n=1

Criteriul de comparatie. Fie ca termenii seriilor Zan si an verifica conditia
=1

n=1

a,>b >0, n=12,..Atunci:

o0 0
a) daca seria Zan este convergentd, atunci este convergenta si seria an ;
n=1 n=1

b) daca seria an este divergenta, atunci este divergenta si seria Zan .

n=1 n=1

Demonstratie. Notam cu s, si p, sumele partiale ale seriilor an 51 Zan
=1

n=1
respectiv. Cum termenii acestor serii sunt pozitivi, rezultad ca sirurile sumelor partiale ale lor:
{s,} si {p,} sunt crescatoare.

a) Daca seria Zan este convergentd, atunci exista limita finitd p=lim p,. Atunci
—>0

n=1
S, <p,<p, n=12.., si deci sirul {s,}, fiind crescator 1 marginit, are limitd finita:

s=Ilims, . Astfel, seria an este convergentd, iar suma ei este mai mica decit suma seriei

nN—o0o
n=1

b) Daca seria an este divergentd, atunci lims, = +0. Cum s, < p, n=12,..., rezulta

11—
n=1

0
ca lim p, =+, adica seria Zan este divergenta.
N—o©
n=1

Cand se aplica acest criteriu, comparatia se face cu o serie despre care se stie cd ea este
convergenta sau este divergenta.
w 1

n:lﬁ

1 1 .- .. . © 1
Rezolvare. Cum pentru n>1 avem —=>=>0, din divergenta seriei armonice Y, =
n ’ =l

Jn

Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Z

rezultd divergenta seriei date.

[e’e]

12741

Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei .



SERII CU TERMENI POZITIVI.
CRITERII DE CONVERGENTA

.1 1
Rezolvare. Cum pentru n>1 are loc relatia AT

>0, atunci din convergenta

.o 1 < . .
seriel ZHF rezultd convergenta seriei date.

Criteriul D’Alambert. Fie ca pentru seria cu termeni pozitivi Zan existd limita

n=1

. a .
lim—2 =], Atunci :

n-o g
n

a) dacad /<1, atunci seria este convergenta;
b) dacd />1, atunci seria este divergenta.
Demonstratie. a) Fie ca /<1 Luam un numar ¢, astfel incat /< g<1 Atunci din (2.5)

. . C . . ~ A, a . ..
rezulti cd existdi un asa numir natural k Tncat "% <q pentru orice n>k, adica
a

n

a., <agq,a.,<aq’,..a., <a.q",. Examinim seriile cu termeni pozitivi
2 n
., +a,,+tta, , +., a0+309 +..+a09" +..
Cum |qg|<1, seria a,q+aq”+..+a,0" +... este convergentd. Folosind criteriul de

comparatie, demonstram convergenta seriei a, , +4a,,, +...+4a,,, +... i deci convergenta
o0

seriei Y _a, .
=1

. . . e o ~ A, @ .
b) Fie ca />1 Atunci existd un numdr natural A, Incat — >1 pentru orice n> M.
a

n

Deci a, <a,,<.. si seria a, +a,, +.. este divergentd ( din criteriului necesar de

o0
convergentd), de unde rezultd divergenta seriei Z a, .
n=1

Daca avem | =1 atunci seria Zan poate fi divergenta sau poate fi convergenta.

n=1
< .o 1
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Zn .t
-n!
1 . . a . 1:(n+1)!
Rezolvare. Avem a =— si a = . Cum |=lim—=%= |Img=
n! (n+1)! e g n>e 1:nl
: 1.2-...-n .1 : 9 <
lim = lim——= 0<1, seria data este convergenta.

>e].2...-n-(N+1) nroen+l
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00 n
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Z TR
o Nt +1
a 3n+1 3n
Rezolvare. Cum | = lim—L = |im e =3, seria data este divergenta.
oo g e (N4+1)"+ nt+1

Criteriul radical Cauchy. Fie ca pentru seria cu termeni pozitivi Zan exista limita

n=1
limy/a, =1 atunci:

N—oo

a) daca /<1, atunci seria data este convergenta;
b) daca /> 1, atunci seria este divergenta.

Demonstratie. a) Fie cd /<1 si ¢ este un numar care satisface conditia | <q<1.
Atunci exista un numar natural k incat {/a, <q pentru orice n>k de unde rezultd ca a, <q"
,vn> N. Examindm seriile: a, +a, +a_, +.., §°+g“"+g“?+..Cum 0<g<1, seria

q“ +0"“" +q“*? +... este convergenti si deci sunt convergente si seriile a, +a,,, +a,, +...,

o0

n

a
=1

n

b) Daca />1, atunci existd un numdr natural A/, astfel incat {/a, >1 pentru orice

n> M si deci nu este verificatd conditia din criteriul necesar de convergenta. Rezulta ca seria

Z a, este divergenta.

n=1

2n
< . » (3n-1
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Zn 1(7 5
- n+

2n 2
Rezolvare. Cum Iimn(3n_1j =Iim(3n_1j =i<1 seria data este
e\ 7N+ 2 >\ 7n+2) 4 9

convergenta.

2
3 . —» 1(4n+5Y
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei ZM? 2 .
= n

Rezolvare. Cum | =limy/a_ :|im§/i(4”+5J _ |im£(4n+5j _

N—>00 n—w \| 2" 4n n—ew 2 4n
n 4
%Iim(l + ;J = e\/g >1, seria data este divergenta.
n—oo n
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Criteriul integral de convergenta. Fie cd termenii seriei cu termeni pozitivi Zan
n=1

verifica conditia a, >a n=12,.., si fie ca existd o functiec f(X) continud si

n+11?

descrescatoare pe [1,4+0) si care verifica conditia f(n)=a,, 7=12,... Atunci:

a) daca integrala improprie L f (X)dx este convergentd, atunci este convergenta si

seria Y a,;
n=1
b) daca integrala improprie L f (x)dx este divergenta, atunci este divergenta si seria

Da,.
n=1
Demonstratie. Din monotonia functiei f(x) rezultd cd pentru orice m natural mai

m
mare ca 1 avem: a, <J . f(x)dx<a,, , sideci:
m7

—a1:a2+a3+...+am<jlmf(x)dx<a1+a2+...+am_1:s

m-1°*
a) Fie ca integrala J.lw f (X)dx este convergenta. Atunci sirul {s, - ¢}, deci, si sirul {s}
sunt convergente. Tn acest caz seria datd este convergenta.

b) Daca integrala Lw f (x)dx este divergenta, atunci din inegalitatea de mai sus rezulta

- m . . . - - = . -
ca lim| f(x)dx=oco sidecisi lims_, =oo. Astfel, seria Zan este divergenta.

m—oodl1 m—>0
n=1

< e w 1
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Dirichlet Zn o a>0.
-n

Rezolvare. Pentru n=1,2,... avem a, =i ># = Functia f(x)=

~ —=a,,. este
n“ (n+1)

continud si monoton descrescatoare pe intervalul [1,00) si verificd conditia f(n)=—=a_,

n

1
X
1
n“

1

. . o 5 = 1 —
n=12,... Deci putem aplica criteriul integral de convergentd. Cum L —dx= | g-1’ a>1,
X

0o,.a <1,

rezulta ca

seria Dirichlet Z _—o» @ >0este convergenta cind « >1 si este divergenta cind o <1.
=n
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Criteriul catului. Fie ca pentru seriile cu termeni pozitivi Zan 51 an existd
n=1 =1
A s
limita lim— =k . Daca

N—oo b

e 0<k <o, atunci seriile date au aceeasi natura de convergenta,

e k=0 siseria an este convergenta, atunci este convergenta si seria Zan :

n=1 n=1
e k=o0 siseria an este divergenta, atunci este divergenta si seria Zan :
n=1 n=1
Consecinta. Daca termenii respectivi ai seriilor Zan sl an sunt echivalenti cand

n=1 n=1

n— oo, adica Iimb—“ =1, atunci seriile date sunt convergente sau divergente simultan.
nN—o0
n

< .. » 2n/n+1
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Z P E—
=3 +n+1
Rezolvare. Consideram seria Dirichlet cu @ =3/2>1 Notam cu a, termenul general

. : L . a
al seriei date si cu b, termenul general al seriei Dirichlet. Cum lim—=

n—>oobn
”m( ondn+1 1 ] 2

n—o0

3 din convergenta seriei Dirichlet cu «@=3/2>1 rezulta

3n°+n+1 n¥?

convergenta seriei date.

< LN n
Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Zn_lsln—
J(n® +1)°
. n n n 1
Rezolvare. Cum sin — =

~ ~ cind n—w, din convergenta
3 2 s
J? 412 Jn?P+1? 0o

seriei Dirichlet cu o =2 rezulta convergenta seriei date.

Criteriul Raabe - Duhamel. Fie ca pentru seria cu termeni pozitivi Zan existd

n=1
H H H a‘n H a‘n+1 S
limita limn —1|=limn{1-—22 |=]. Atunci :
Nn—oo a nN—oo a

n+1 n

e dacd />1, atunci seria este convergenta.
e dacd /<1, atunci seria este divergenta;

5
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1-3-5-...-(2n-1)
2-4.6-...-2n
1-3-5-...-(2n-1) 1-3-5-..-(2n-1)-(2n +1)

Rezolvare. Avem a, = , A = , de
2-4-6-...-2n 2-4.6-...-2n-(2n+2)

unde & :2n+2 si Iimn( & —1]:Iimn(2n+2—1jzlim n :%<1 , care este

Exemplu. Sa se cerceteze convergenta seriei Z:;l

a 2n+1 n—o | g nso \ 2n+1 n—>o 20 +1

n+1 n+1

divergenta.



