SERII FUNCTIONALE. DOMENIUL DE CONVERGENTA.
SERII DE PUTERI. TEOREMA ABEL

¢ Serii functionale. Domeniul de convergenti. Convergenta uniforma.
Proprietati
¢ Serii de puteri. Teorema Abel. Raza de convergenta

Serii functionale. Domeniul de convergenta
Definitie. Se numeste serie functionala o0 expresie de forma

f,(x)+ f,(X)+...+ fn(x)+...:an(X), unde f (x),n=12,.., sunt functii reale de
=1

variabila reald definite pe careva interval /.
Exemple:

1) ZXH =14 X+ Xt X
n=1

2) D (D" =1- x4 X L+ (D)X L

n=1

3) Y In"x=Inx+In*x+In°x+...+In"x+..

n=1

2.sinnx  sSinx  sin2x sinnx
4)2 e e

= N 1 2 n

5 Y e™=e"+e” +..+e™+..,
-1

Pentru o valoare concretd x, e/ seria functionald Z f.(X) se transforma intr-0
n=1

0
serie numerica, care poate fi convergenta sau divergentd. Daca seria numerica Z f. (%)
n=1

este convergentd, atunci x, se numeste punct de convergenta al seriei functionale.
Multimea tuturor punctelor de convergenta ale seriei functionale se numeste domeniu
de convergenta al acestei serii.Se spune ca o serie este convergenta pe o multime M,
daca ea este convergenta in fiecare punct al acester multimi.

Pentru fiecare valoare fixata a variabilei x din domeniul de convergentd A al
seriei functionale suma seriei numerice obtinute este un numar. Cand x variaza, variaza

si valoarea acestei sume, adica in domeniul de convergenta suma seriei Z f.(X) este 0

n=1

functie. Notam aceasta functie cu S(X): S(x) = Z f.(X), xem.

n=1

Sumele S, (x)= f,(x)+. +.f (X) se numesc sume partiale ale seriei functionale.
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Dacanotdim R (x)=f ,(X)+ f_,(x)+. ,atunci S(x)=S,(x) + R (X), xe M.

Cum pentru o serie convergentd S(X) =1imS, (x) rezulta ca limR (x)=0, xe M.
n—oo n—oo

Exemplu. Sa se determine domeniul de convergenta al seriei Z; X

Rezolvare. Seria datd reprezintd suma termenilor unei progresii geometrice cu
primul termen 1 si cu ratia x Aceasta serie este convergentda atunci si numai atunci
cand xe(-11). Deci domeniul de convergenta al seriei date este intervalul (-11) si suma

ei este S(x) :L.

1-x
Se spune ca seria Z f.(X) este majorata pe careva multime A, daca existd o
n=1
serie  numericd ) _a, cu  termeni  pozitivi  convergentdi  ncét
=1

f.(X)|<a,,VxeM,n=12,...

. » SINNX . - . ©» 1 .
Exemplu. Seria anl p este majorata de seria Zm? pe intervalul (—oo,+),

sinn 1
deoarece‘ nzﬂsF, VX e (—o4+0), N=12,... A

Definitie. Se spune ca seria functionala Z f (X) este convergenti uniform
n=1

(uniform convergenta) pe multimea M, daca ve>0,3n,:n>n, = ‘s(x) - s,,(x)‘ <& Vxe M.

In aceasta definitie numarul », depinde in caz general de &, dar el nu depinde de

Teorema. Daca seria functionala Z f. (X) este majorata pe multimea A7, atunci
n=1

ea este uniform convergentd pe aceasta multime.

. % SINNX . < .
Exemplu. Seria )| 7 este uniform convergenta pe intervalul (—o,+x),

n=1

. - . . « 1
deoarece ea este majoratd pe acest interval de seria ZMF.

Teorema . Daca termenii seriei functionale sunt functii continue si aceasta serie
este uniform convergentd pe segmentul [a,4], atunci suma s(x) a ei este o functie

continud pe acest segment.
Demonstratie. Fie xe[ab], x+Axe[at], Sx) este suma seriei uniform

convergente pe [a, 4], iar s,(x) sunt sumele partiale ale ei. Avem: |s(x+Ax) — s(X)|=
= 180+ AX) = 5,(x+ AR+ 5, (x+ AX) = 5,(D] +[5, (X - (A] <
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<|s(x+ AX) = 5, (x+ AX)| +

5,(x+ A% = 5,(R)| +s,(0 — (0]

Fie &> 0 un numar oricat de mic ar fi el . Avem:

1) 3IMn> N=|s(x+ A —s,(x+Ax)|< /3 si |(N-s,(0<e/3, deoarece seria
functionala este uniform convergenta pe [a,4];

2) 36>0:
segmentul [a,4].

Rezulta ca pentru orice ¢>0 exista un atare §>0 incat pentru n destul de mare
din |[AX <5 rezultd |s{x+Ax) - S(X)| < /3+¢/3+£/3=¢, de unde avem lim s(x+Ax%) = S(X)

s,,(x+Ax)—sn(x)‘<g/3, deoarece functia s (x) este continud pe

ceea ce Inseamnd cd functia s(x) este continua in punctul x. Cum x este un punct
arbitrar din [a, 4], rezulta continuitatea acestei functii pe [a,b].

Teorema . Daca seria functionala Z f.(X) este uniform convergenta pe [a,4],
n=1

suma ei S(X) si termenii f (x), n=12,.. sunt integrabile pe acest segment, atunci
b 0 b
j S(x)dx:znzlj f (x)dx.

Demonstratie. Din convergenta uniforma pe [a,4] a Seriei Z f.(X) rezultd ca
n=1

oricare ar fi £>0, pentru un natural destul de mare A, avem: \S(x)—Sn(x)\<g,

b b
vxe[ad, n>N. De aici rezulti ci ‘ j S(x)dx > " j fn(x)dx‘:
< I:ng: g(b-a).Deci, sirul sumelor partiale al seriei

U:S(x)dx—j:sn(x)dx

Z:;J: f.(X)dx tinde catre numarul J : S(x)dx.

Teorema. Fie ca seria z f (X) este convergentd pe segmentul [a,4] si suma ei
n=1

este S(x), functiile f (x), 7=12,..., sunt continuu derivabile pe [a,4]. Daca seria

Z f.(X) este uniform convergenta pe [a,4], atunci functia S(x) este derivabila pe acest
n=1

segment si are loc egalitatea S'(X) = Z:zl f/(X).

Serii de puteri. Teorema Abel. Raza de convergenta
Definitie. Se numeste serie de puteri o serie functionald de forma
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@© n _ 2 n
DA =y rax+ax £ +a X+,

unde x este o variabila reala, a,,a,,..,4,,... sunt constante reale, care se numesc
coeficienti ai acestei serii.

Se numeste serie de puteri si o serie de forma Z:;Oan(x —a)", care se reduce

la seria Zanx“ cu ajutorul substitutiei x= X-a. Vom studia mai ntdi numai
n=0

o0
convergenta seriei Z:anxn :
n=0

Teorema. (Abel) Daca seria de puteri Z:anxn este convergenta pentru careva
n=0

valoare nenula X, , atunci ea este absolut convergenta pentru orice valoare a lur x care
verificd conditia | < |x|.

Daca seria Z:anxn este divergenta pentru careva valoare x,, atunci ea este
n=0

divergenta si pentru orice valoare a variabilei x, care verifica conditia |x > ‘xz‘ :

0
Demonstratie. Fie ca seria Z:anxn este convergentd pentru valoarea x , adica
n=0

o0
este convergenta seria numerica Zan X" . Conform criteriului necesar de convergenta
n=0

avem: a x’ — 0 cand n— «. Astfel, termenii seriei Zanxl“ sunt marginiti, adica exista
n=0

an){‘< M, n=012,.. Scriem seria Z:anxn in altd forma:
n=0

un numar real M, incat

2
X X x)"
ay+ax| —|+ax| —| +.+a,x| —| +.
X X X

2 n
L X X X e e
Termenlli seriel ‘ao‘+‘a1xl‘- " +‘a2xf‘~ | et an)q"~ X +...sunt pozitivi si inferiori
1 1
2 n
: L X X X <
termenilor respectivi ai seriei M+ %ZJF /\4; oot %Z +..., care este convergenta
1
2 n

: : . : X X X
(fiind o serie geometrica). Astfel, seria ‘%‘H%%"E +‘a2xf‘-; +ot an){‘-‘y +... este

1 1
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y . : b's x\* x)"
convergentd , iar Seria a0+alxl(zj+ale(7] +...+anx1(7j +.. este absolut
1

1

convergenta.

o0
Fie ca seria Z:anxzn este divergentd. Atunci ea este divergentd pentru orice
n=0

valoare x care verificd conditia |¥>|x|, deoarece 1in caz contrar seria » a x" ar fi
n=0

convergentd in X,.

0
Din teorema lui Abel rezulta ca daca exista valori pozitive in care seria Z:anxn
n=0

este convergentd si exista valori pozitive in care aceastd serie este divergentd, atunci
existd un asa numar pozitiv R incat ea este convergentd cand xe(-R R) si este
divergenta cand |#>R. In acest caz intervalul (-R A se numeste interval de
convergenta, iar numarul R se numeste raza de convergenta a seriei de puteri.

Tn cazul cand seria Z:anxn este convergenta numai cand x= 0, atunci se spune ca
n=0

raza de convergentd a ei este egala cu zero. Daca insd aceastd serie este convergenta
pentru toate valorile reale ale variabilei x, atunci se spune ca raza de convergenta este
o, iar intervalul de convergenta este (—oo,+0).

Formule de calcul ale razei de convergenta. Examinam seria termenii céreia

a, X"

sunt valorile absolute ale termenilor seriei » a x" : >
n=0 n=0

este 0 serie numerica cu

a X"

Pentru fiecare valoare a variabilei x seria Z
n=0

termeni pozitivi si poate fi aplicat criteriul de convergenta D’ Alembert. Cum

n+1
n+1

a,x"

a )
=lim

N—o0

lim

nN—oo

an+1
a

X|=L-|x|, seria i
n=0

anxn‘ este convergenta atunci §1 cand
L-|X <1, adica cand |x<1/L, si este divergentd atunci cand L-|x|>1, adica cand

|4 >1/L. Deci raza de convergenta a seriei este R=1/L, sau R =1im

N=c0

an+l

Daca aplicam criteriul de convergentd Cauchy, atunci obtinem R =

N
limg/a,|
n—oo
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Exemplu. Sa se determine raza, intervalul si domeniul de convergenta ale seriei
X'

Z::l 2/7/7'

n—o 2"n

2.

—_n_

- 9 . a
Rezolvare. Determinam raza de convergenta R=Iim

nN—oo an+l

n+1
.m2 T+D:

Intervalul de convergenta este (-2,2). Pentru a determina domeniul de convergenta

trebuie sd cercetdm convergenta seriei la extremitatile intervalului de convergenta -2 si

v (2)" e (2D)”
2o g

oy T care este

2. Pentru x=-2 seria datd devine o serie numericd Y|

n=1
2" B
2"n
divergenta. Deci, domeniul de convergenta al seriei date este [-2, 2).

- . - . o0 0 1 - - . -
convergentd. Pentru x=2 seria data devine ZM zﬁ:177 , fiind serie armonica, este

Exemplu. Sa se determine domeniul de convergenta al seriei Z:l mx".

om0 e
=lim =lim =0, rezulta ca seria data este
moel (N4 1)1 e 41

. a
Rezolvare. Cum R:I|m| 4

n—o| 4

n+l

convergenta numai cand X =0.

Teorema. Daca seria de puteri Z:anxn are raza de convergenta R, atunci ea este
n=0

uniform convergenta pe segmentul [-7, 7] pentru orice r care verifica conditia 0<r< R

Demonstratie. Pentru orice xe[-r,r] are loc relatia 4" <r” si deci si relatia

a,,)(" <

n _ . . - . . o ] n -
a,r"|, n=12,... Cum, prin ipotezd, seria numerica ZH a,r’| este convergenta,

rezultd ca ea majoreaza seria Zlanxn pe segmentul [-r,7]. Afirmatia teoremei rezulta
n=0

din criteriul Weierstrass de convergenta uniforma.

Teorema. Daca seria de puteri Z:anxn are raza de convergenta R>0, atunci
n=0

suma acestei serii este o functie continue pe segmentul [-r,7] pentru orice r (0, A).

o0
Teorema. Daca seria de puteri Z:anxn are raza de convergentd R>0 si suma ei
n=0

este S(X), atunci aceasta serie poate fi integrata termen cu termen pe segmentul [a,4]
[-r,r] pentru orice r (0, R).

Teorema. Daca seria de puteri Z:anxn are raza de convergentd R> 0, atunci ea
n=0

poate fi derivata termen cu termen pe segmentul [-r, ] pentru orice r (0, A).
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Fie seria de puteri >~ a,(X-a)"=a, +a,(X-a)+.+a,(X-a)"+..
Pentru a determina raza, intervalul si domeniul de convergenta ale acestei serii
proceddm astfel: efectudnd trecerea la variabila x cu ajutorul relatiei x= X-a, obtinem

o serie de puteri de forma ) a x". Daci raza de convergentd a seriei Y a,x" este R,
n=0 n=0

atunci raza de convergenta a seriei initiale este acelasi numar R, iar intervalul de
convergenta este (a— Ra+ R).
Exemplu. Sa se determine raza, intervalul si domeniul de convergenta ale seriei
» (Xx+2)"
Zn=1(n2 +1)5"
Rezolvare. Cum R =5, rezultd ca raza de convergenta este 5 si intervalul de
convergenta este (-2 —5;-2+5)=(-7;3). Pentru a determina domeniul de convergenta

ramane sa cercetam convergenta seriei date in extremitdtile intervalului de convergenta.

0

Pentru x =3 obtinem seria numerica Z care este convergentd, de unde rezultd

=in2 41

(="

n-+1

P © . . “ .« .
convergenta seriei pentru X =-—7 Zn_l . Deci domeniul de convergenta a seriei

date este [-7,3].



