PRODUSELE VECTORIAL SI MIXT. PROPRIETATI.
APLICATII

° Produsul vectorial a doi vectori. Proprietati
* Produsul vectorial in coordonate. Aplicatii

* Produsul mixt a trei vectori. Proprietiti Produsul mixt in coordonate. Aplicatii

Produsul vectorial a doi vectori. Proprietati

Definitia 1.4.1. Prin produs vectorial al vectorului a la vectorul b vom intelege vectorul
c, care verifica conditiile:

2 [d=[al- |5|sin[a?5];
b) c La,c_Lb;
¢) vectorii a, b, ¢ formeaza un triplet de dreapta

Produsul vectorial al vectorului a la vectorul b se noteazi astfel a x b.
Produsul vectorial verifica urmatoarele proprietati:
1) axb.=0 daci si numai daci acesti vectori sunt coliniari.

Demonstratie: Daca cel putin unul din vectori este nul, atunci afirmatia este evidenta.
Presupunem ca nici unul din vectorii asi b nu este egal cu vectorul nul, atunci expresia

a x b. =0 este echivalenta cu coliniaritatea vectorilor a si b , deoarece sin[a , 5) =0

2) axb.=—-bxa.
3) ﬂ,(ax_): (ﬂé)x6=5x(,16)
4) (a+5)x6=ax6+5x6

Produsul vectorial in coordonate. Aplicatii

5) ixi=jxj=kxk=0,ixj=—jxi=k, jxk=—kxj=i, kxi=—ixk=j
6) Fiea=xi+y,j+zk, b=xi+y,j+z,k.
Folosind proprietatile produsului vectorial, avem:
axb= (x1i+ Yy + zlf)x (x27+ Yo j + ZZE): Xq Xo 0 X 0 +
+ Vi Xy XTI+ ZXo KX T+ X Yo X jJ+ V1Yo JX J+2Z,Yo KX j+ X Zo0 x K+
+ Y12, j xk + 2,2,k x k . De unde

axb= i(ylz2 — yzzl)—f(xlzz — X221)+E(X1Y2 — X2 Y1) sau
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axb=i"r Y2|_73 X2l g™ 2l=Ix, Yy, 2z,
Z; Zp Z; Zp Y1 Y2

X2 Y2 22
Aplicatii ale produsului vectorial

1. Modulul produsului vectorial este egal numeric cu aria paralelogramului construit pe
vectorii asi b .

2. Aria triunghiului construit pe vectorii a si b cu aceeasi origine este egald cu jumatate

. : . 19— =
din modulul produsului vectorial a acestora E|a x b| :

3. Tn dinamica miscarii de rotatie, produsul vectorial poate fi interpretat ca momentul
vectorului a, aplicat in punctul 4, relativ la punctul O:

M =momga = [ﬁ,a] ,
mom, 3| ~ [GA]-[alsin( OA "3 | =[a]-h, unde h —[OAlsin( OA' ).

4 . In cinematica miscarii de rotatie vectorul vitezei liniare v a punctului A al corpului ce

se roteste se determina dupa formula lui Euler v = e x r, unde r - este raza vectoare , dusi in
punctul M din punctul arbitrar O al axei de rotatie a corpului. Valoarea numerica a vitezei

liniare a punctului M- M este direct proportionala distantei ei R de la axa de rotatie:
V| =|e| - |r|sin(er) = || R

Produsul mixt a trei vectori. Proprietati Produsul mixt in coordonate. Aplicatii

Avind trei vectori a, b si ¢ putem forma urmatoarele trei tipuri de produse diferite:
(5-5)-5; (@xb) x¢, (ExB)-E
Primul produs este un vector coliniar vectorului c . Al doilea produs este numit produs dublu
vectorial si reprezintd un vector. Al treilea produs se numeste. produs mixt

Definitia 1.4.2. Se numeste produs mixt a trei vectori un numar egal cu produsul scalar
dintre vectorul, ce reprezintd produsul vectorial al primilor doi, si vectorul al treilea, adica

(5 ~ 5)- ¢ al vectorilor. Se noteazicu a-b-c

Teorema 1.4.1. Modulul produsului mixt a trei vectori necoplanaria, b si c, este egal
cu volumul paralelipipedului construit pe vectorii translati spre una si aceeasi origine.

Demonstratie . Fie vectorii a, b, ¢ necoplanari, care formeaza un triplet de dreapta. Ti
transldam spre una si aceeasi origine O. Construim pe acesti vectori un paralelipiped
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(considerind vectorii drept muchii). Vom nota prin S aria bazei sale, indltimea prin h, iar
volumul sdu prin V. Fie axb = d.Atunci (5 x 5)- c=d-c= |E| praE. Dar |a| =S, iar

praazh.Deciamobginutcé (EXB)-E:S -h.Astfel a-b-c=V.

Proprietati:

1. Valoarea produsului mixt nu se schimba la permutarea ciclica a vectorilor in triplet, adica:

a-b-c=b-c-a=c-a-b.
Permutarea a doi vectori vecini schimba semnul produsului:
a-b-c=-b-a-c

2. . Vectorii a, b, csunt coplanari daca si numai daca abc=0

Vom exprima produsul mixt al vectorilor a, b, c prin coordonatele lor carteziene
rectangulare. Fie a = {x;, ¥;,2; }, b ={X5, V5,25 }, ¢ = {X3, ¥3, 25}

- z X, z.||x
Deoarece axb :( i 4 —7t T Yi J avem
Yo Zy| X Zp| X2 Y2
Xl yl Zl
N - yi Xz X
abc=(a><b)-c=x3yl ey ™ Mzt )llzx2 Y,  Z,|.
Yo Z 2 4 X, Y2
X3 y3 Z3

Aplicatiile produsului mixt al vectorilor

1. Volumul piramidei, construitd pe vectorii cu aceeasi origine a, bsi c, este numeric

egal cu %|55€| .



PRODUSELE VECTORIAL SI MIXT. PROPRIETATI.
APLICATII

2. Conditia necesard si suficientd de independentd liniard a trei vectori a, b, ceste
expresia: abc == 0, sau, daca se cunosc coordonatele vectorilor

a= (Xl’ yl’Zl)’ b= (er yzrzz)' c= (X31 Yi, 23)1

atunci

3. Dupa semnul produsului mixt se poate judeca despre orientarea tripletului de vectori. Si
anume, daca abc >0 (abc <0), tripletul a, b, ceste de dreapta (stinga).




