BAZE iNPLAN SI iN SPATIU. SISTEME DE COORDONATE.
OPERATII LINIARE CU VECTORI IN COORDONATE

° Dependenta si independenta liniara a vectorilor

° Baze in plan si in spatiu. Sisteme carteziene de coordonate. Coordonatele vectorului

si punctului. Operatii liniare cu vectori in coordonate

* Rezolvarea unor probleme prin metoda coordonatelor
° Sistemul cartezian rectangular de coordonate.

Dependenta si independenta liniara a vectorilor

Fie dat sistemul de vectori X1, X2, X3,..., Xk si numerele reale o, ar,, arg,...,

Definitia 1.2.1. Vectorul y =, X1+ cr, X2 + @3 X3 +...+ ar Xk se numeste
combinatie liniara a vectorilor X1, X2, X3,..., Xk .

Se mai spune ci vectorul yse exprimd liniar prin vectorii Xi, X2, X3,..., Xk .
Numerele «;, &5, ag3,..., &, S€ NUMeESC coeficientii acestei combinatii liniare.

Combinatiile liniare ale vectorilor au urmatoarele proprietati:

1) daca vectorii Xi, X2, Xs,..., Xk sunt coliniari, atunci orice combinatie liniard a lor este
coliniara cu vectorii dati;

2) daca vectorii X1, X2, X3,..., Xk sunt coplanari, atunci orice combinatie liniara a lor este
coplanara cu vectorii dati.

Definitia 1.2.2. Sistemul de vectori X1, X2, X3,.0., Xk (k>1) se numeste liniar

dependent, daca cel putin unul din vectori se exprima liniar prin ceilalti , si se numeste liniar
independent n caz contrar. Vom spune ca combinatia liniara

_ _ _ — k.
O X1+ Oy X2 + X3 + ..+ O Xk = Zai Xk este netriviala, dacd cel putin unul din
i=1
numerele «; (i=1, 2, ..., k) e diferit de zero si-i triviala daca toti cr; = 0.

Teorema 1.2.1:. Pentru ca sistemul de vectori sa fie liniar dependent este necesar si
suficient sd existe combinatia liniard netriviald a acestor vectori egala cu vectorul nul.

Demonstratie: (3)Presupunem ca sistemul de vectori X1, X2, X3,..., Xx este liniar
dependent,  si X1 =, X2 +ayXa +...+a, Xk.  Atunci — X1+, X2 +

o3 X3 + ...+ o, Xk =0, deci existd combinatia liniard netriviald a acestor vectori egala cu

vectorul nul (cel putin coeficientul lui X1 e diferit de zero).

(<) Fie cd existdi combinatia liniard netrivialdi egaldi cu zero a vectorilor

X1, X2, X3,..., Xk OqX1+ &y X2 +azX3+...+a Xk =0, astfel incit «, =0.
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.= o, —  ay— o, — : — I .
Atunci Xz = ——2 X3 ——2 x5 —...— —% X, deci vectorul x> se exprima liniar prin
122 122! 122

ceilalti vectori ai sistemului.

. Pentru ca sistemul de vectori sd fie liniar independent este necesar si
suficient ca doar combinatia liniara triviala a acestor vectori sa fie egald cu vectorul nul.

Din definitia dependentei si independentei liniare a sistemului de vectori rezultd ca sunt
adevatate urmatoarele afirmatii:

1. Sistemul de vectori, ce contine vectorul nul, este liniar dependent.
2. Sistemul de vectori care contine un subsistem liniar dependent, este liniar dependent.
3. Orice subsistem al unui sistem liniar independent este liniar independent.

Sensul geometric al dependentei liniare a vectorilor.

Teorema 1.2.2:. Pentru ca doi vectori sa fie liniar dependenti e necesar si suficient ca
ei sa fie coliniari.

Demonstratie. (=) Fie ca vectorii X1 §i X sunt liniar dependenti. Atunci unul dintre

ei, de exemplu, X: se exprima liniar prin celilalt vector X». Deci, existd asa un numar A

astfel Incit x1 = AX». Evident, ci pentru orice numiar A vectorii x> si X1 = AXz sunt
coliniari.

(«<=) Fie cd vectorii X1 §i X2 sunt coliniari. Dacd X2 = O, atunci existi un asa numir

A astfel Inclt X2 = Ax». Rezultd ¢ X1 si  X» Sint liniar dependenti. Dacdi x> =0,
atunci sistemul de vectori x1, X2 este liniar dependent, deoarece contine vectorul nul.

.. Pentru ca doi vectori sd fie liniar independenti e necesar si suficient ca ei
sa fie necoliniari.

: Daca vectorul este paralel planului atunci el poate fi descompus dupa
orice doi vectori necoliniari din acest plan.

Demonstratie: Fie dati doi vectori necoliniari din planul a si b si vectorul coplanar lor
c = OC (vezi fig. 1). Vom aduce la originea O a vectorului c originile vectorilor asi b.

A C

Fig I
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Construim paralelogramul OACB ca in fig. 1. Atunci ¢ = OC = OA+OB. Avem ci
OA este coliniar vectorului a, OB coliniar vectorului b . Atunci existd numerele e ,
pastfelincit OA= « a, OB=4Db i c=aa+ fb.

Teorema 1.2.3: Pentru ca trei vectori sa fie liniar dependenti eSte necesar si suficient
ca ei sa fie coplanari.

Demonstratie: (=) Fie ci vectorii X1, X2, Xz sunt liniar dependenti, si , de exemplu,
X3 =y X1 + ar, X2. Conform proprietitii (2) a combinatiilor liniare, xs este coplanar cu
§1 $i ;2.

(<:) Fie acum Xi1, X2, Xs trei vectori coplanari. Daca doi dintre ei sint coliniari, atunci

vectorii X1, X2, X3 sunt liniar dependenti. Daca careva doi din ei, de exemplu, X1 sl X2
sunt necoliniari, atunci conform corolarulm 2 vectorul X3 se exprimi liniar prin vectorii Xi si
X . lar aceasta inseamni ci vectorii X1, X2, X3 Sint liniar dependenti.

Pentru ca trei vectori sa fie liniar independenti eSte necesar si suficient ca
el sa fie necoplanari.

Teorema 1.2.4. Orice patru vectori sint liniar dependenti.

Baze in plan si in spatiu. Sisteme carteziene de coordonate

Coordonatele vectorului si punctului. Operatii liniare cu vectori in coordonate

Definitia 1.2.3. Vom numi baza pe dreapta orice vector nenul ce apartine dreptei; baza in
plan orice doi vectori necoliniari ai planului; baza in spatiu orice trei vectori necoplanari.

Fie ca vectorii e: ) e ) es formeazi bazi in spatlu Atunci pentru orice vector a existd asa
numere o, cr,,a,, astfel Incit a =, €1 + a,e2 + ayes. Aceste numere se numesc

coordonatele vectorului a 1n baza e., e», es. Analog se defines¢ coordonatele
vectorului in baza de pe dreapta si in plan.

Teorema 1.2.5. Coordonatele vectorului in baza data se determina in mod unic.

Demonstratie. Vom demonstra teorema pentru cazul spatiului. Fie ci vectorul a poseda in
baza e1, ez, es doud descompuneri:

a= algl + 06262 + a3€3, a= ,8151 + ,6’252 + ,8353.
Atunci, scdzind aceste egalitdti termen cu termen, obtinem:
(o, — B er +(a, — B, )ez + (s — B )ea =a—a=0.

Cum vectorii e:, ez, es sunt liniar independenti, atunci «; — 3, = O pentru orice i=1, 2,
3, deci «; = B, (i=1, 2, 3), ceea ce trebuia de demonstrat.
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Teorema 1.2.6. Intr-un spatiu cu baza fixati, la inmultirea vectorului cu un numdr
coordonatele lui se inmultesc cu numarul dat, iar la adunarea vectorilor se aduna coordonatele
lor respective.

Prin sistem cartezian de coordonate vom intelege o totalitate formata dintr-un punct
si 0 baza. Punctul il vom numi originea sistemului de coordonate si il vom nota prin O, iar cele
trei axe, coorientate vectorilor bazei si care au originea in punctul O, axe de coordonate. De
obicei ele se noteaza prin O,, O,, O, si se numesc respectiv - axa absciselor, axa

ordonatelor si axa aplicatelor. Planele, care trec prin oricare doua axe, se numesc plane de
coordonate.

Fie {O, e1, ez, e3} un sistem cartezian de coordonate, A un punct arbitrar. Pozitia
punctului A in spatiu se determind de vectorul OA, care mai este numit raza vectoare a
punctului A. Fie OA= xe:1 + ye> + zes descompunerea vectorului OA 1n baza e:, ez,
es . Coordonatele razei vectoare OA se vor numi coordonatele punctului A n sistemul dat
de coordonate. Astfel, fiecarui punct din spatiu i se pune in corespondenta un triplet ordonat de
numere reale (coordonate), care se noteaza: A(x, v, z). Conform teoremei 1.2.5. coordonatele
punctului in sistemul dat de coordonate se determina in mod unic. Este adevarata si afirmatia
inversd: fiecdrui triplet ordonat de numere reale (<, f3,7) 1i corespunde punctul cu

coordonatele (e, 3, 7)

Rezolvarea unor probleme prin metoda coordonatelor
Problema 1. Sa se determine coordonatele vectorului , daca se cunosc coordonatele originii
si extremitatii sale.

Solutie: Fie cd in sistemul cartezian de coordonate se cunosc coordonatele extremitatilor
vectorului AB: A(X,,VY,,2,), B(X,,¥,,2,). Atunci avem ci OA=Xx,e1 + Yy, €2 +

z,es, OB=x,e1+Yy,e»+2z,es. Deoarece AB=OB —OArezulti egalitatea
AB = (x, —x )e1 +(y, —y,)ez +(z, — z, Jes.

Deci, pentru a determina coordonatele vectorului trebuie de scdzut din coordonatele
extremitatii coordonatele originii sale.

Problema 2. Impartirea segmentului in raportul dat. Fie date punctele A(x,,y;,z,),
B(X,,Y,,Z,) si numirul A.Si se determine pe segmentul AB un punct C(x, y, z), astfel

ncit AC = ACB .

Solutie: \Vom nota razele vectoare ale punctelor 4, B si C respectiv prin r,,r, si r

Cum AC=r—r,, CB=r,—r, atunci F—Fl:/’L(E—F). De aici rezulta ca

— L +An N . . :
r= 11—/”LZ . Trecind in ultima egalitate la scrierea pe coordonate obtinem:
_|_
X_x1+/’tx2 Y, Ay, Z_zl+/122
1+ 1+ 1+

4
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in particular, daca C este mijlocul segmentului 4B, atunci A =1. Deci, coordonatele
mijlocului unui segment se determina cu ajutorul formulelor:

X:X1+X2 :y1+y2 2221"‘22
2 ’ 2 2

Problema 3. Sa se determine conditia de coliniaritate a doi vectori.

Solutie: Fie ca vectorii: a= Xlgl + ylgz + 2163 si b= X, e1+ yzgz + 2263 sunt
coliniari, b = O . Atunci existi asa un numar A , astfel incit a=Ab .Deci:

Xlgl + yléz + 2153 = /1(x251 + yzgz + 2263): (Ax, )51 + (/’?,yz)gz + (/122)53.

Deoarece coordonatele vectorului in careva baza se determina Tn mod unic atunci X, = AX, ,

X V4 . . .o .. .. .
x—l = % = Z—l = A. Ultima relatie fiind conditia de coliniaritate a
2 2 2

Y, =AY,, z, =Az,,s5a
doi vectori.

Sistemul cartezian rectangular de coordonate.

O baza se numeste ortogonalid daca vectorii ei sint doi cite doi ortogonali
(perpendiculari). Sistemul cartezian de coordonate se numeste rectangular daca baza sa este
ortogonala.

O baza se numeste ortonormatia daca ea este ortogonald si vectorii care o formeaza
sunt unitari. Aceste baze se noteaza standard prin {i, J, K.

Tn continuare vom considera doar sisteme carteziene rectangulare cu baza {i, i F}.

Consideram tripletul de vectori necoplanari (e1, ez, es) . Acest triplet 7l vom numi
de dreapta, daci din extremitatea celui de-al treilea vector es cea mai mica rotatie de la
primul vector e; spre vectorul e, se face impotriva miscirii acelor ceasornicului, In caz
contrar tripletul se numeste de stinga. Tripletul de dreapta poate fi reprezentat prin degetele:
mare, aratator si mijlociu ale miinii drepte, iar cel de stinga prin degetele respective ale miinii
stingi.

€

D
N

D
N

triplet de dreapta \ triplet de stinga

ﬁ_/ 'g 0, 'a

Sistemul cartezian de coordonate se numeste de dreapta (stinga) daca baza sa este
ordonata ca un triplet de vectori de dreapta (stinga) . In continuare, daca nu se specifica, vom
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considera doar sisteme de coordonate de dreapta. In aceste conditii axa Ox se consider
coorientata vectorului i ;axa Oy -lui j ;iar Oz-lui k.

Fie a un vector arbitrar. Descompunem acest vector in baza {i,],k}:
a=xi+Yyj+zk. Numerele x, y, z se numesc coordonate carteziene rectangulare ale
vectorului  a si se noteaza: a= {x, Y, Z}, sau az(x, y,z). In viitor, dacd nu se
s{pecificé} vom presupune ci coordonatele vectorului asunt date intr-o bazi ortonormati

X,¥,Z§.

Noti: 1). Avemca i={1,0,0}, j={01,0} k ={0,0,1}.

2) Fie ca vectorul a formeazi respectiv cu axele de coordonate O,,0,,0, unghiurile
o, 3,y . Consideram versorul ao al vectorului a. Evident ci el va avea coordonatele
cos «, cos 3, cos » , care mai sunt numite cosinusuri directoare ale vectorului a. Astfel,
a, = {cosa,cos B,cosy .

3) . Deoarece a=|5|-50, atunci semnele coordonatelor vectorului coincid cu semnele

coordonatelor versorului sau. Astfel, dupa semnul coordonatei vectorului se poate determina
tipul unghiului format de vector cu axele de coordonate. De exemplu, vectorul a = {1,—2,0}

formeaza cu axa OX un unghi ascutit, cu axa OY un unghi obtuz, iar cu axa OZ un unghi
drept.



