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1.1 Âåêòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè

Âåëè÷èíû, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì, íàçûâàþòñÿ
ñêàëÿðíûìè. Íàïðèìåð: äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì, òåìïåðàòóðà, ðàáîòà, ìàññà.

Âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ñâîèì ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì, íî è íà-
ïðàâëåíèåì íàçûâàþò âåêòîðíûìè. Âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ âåêòîðà.

Ñîäåðæàòåëüíî âåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê íàïðàâëåííûé ïðÿìîëè-
íåéíûé îòðåçîê. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ôèêñèðóåòñÿ òåì, ÷òî îäíà åãî êîíå÷íàÿ òî÷êà
ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëîì, à äðóãàÿ êîíöîì. Âåêòîð ñ íà÷àëîì A è êîíöîì B îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì AB. Íà ÷åðòåæå âåêòîð èçîáðàæàåòñÿ ñòðåëêîé.

Â ôèçèêå âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ñèëû, ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ.
Äëèíîé âåêòîðà AB íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî íà÷àëîì è êîíöîì, îíà îáî-

çíà÷àåòñÿ |AB|. Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè îäèíàêîâî íàïðàâëåíû è
èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû.

Âåêòîð, ïîëîæåíèå íà÷àëà êîòîðîãî íå èìååò çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷àåòñÿ ìàëåíüêîé ëà-
òèíñêîé áóêâîé: a, b, a1, b2, c5 è ò.ä.

Âåêòîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü (ñóììèðîâàòü). Îïðåäåëåíèå ñóììû âåêòîðîâ a è b:
îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà A îòëîæèòü ïåðâûé âåêòîð a = AB, îò ïîëó÷åí-
íîé òî÷êè B îòëîæèòü âòîðîé âåêòîð b = BC, òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, a + b = AC.
Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé: AB +BC = AC.

Âåêòîð íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè åãî íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ åãî êîíöîì: 0 = AA =
BB = CC = ... . Íóëåâîé âåêòîð ïàðàëëåëåí ëþáîé ïðÿìîé è ëþáîé ïëîñêîñòè. Ïåðå-
ñòàâèâ êîíöåâûå òî÷êè âåêòîðà a = AB, ìû ïîëó÷èì âåêòîð BA, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì −a. Ôîðìóëà AB + BA = AA ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð −a ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíûì âåêòîðó a, ò.å. a+ (−a) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a. Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ a è
b íàçûâàåòñÿ âåêòîð a+

(
−b
)
.

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ: âåêòîðû a è b îòëî-
æèòü îò îäíîãî íà÷àëà a = AD, b = AB è äîñòðîèòü äî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD (ñì.
ðèñ.?), òîãäà a+ b = AC, a− b = BD.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ âåêòîð ka, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå âåêòîðà a, óìíîæåííîé íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ÷èñëà k, à íàïðàâëåíèå ñîâïà-
äàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a, åñëè k > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî åìó, åñëè k < 0.
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Ñâîéñòâà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà.

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b, c è ÷èñåë λ, µ ∈ R:
1) a+ b = b+ a; 2) (a+ b) + c = a+ (b+ c); 3) a+ 0 = a; 4) a+ (−a) = 0;

5)λ(a+ b) = λa+ λb; 6) (λ+ µ)a = λa+ µa; 7) (λµ)a = λ(µa); 8) 1a = a.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì 1) è 2) ìîæíî ñêëàäûâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â ïðîèç-
âîëüíîì ïîðÿäêå.

Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà ñëîæåíèÿ íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ a1, a2,..., an: îò ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè A0 îòëîæèì ïåðâûé âåêòîð a1 = A0A1 îò êîíöà ïåðâîãî âåêòîðà A1

îòëîæèì âòîðîé âåêòîð a2 = A1A2, è ò.ä., è îò êîíöà An−1 ïðåäïîñëåäíåãî âåêòîðà
îòëîæèì ïîñëåäíèé âåêòîð an = An−1An. Òîãäà a1 + a2 + ...+ an = A0An (ñì. ðèñ. ?).

Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîëëèíåàðíîé, åñëè âñå îíè ïàðàëëåëüíû íåêî-
òîðîé ïðÿìîé. Ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîìïëàíàðíîé, åñëè âñå îíè ïàðàë-
ëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè.

Âîçüìåì êîí÷íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2,..., an è n ÷èñåë λ1, λ2,..., λn ∈ R. Âåêòîð
b = λ1a1 +λ2a2 + ...+λnan íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äàííûõ âåêòîðîâ a1, a2,...,
an. Âåêòîðû a1, a2,..., an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1,
λ2,..., λn, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, è òàêèå, ÷òî λ1a1 + λ2a2 + ...+
λnan = 0. Åñëè æå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè λ1 = λ2 = ... = λn = 0,
òî âåêòîðû a1, a2,..., an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç íèõ åñòü
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ. Äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè êîëëèíåàðíû. Òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
êîìïëàíàðíû. ×åòûðå èëè áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðà âñåãäà ëèíåéíî çàâèñèìû.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñ-
ëè ýòè âåêòîðû, âî-ïåðâûõ, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à, âî-âòîðûõ, ÷åðåç íèõ ìîæíî âûðà-
çèòü ëþáîé âåêòîð ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî
áàçèñó îïðåäåëåííû îäíîçíà÷íî, îíè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â äàííîì áàçè-
ñå. Íà ïëîñêîñòè áàçèñ îáðàçóþò ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà, à â ïðîñòðàíñòâå
áàçèñ îáðàçóþò ëþáûå òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà.

Âåêòîð íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì èëè îðòîì, åñëè åãî äëèíà ðàâíà åäèíèöå. Âåêòîð

a0 = a
|a| íàçûâàþò îðòîì âåêòîðà a. Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç òðåõ åäèíè÷íûõ ïîïàðíî

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ i, j è k, íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Îáû÷íî âåêòîð
i ñîîòâåòñòâóåò îñè Ox, âåêòîð j ñîîòâåòñòâóåò îñè Oy, à âåêòîð k ñîîòâåòñòâóåò îñè
Oz. Êîîðäèíàòû âåêòîðà â çàäàííîì áàçèñå ìû áóäåì óêàçûâàòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ, à
èìåííî, çàïèñü a = (x; y; z) îçíà÷àåò, ÷òî a = xi + yj + zk. Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ è
óìíîæåíèè èõ íà ÷èñëà ñ èõ êîîðäèíàòàìè âûïîëíÿþòñÿ òå æå ñàìûå îïåðàöèè.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà O ïðèíÿòà çà íà÷àëî îòñ÷åòà. Ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè M
íàçûâàåòñÿ âåêòîð OM .

Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) ñîñòîèò èç òî÷êè O
(íà÷àëà îòñ÷åòà) è áàçèñà â ýòîé ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà). ×èñëîâîé îñüþ (èëè êîîðäè-
íàòíîé ïðÿìîé) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé çàäàíî íà÷àëî îòñ÷åòà, íàïðàâëåíèå è
ìàñøòàá. Êàæäîé òî÷êå M êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå
÷èñëî µ ∈ R è íàîáîðîò. Êîîðäèíàòíûå ïðÿìûå ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà â òî÷êå O, ñîíà-
ïðàâëåííûå ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñíûì âåêòîðàì i, j è k íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè
îñÿìè Ox, Oy è Oz, à òàêæå îñÿìè àáñöèññ, îðäèíàò è àïïëèêàò ñîîòâåòñòâåííî.

Êîîðäèíàòàìè òî÷êèM â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû åå
ðàäèóñ-âåêòîðà OM â áàçèñå

{
i; j; k

}
, ò.å. çàïèñüM(x; y; z) îçíà÷àåò, ÷òî OM = xi+yj+
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zk. Åñëè áàçèñ
{
i; j; k

}
îðòîíîðìèðîâàíííûé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé. Äàëåå, ïî óìîë÷àíèþ, ñèñòåìà êîîðäèíàò âñåãäà
ïðÿìîóãîëüíàÿ.

Åñëè òî÷êèM1 èM2 èìåþò êîîðäèíàòûM1(x1; y1; z1) èM2(x2; y2; z2), òî âåêòîðM1M2

èìååò êîîðäèíàòû M1M2 = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1).
Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1 è M2 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

|M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Îòíîøåíèåì, â êîòîðîì òî÷êà M äåëèò îòðåçîê M1M2, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî λ, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó M1M = λMM2. Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè äåëÿùåé òî÷êè
M(x; y; z), òî÷åê M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2) è ÷èñëîì λ, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè:

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2

1 + λ
.

Äåëåíèå îòðåçêàM1M2 áóäåò âíóòðåííèì, åñëè λ > 0, è âíåøíèì, åñëè λ < 0. Ïðè λ = 1
òî÷êà M áóäåò ñåðåäèííîé îòðåçêà M1M2, λ 6= −1.

1.2 Çàäà÷è

1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñòðîèòü âåêòîðû: a) AB+CB; b) AB−BC; c) 2AB−3AC;
d) 1

2
AC + 2BC; e) AB − AC +BC.

2. Ïóñòü a, b è c � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû p = 2a − 3b − 2c,
q = a+ 2b− c, è r = a+ 9b− c êîìïëàíàðíû.
3. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé àëãåáðû äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû ïëàíèìåòðèè: à) ñâîé-
ñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà; á) ñâîéñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè; â) òåîðåìó î
ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.
4. Äàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , AB = p, BC = q. Âûðàçèòü ÷åðåç p è q
âåêòîðû: a) CD; b) CE; c) FD; d) AE; e) AD; f) BE.
5. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé àëãåáðû äîêàçàòü, ÷òî åñëè M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè
òðåóãîëüíèêà ABC è ïðÿìûå AM , BM è CM ïåðåñåêàþò ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà
â òî÷êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî, òî

a)
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1 (òåîðåìà ×åâû); b)

A1M

AA1

+
B1M

BB1

+
C1M

CC1

= 1.

6. Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé àëãåáðû òåîðåìó Ìåíåëàÿ: åñëè íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ C1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî, à
ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû BC � â òî÷êå A1, òî

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1.

7. Íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O áåðóòñÿ òðè òî÷êè A, B, C. Äîêàçàòü, ÷òî ∆ABC
áóäåò ðàâíîñòîðîíèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà OA+OB +OC = 0.
8. ∆ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Äîêàçàòü, ÷òî ∆ABC ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîñòîðîíèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AB + AC = 3AO.
9. Îñíîâàíèåì ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì ABCD.
Òî÷êè P è K � ñåðåäèíû ðåáåð SD è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ
SD è PK ïî âåêòîðàì SA = a, SB = b, SC = c.
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10. Ïóñòü M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ∆ABC, S � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàí-
ñòâà. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðà SM ïî âåêòîðàì SA, SB, SC.
11. Êîíöû îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõM1(3;−5; 8) èM2(7; 13;−6). Íàéòè
êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ñòåðæíÿ.
12. Äàíû âåðøèíû A(3; 2;−5), B(1;−4; 3) è C(−3; 0; 1) òðåóãîëüíèêà. Íàéòè ñåðåäèíû
åãî ñòîðîí.
13. Äàíû âåðøèíû A(2;−1; 4), B(3; 2;−6), C(−5; 0; 2) òðåóãîëüíèêà. Âû÷èñëèòü äëèíó
åãî ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A.
14. Äàíû òðè âåðøèíû A(3;−1; 2), B(1; 2;−4) è C(−1; 1; 2) ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.
Íàéòè åãî ÷åòâåðòóþ âåðøèíó D.
15. Îòðåçîê ïðÿìîé, îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè A(−1; 8; 3) è B(9;−7;−2), ðàçäåëåí òî÷êà-
ìè C, D, E, F íà ïÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé. Íàéòè êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê.
16. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà, êîòîðûé òî÷êàìè C(2; 0; 2) è D(5;−2; 0)
ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
17. Äàíû âåðøèíû A(1; 2;−1), B(2;−1; 3), C(−4; 7; 5) òðåóãîëüíèêà. Âû÷èñëèòü äëèíó
áèññåêòðèñû åãî âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå B.

1.3 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì a · b äâóõ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðî-
èçâåäåíèþ äëèí âåêòîðîâ a è b è êîñèíóñà óãëà ìåæäó íèìè.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ:

a · b = |a| · |b| · cos
(
â, b
)
.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) a·b ≤ |a|·|b|; 2) a·b = b·a; 3) a·a = |a| 2 =⇒ |a| =
√
a 2; 4) a·b = |a|·pra b = |b|·prb a;

5) (λa)·b = λ
(
a · b

)
, λ ∈ R; 6) åñëè a·b = 0, è a 6= 0, b 6= 0, òî a ⊥ b; 7) (a+b)·c = a·c+b·c.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ðàáîòà A, ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé F íà
ïåðåìåùåíèå S, ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ âåêòîðîâ: A = F · S.

Åñëè a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2), òî â áàçèñå i, j, k:

a · b = x1x2 + y1y2 + z1z2, |a| =
√
x21 + y21 + z21 , |b| =

√
x22 + y22 + z22 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α, β, γ óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð a = (x1; y1; z1) ñ îñÿìè êîîð-
äèíàò Ox, Oy, Oz ñîîòâåòñòâåííî (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ âåêòîðàìè i, j, k). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

cosα =
a · i
|a|

=
x1√

x21 + y21 + z21
, cos β =

a · j
|a|

=
y1√

x21 + y21 + z21
,

cos γ =
a · k
|a|

=
z1√

x21 + y21 + z21
, cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Âåëè÷èíû cosα, cos β, cos γ íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà a.
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1.4 Çàäà÷è

1. Äàíû òðè âåêòîðà p = (3;−2; 1), q = (−1; 1;−2), r = (2; 1;−3). Íàéòè ðàçëîæåíèå
âåêòîðà c = (11;−6; 5) ïî áàçèñó p, q, r.
2. Äàíû âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà A(1;−2; 2), B(1; 4; 0), C(−4; 1; 1) è D(−5;−5; 3).
Äîêàçàòü, ÷òî åãî äèàãîíàëè AC è BD âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
3. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−1;−2; 4), B(−4;−2; 0) è C(3;−2; 1). Îïðåäåëèòü åãî
âíóòðåííèé óãîë ïðè âåðøèíå B.
4. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(3; 2;−3), B(5; 1;−1) è C(1;−2; 1). Îïðåäåëèòü åãî
âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå A.
5. Âåêòîð x, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó a = (6;−8;−7, 5), îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz.
Çíàÿ, ÷òî |x| = 50, íàéòè åãî êîîðäèíàòû.
6. Âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê âåêòîðàì a = 3i+2j+2k è b = 18i−22j−5k, îáðàçóåò
ñ îñüþ Oy òóïîé óãîë. Íàéòè åãî êîîðäèíàòû, çíàÿ, ÷òî |x| = 14.
7. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà s = (4;−3; 2) íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿ-
ìè ðàâíûå îñòðûå óãëû.
8. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà s = (

√
2;−3;−5) íà îñü, ñîñòàâëÿþùóþ ñ êîîðäèíàòíûìè

îñÿìè Ox, Oz óãëû α = 45◦, γ = 60◦, à ñ îñüþ Oy � îñòðûé óãîë β.
9. Âû÷èñëèòü ïðîåêöèþ âåêòîðà a = (5; 2; 5) íà îñü âåêòîðà b = (2;−1; 2).
10. Ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû ïëàíèìåòðèè:
à) òåîðåìó êîñèíóñîâ: êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ìèíóñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó
íèìè.
á) òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà: ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâ-
íà ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ åãî ÷åòûðåõ ñòîðîí.
11. Â òåòðàýäðå ABCD èçâåñòíû äëèíû âñåõ ðåáåð: AB = 5, AC = 6, BC = 7, AD = 8,
BD = 9 è CD = 10. Íàéòè êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè AB è CD.
12. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD èçâåñòíû ñòîðîíû AB = 5, AD = 8 è óãîë ∠BAD = 60◦.
Òî÷êè E è F ðàñïîëîæåíû íà äèàãîíàëÿõ AC è BD è äåëÿò èõ â îòíîøåíèè AE : EC =
3 : 1, BF : FD = 1 : 2. Íàéòè äëèíó îòðåçêà EF .
13. Ïëîñêèå óãëû òðåõãðàííîãî óãëà ðàâíû α, β è γ. Äîêàçàòü, ÷òî
1 + 2 cosα cos β cos γ > cos2 α + cos2 β + cos2 γ.
14. Ïóñòü H � îðòîöåíòð (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò èëè èõ ïðîäîëæåíèé) òðåóãîëüíèêà,
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Äîêàçàòü, ÷òî OH = OA+OB +OC.
15. Îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
åãî âûñîò. Äîêàçàòü, ÷òî AH2 +BC2 = 4R2.
16. Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàçàòü, ÷òî
HA ·HB = HB ·HC = HC ·HA.
17. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà îòðåçêå, ñî-
åäèíÿþùèì öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O è îðòîöåíòð H, è äåëèò ýòîò îòðåçîê â
îòíîøåíèè OM : MH = 1 : 2.
18. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû
êîòîðîãî ðàâíû a, b, c, H � åãî îðòîöåíòð, M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Äîêàçàòü,
÷òî: a) OH2 + a2 + b2 + c2 = 9R2; b) a2 + b2 + c2 = 9 (R2 −OM2) .
19. Ïóñòü M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC, O � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Äîêàçàòü ôîðìóëó Ëåéáíèöà:

OM2 =
1

3

(
OA2 +OB2 +OC2

)
− 1

9

(
AB2 +BC2 + AC2

)
.
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20. Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû ðåáåð AB è CD òåòðàýäðà
ABCD, O � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ ðåáåð òåòðàýäðà
ðàâíà 4 · (OA2 +OB2 +OC2 +OD2)− 16 ·OM2.
21.Íàéòè âåêòîð r, íàïðàâëåííûé ïî áèññåêòðèñå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè p = (4;−7;−4)
è q = (−1; 2; 2), åñëè |r| = 4

√
6.

22. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè λ âåêòîðû a = (1; 2;λ) è b = (−1; 1; 4): à) îðòîãîíàëüíû; á)
îáðàçóþò óãîë 45◦?

23. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b, åñëè |a| = 2,
∣∣b∣∣ = 1 è

(
2a− b

)2
+
(
a+ 3b

)2
= 28.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ìåäèàí ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò 3/4 îò ñóì-
ìû êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.
25. Íàéòè

∣∣5a+ 3b
∣∣, åñëè |a| = 2,

∣∣b∣∣ = 3, è
∣∣3a− b∣∣ = 5.

26. Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå A òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè ñòîðîíà AB â ïîëòîðà ðàçà
áîëüøå ñòîðîíû AC, à ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê ýòèì ñòîðîíàì ïåðïåíäèêóëÿðíû.
27. Íàéòè êîñèíóñ óãëà, îáðàçîâàííûé ìåäèàíàìè, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèí îñòðûõ
óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, êàòåòû êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3.
28. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðû a è b, ÷òîáû èìåëè ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ: a)

∣∣a− b∣∣ =
∣∣a+ b

∣∣ ; b) ∣∣a− b∣∣ < ∣∣a+ b
∣∣ ; c) ∣∣a− b∣∣ > ∣∣a+ b

∣∣?
29. Öåíòð îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëü-
íèêà, ëåæàùåãî â ýòîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè îêðóæíîñòè äî âñåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïîñòîÿííà.
30. Öåíòð îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàë-
ëåëîãðàììà, ëåæàùåãî â ýòîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îêðóæíîñòè äî âñåõ âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòîÿííà.
31. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà O. ×åì äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êà O, åñëè: a)

∣∣OA∣∣ =
∣∣OB∣∣ =

∣∣OC∣∣; b) OA + OB + OC = 0; c) OA · OB =

OB ·OC = OC ·OA; d)
∣∣AB∣∣ ·OC +

∣∣BC∣∣ ·OA+
∣∣AC∣∣ ·OB = 0?

32. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD èçâåñòíû ñòîðîíû AB = 3, BC = 5. Íà äèàãîíàëÿõ AC
è BD âûáðàíû òî÷êè E è F òàê, ÷òî AE : EC = 3 : 1, BF : FD = 2 : 1, à ïðÿìûå AF è
DE ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè êîñèíóñ óãëà BAD.
33. Â òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíû ñòîðîíû AB = 9, AC = 12. Òî÷êà K � ñåðåäèíà
ìåäèàíû BD, à òî÷êà M äåëèò ìåäèàíó CE â îòíîøåíèè CM : ME = 1 : 2. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè M è K ðàâíî 4. Íàéòè óãîë BAC.
34. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå A, B, C è D âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî AB · CD + AC ·DB + AD ·BC = 0.
35. Îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îïèñàíà îêðóæíîñòü. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ìåäèàíó CK
òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü âòîðè÷íî â òî÷êå D. Äîêàçàòü, ÷òî

AC2 +BC2 = 2 · CK · CD.

36. Òåòðàýäð ABCD âïèñàí â ñôåðó. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó D è òî÷êó
M � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ãðàíè ABC � ïåðåñåêàåò ñôåðó âòîðè÷íî â òî÷êå E.
Äîêàçàòü, ÷òî

AD2 +BD2 + CD2 = 3 ·DM ·DE.

37. Íàéòè äëèíû äèàãîíàëåé ïàðàëëåëåïèïåäà, çíàÿ äëèíû òðåõ åãî ðåáåð, âûõîäÿùèõ
èç îäíîé âåðøèíû, è óãëû ìåæäó íèìè.
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1.5 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà âåêòîð b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà÷àå-
ìûé ñèìâîëîì a× b è îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè òðåìÿ óñëîâèÿìè:
1) ìîäóëü âåêòîðà a× b ðàâåí |a| · |b| sinϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b;
2) âåêòîð a× b ïåðïåíäèêóëÿðåí ê êàæäîìó èç âåêòîðîâ a è b;
3) íàïðàâëåíèå âåêòîðà a × b ñîîòâåòñòâóåò "ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè". Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åñëè âåêòîðû a, b è a × b ïðèâåäåíû ê îáùåìó íà÷àëó, òî âåêòîð a × b äîëæåí
áûòü íàïðàâëåí òàê, êàê íàïðàâëåí ñðåäíèé ïàëåö ïðàâîé ðóêè, áîëüøîé ïàëåö êîòî-
ðîé íàïðàâëåí ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ (ò.å. ïî âåêòîðó a), à óêàçàòåëüíûé � ïî
âòîðîìó (ò.å. ïî âåêòîðó b).

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íå êîììóòàòèâíî: a× b = −(b× a);
2) (λa)× b = λ a× b = a× (λb);
3) a× (b+ c) = a× b+ a× c;
4) Ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a× b ðàâåí ïëîùàäè S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðî-
åííîãî íà âåêòîðàõ a è b:

|a× b| = S.

5) Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a×b îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû
a è b êîëëèíåàðíû. Â ÷àñòíîñòè a× a = 0.
6) Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ îñåé ïðàâàÿ (ñîîòâåòñòâóåò "ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè") è
âåêòîðû a è b çàäàíû â ýòîé ñèñòåìå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:

a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2),

òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà âåêòîð b îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ .
Âåêòîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ñâÿçàíû îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà:

Γ
(
a, b
)

=

∣∣∣∣ a 2 a b

a b b 2

∣∣∣∣ = (a× b)2.

Ìåõàíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

à) Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Â ìåõàíèêå óãëîâàÿ ñêîðîñòü � ýòî âåêòîð, äëèíà êîòî-
ðîãî ðàâíà âåëè÷èíå óãëîâîé ñêîðîñòè, à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ îñüþ âðàùåíèÿ. Ïðè
âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó îòñ÷åòà O, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà A ýòîãî òåëà áóäåò èìåòü ëèíåéíóþ ñêî-
ðîñòü ν, ñâÿçàííóþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ñîîòíîøåíèåì: ν = ω ×OA.
á) Ìîìåíò ñèëû. Åñëè ê òî÷êå A ïðèëîæèòü ñèëó F , òî âåêòîðíûé ìîìåíò M ýòîé
ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè îòñ÷åòà O ðàâåí M = OA× F .

1.6 Çàäà÷è

1. Âåêòîðû a è b îáðàçóþò óãîë 2π/3. Çíàÿ, ÷òî |a| = 1, |b| = 2, âû÷èñëèòü:
1) (a× b)2; 2) [(2a+ b)× (a+ 2b)]2; 3) [(a+ 3b)× (3a− b)]2.
2. Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðû a, b, ÷òîáû âåêòîðû a + b è a − b
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áûëè êîëëèíåàðíû?
3. Äàíû âåêòîðû a = (3;−1;−2) è b = (1; 2;−1). Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé: 1) a× b; 2) (2a+ b)× b; 3) (2a− b)× (2a+ b).
4. Äàíû òî÷êè A(2;−1; 2), B(1; 2;−1) è C(3; 2; 1). Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé: 1) AB ×BC; 2) (BC − 2CA)× CB.
5. Ñèëà f = (3; 2;−4) ïðèëîæåíà ê òî÷êå A(2;−1; 1). Îïðåäåëèòü ìîìåíò ýòîé ñèëû
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
6. Äàíû òðè ñèëû f 1 = (2;−1;−3), f 2 = (3; 2;−1) è f 3 = (−4; 1; 3), ïðèëîæåííûå ê
òî÷êå C(−1; 4;−2). Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìîìåíòà ðàâíî-
äåéñòâóþùåé ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè A(2; 3;−1).
7. Äàíû òî÷êè A(1; 2; 0), B(3; 0;−3) è C(5; 2; 6). Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ∆ABC.
8. Äàíû âåðøèíû ∆ABC: A(1;−1; 2), B(5;−6; 2) è C(1; 3;−1). Âû÷èñëèòü äëèíó åãî
âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B íà ñòîðîíó AC.
9. Âû÷èñëèòü ñèíóñ óãëà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè a = (2;−2; 1) è b = (2; 3; 6).
10. Âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê âåêòîðàì a = (4;−2;−3) è b = (0; 1; 3), îáðàçóåò ñ
îñüþ Oy òóïîé óãîë. Çíàÿ, ÷òî |x| = 26, íàéòè åãî êîîðäèíàòû.
11. Âåêòîð m, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê îñè Oz è ê âåêòîðó a = (8;−15; 3), îáðàçóåò îñòðûé
óãîë ñ îñüþ Ox. Çíàÿ, ÷òî |m| = 51, íàéòè åãî êîîðäèíàòû.
12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∆ABC, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: AB × AC =
BC ×BA = CA× CB. Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûâåñòè òåîðåìó ñèíóñîâ.
13. Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a = 2p−q è b = p+3q,
åñëè |p| = 2, |q| = 3, à (p̂, q) = π/6.
14. Âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû âðàùàþùåãî ìîìåíòà M ñèëû F = (3; 2; 1), ïðèëîæåííîé ê
òî÷êå A(−1; 2; 4), îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
15. Íàéòè êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè ABC, ãäå
A(4; 7;−2), B(−1; 3; 2) è C(3; 4; 2).
16. Ïðè êàêèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî
íà âåêòîðàõ a = (1; 1; 2) è b = (λ; 1; 3), ðàâíà

√
59?

17. Âûðàçèòü ôîðìóëîé ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC íà ïëîñêîñòè ÷åðåç êîîðäèíàòû
åãî âåðøèí: A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3).

1.7 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ

Òðîéêîé âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ òðè âåêòîðà, åñëè óêàçàíî, êàêîé èç íèõ ñ÷èòàåòñÿ ïåð-
âûì, êàêîé âòîðûì è êàêîé òðåòüèì. Òðîéêó âåêòîðîâ çàïèñûâàþò â ïîðÿäêå íóìåðà-
öèè; íàïðèìåð, çàïèñü a, b, c îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð a ñ÷èòàåòñÿ ïåðâûì, b � âòîðûì, c �
òðåòüèì.

Òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ a, b, c íàçûâàåòñÿ ïðàâîé (ëåâîé), åñëè ñîñòàâëÿ-
þùèå åå âåêòîðû, áóäó÷è ïðèâåäåíû ê îáùåìó íà÷àëó, ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå íóìå-
ðàöèè àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ðàñïîëîæåíû áîëüøîé, óêàçàòåëüíûé è ñðåäíèé ïàëüöû
ïðàâîé (ëåâîé) ðóêè.

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ a, b, c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå âåêòîð-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ a× b, óìíîæåííîìó ñêàëÿðíî íà âåêòîð c, ò.å. (a× b) · c.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (a× b) · c óïîòðåáëÿåòñÿ ñèìâîë: a b c.
Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ:

1) Åñëè âåêòîðû a, b, c íåêîìïëàíàðíû, òî ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ |a b c| ðà-
âåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ. Åñëè âåêòîðû a, b, c êîì-
ïëàíàðíû, òî a b c = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
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êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ a, b, c.
2) Åñëè âåêòîðû a, b, c çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:

a = (x1; y1; z1), b = (x2; y2; z2), c = (x3; y3; z3),

òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå a b c îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a b c =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .
Ñìåøàííîå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ ñâÿçàíû îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà:

Γ
(
a, b, c

)
=

∣∣∣∣∣∣
a 2 a b a c

b a b 2 b c

c a c b c 2

∣∣∣∣∣∣ = (a b c)2.

1.8 Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü òîæäåñòâî (a+ b)(b+ c)(c+ a) = 2a b c.
2. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ab(c+ λa+ µb) = a b c, ãäå λ è µ � êàêèå óãîäíî ÷èñëà.
3. Äàíû òðè âåêòîðà: a = (1;−1; 3), b = (−2; 2; 1), c = (3;−2; 5). Âû÷èñëèòü a b c.
4. Óñòàíîâèòü, êîìïëàíàðíû ëè âåêòîðû a, b, c, åñëè:
1) a = (2; 3;−1), b = (1;−1; 3), c = (1; 9;−11);
2) a = (3;−2; 1), b = (2; 1; 2), c = (3;−1;−2);
3) a = (2;−1; 2), b = (1; 2;−3), c = (3;−4; 7).
5. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè A(1; 2;−1), B(0; 1; 5), C(−1; 2; 1), D(2; 1; 3) ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè.
6. Âû÷èñëèòü îáúåì òåòðàýäðà, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõA(2;−1; 1),B(5; 5; 4),
C(3; 2;−1) è D(4; 1; 3).
7. Äàíû âåðøèíû òåòðàýäðà: A(2; 3; 1), B(4; 1;−2), C(6; 3; 7), D(−5;−4; 8). Íàéòè äëèíó
åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû D.
8. Îáúåì òåòðàýäðà V = 5, òðè åãî âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A(2; 1;−1), B(3; 0; 1),
C(2;−1; 3). Íàéòè êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû D, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ëåæèò íà
îñè Oy.
9. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû nc− p b, p a−mc, mb− n a êîìïëàíàðíû.
10. Ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ α òî÷êè A(3; 0;α), B(α; 1; 8), C(2; 4; 3) è
D(4; 5; 6) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè?

1.9 Ôîðìóëà äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äëÿ ëþáûõ òðåõ âåêòîðîâ a, b è c ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

a× (b× c) = (a · c) b− (a · b) c.

Ýòó ôîðìóëó èíîãäà çàïèñûâàþò â âèäå a×(b×c) = b (a·c)−c (a·b) è øóòëèâî íàçûâàþò
ôîðìóëîé ÁÀÖ - ÖÀÁ.
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1.10 Ðàçíûå çàäà÷è

1. Â òåòðàýäðå ABCD èçâåñòíû êîîðäèíàòû åãî âåðøèí: A(−1; 1; 2), B(0; 2; 3), C(1; 4; 2),
D(−3; 4; 1). Íàéòè: à) îáúåì òåòðàýäðà; á) ïëîùàäü ãðàíè BCD; â) âûñîòó, îïóùåííóþ
íà ãðàíü BCD; ã) óãîë ìåæäó ïðÿìîé BC è ïëîñêîñòüþ ABD; ä) ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïðÿìûìè AC è BD.
2. Äàíû òðè âåêòîðà a, b è c, èçâåñòíî, ÷òî a b c = λ. Âû÷èñëèòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-
íèå p q r, ãäå p = 4a− 3b, q = 2a− 7c, r = 3b+ 5c.
3. Íàéòè óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

∣∣a× b∣∣ = k
(
a · b

)
,

ãäå k ∈ R.
4. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

(
a× b

)2
+
(
a · b

)2
= a 2 b 2.

5. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå: i×
(
2j + 3k

)
− j ×

(
4i− 5k

)
+
(
i− 6j + 2k

)
× k.

6. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4i j k− 2j i k+ 3i k i+ 7k i j+ j k i− 8k j i− 13k k j+ 9i k j.
7. Â ðîìáå ABCD èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèí A(−4; 5; 4), B(−3; 11; 3), âåðøèíà C
ëåæèò â ïëîñêîñòè Y OZ, à âåðøèíà D � â ïëîñêîñòè XOZ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèí
C è D è ïëîùàäü ðîìáà.
8. Â êâàäðàòå ABCD èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèí A(7; 1; 8), B(5;−2; 2), âåðøèíà C
ëåæèò â ïëîñêîñòè XOY . Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèí C è D è ïëîùàäü êâàäðàòà.
9. Â òðàïåöèè ABCD, â êîòîðîé AD � áîëüøåå îñíîâàíèå, èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèí
A(−1; 2; 11), B(3; 5; 4) è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé E(9; 7;−4). Íàéòè êîîðäèíàòû
âåðøèí C è D, åñëè ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 49

√
3/2.

10. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèí A(1; 8; 2), B(4; 3;−5), âåð-
øèíà C ëåæèò â ïëîñêîñòè XOZ, à âåðøèíà D � íà îñè OY . Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèí
C è D è ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.
11. Â òåòðàýäðå ABCD èçâåñòíû äëèíû ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû A è óãëû
ìåæäó íèìè: AC = 3, AB = 5, AD = 6, ∠CAD = 60◦, ∠CAB = arccos 1

5
, ∠BAD = 120◦.

Íàéòè: à) îáúåì òåòðàýäðà ABCD; á) ïëîùàäü ãðàíè BCD; â) ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû
A äî ïëîñêîñòè BCD; ã) ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC.
12. Äàíû âåêòîðû a = (1;λ; 1), b = (λ;−1; 3) è c = (5; 0; 7). Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ýòè
âåêòîðû: à) êîìïëàíàðíû; á) îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó; â) îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó.
13. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a = λm + n è b = 3m − 4n,
ðàâíà 18. Íàéòè çíà÷åíèå λ, åñëè |m| = 1, |n| = 4, (m̂, n) = 5π/6.
14.Îáúåì òåòðàýäðàABCD ðàâåí 4, åãî âåðøèíû èìåþò êîîðäèíàòûA(3; 1; 2),B(−1; 4; 1),
C(2; 1; 5) è D(2;λ; 0). Íàéòè çíà÷åíèå λ.
15. Íàéòè ñóììó âñåõ çíà÷åíèé α, ïðè êîòîðûõ îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà âåêòîðàõ a = (3;−1; 1), b = (α; 5; 3) è c = (1; 4;α), ðàâåí 2.
16. Íàéòè çíà÷åíèÿ λ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âåêòîðû a, b è c íå êîìïëàíàðíû è
(a+ λb)(b+ λc)(c+ λa) = 7 c b a.
17. Îáúåì òåòðàýäðà ABCD ðàâåí V . Íàéòè îáúåì òåòðàýäðà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòî-
ðàõ AK, BM è CN , ãäå K ∈ BD, M ∈ CD, N ∈ AD è DK : DB = α, DM : DC = β,
DN : DA = γ.

1.11 Çàäà÷è äëÿ ÷åìïèîíîâ

1. ×èñëà a, b, c, d, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1. Äîêàçàòü, ÷òî
|ac− bd| ≤ 1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî 1
a + 1

b
+ 1
c ≥

1√
ab

+ 1√
bc

+ 1√
ac
, åñëè a > 0, b > 0, c > 0.
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3. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(a3 + b3 + c3)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
≥ (a+ b+ c)3.

4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sinx sin y sin z + cosx cos y cos z ≤ 1.

5. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2+3y2+z2 = 2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèÿ 2x+ y − z.
6. Äàíî âîñåìü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d, e, f , g, h. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî
èç øåñòè ÷èñåë ac+ bd, ae+ bf , ag + bh, ce+ df , cg + dh, eg + fh íåîòðèöàòåëüíî.

7. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî cosA+ cosB + cosC ≤ 3
2 ãäå A, B, C � óãëû òðåóãîëüíèêà.

8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A, B, C � óãëû òðåóãîëüíèêà, òî cos 2A+ cos 2B + cos 2C ≥ −3
2 .

9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè AM , BN , CP � ìåäèàíû ∆ABC, òî AM +BN + CP = 0.
10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëèM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ∆ABC, òîMA+MB+MC = 0.
11. Îïðåäåëèòü âèä ∆ABC, åñëè:

a) AB · AC = AC
2
; b) AB · AC + AC

2
= 0; c) AC ·BC + AB ·BC = 0.

12. Èçâåñòíî, ÷òî |a| = |b| = |c| = 2 è a+ b+ c = 0. 1) Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ íåò
íè îäíîé ïàðû êîëëèíåàðíûõ; 2) Âû÷èñëèòü a · b+ b · c+ c · a.
13. Ñðåäñòâàìè âåêòîðíîé àëãåáðû äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:
1) |ma+ nb+ c| ≤

√
2, åñëè m2 + n2 = a2 + b2 + c2 = 1;

2) ab+ bc+ ca ≤ a2 + b2 + c2;
3) cosα sin γ+cos β sinα+cos γ sin β ≤

√
2, ãäå α, β è γ � íàïðàâëÿþùèå óãëû íåêîòîðîãî

âåêòîðà. Âûÿñíèòü, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà.
14. Âû÷èñëèòü ab+ cd, åñëè a2 + b2 = c2 + d2 = 1 è ac+ bd = 0.
15. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + 4y2 + z2 = 3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
x+ 2y + z?
16. Íàéòè x, y, z èç:
1) óðàâíåíèÿ

√
3(x+ y + z) +

√
y +
√
z =
√
x;

2) ñèñòåìû óðàâíåíèé{ √
x sinα +

√
y cosα +

√
z =

√
2(x+ y + z),

5(x+ y) + 4
√
z = 1, ãäå α ∈ (0, π/2).

17. Äàíû òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðà a, b, c è íåêîòîðûé âåêòîð x. Äîêà-
çàòü, ÷òî cos(a ,̂ x)+cos(b ,̂ x)+cos(c ,̂ x) > −2.Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ çíàê ðàâåíñòâà?
18. Êàêîé íàèìåíüøèé óãîë ìîãóò îáðàçîâûâàòü âåêòîðû:
1) a(1− 5x; 1; 3) è b(−1; 1 + 4x; 3− 3x); 2) a(1;−x; 2) è b(x; 1; 1)?
19. Êàêîé íàèáîëüøèé óãîë ìîãóò îáðàçîâûâàòü âåêòîðû:
1) a(−1;x;−2) è b(x; 1; 1); 2) a(y;−x; 2) è b(x; y;−1)?
20. Íàéòè óãîë ìåæäó íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëüþ êóáà è äèàãîíàëüþ ãðàíè.
21. Íàéòè îòíîøåíèå ñóììû êâàäðàòîâ äëèí ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ê ñóììå êâàäðàòîâ
äëèí åãî ñòîðîí.
22. Ñóììà äëèí äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 8. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ñóììû êâàäðàòîâ äëèí åãî ñòîðîí.
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23. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê áîêîâûì ñòîðîíàì, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íàéòè óãîë ïðè îñíîâàíèè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
24. Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé a = 1. Íàéòè âåëè÷èíó
m = AB ·BC +BC · CA+ CA · AB.
25. Â ∆ABC äàíû äëèíû ñòîðîí: BC = 5, CA = 6, AB = 7. Íàéòè AB ·BC.
26. Ê âåðøèíå êóáà ïðèëîæåíû òðè ñèëû, ðàâíûå ïî âåëè÷èíå 1, 2, 3 è íàïðàâëåíû ïî
äèàãîíàëÿì ãðàíåé êóáà, âûõîäÿùèì èç ýòîé âåðøèíû. Íàéòè âåëè÷èíó ðàâíîäåéñòâó-
þùåé ýòèõ ñèë è óãëû îáðàçóåìûå ñ ñîñòàâëÿþùèìè ñèëàìè.
27. Âåêòîðû AB(4; 2;−1) è AC(2;−2; 0) ñîâïàäàþò ñî ñòîðîíàìè ∆ABC. Îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû è äëèíó âåêòîðà BD, ñîâïàäàþùåãî ñ âûñîòîé ∆ABC.
28. Âåêòîðû AB = c, AC = b ñîâïàäàþò ñî ñòîðîíàìè ∆ABC. Íàéòè ðàçëîæåíèå âåê-
òîðîâ: 1) BD (âûñîòû); 2) AM (áèññåêòðèñû) ïî áàçèñó b, c.
29. Äàíû êàòåòû a è b ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè êîñèíóñ óãëà ìåæäó áèñ-
ñåêòðèñàìè îñòðîãî è ïðÿìîãî óãëîâ.
30. Äàíû äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êâàäðàòà A(−3; 2) è C(5;−4). Íàéòè äâå äðó-
ãèå åãî âåðøèíû B è D.
31. Äàíû äâå ñîñåäíèå âåðøèíû êâàäðàòà A(−3; 2) è C(2; 4). Íàéòè äâå äðóãèå åãî âåð-
øèíû B è D.
32. Â ∆ABC äëèíû ñòîðîí ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì BC

2
+ AC

2
= 5AB

2
. Äîêàçàòü, ÷òî

ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì AC è BC, ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàçàòü è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå.
33. Â ∆ABC ìåäèàíû AM è BN ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàçàòü, ÷òî cos∠C ≥ 4/5.
34. Â ðàâíîáåäðåííîì ∆ABC (AB = AC) îòðåçêè AA1, BB1, CC1, ñîâïàäàþò ñ åãî
âûñîòàìè è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: AA1 +BB1 +CC1 = 0. Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå A.
35. Äîêàçàòü, ÷òî ∆ABC áóäåò ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî: AA1 +BB1 + CC1 = 0, ãäå AA1, BB1, CC1 � áèññåêòðèñû ∆ABC.
36. Òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ∆ABC. Äîêàçàòü, ÷òî

OA · sin 2∠A+OB · sin 2∠B +OC · sin 2∠C = 0.

37. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ∆ABC. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà
α, β è γ òàêèå, ÷òî αOA+ βOB + γOC = 0. Íàéòè α, β è γ.
38. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Íàéòè äëèíó âåêòîðà
m = MA+MB +MC +MD, ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè.
39. Ðàâíîáî÷íàÿ òðàïåöèÿ ABCD (AB‖CD) âïèñàíà â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1. Èçâåñò-
íî, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè. Íàéòè äëèíó âåêòîðà
m = MA+MB +MC +MD, ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè.
40. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåáðà âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

41. Ïóñòü D � âåðøèíà, à ∆ABC � îñíîâàíèå ïèðàìèäû DABC. Äîêàçàòü, ÷òî AB
2

+

CD
2

= AC
2

+BD
2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AD⊥BC.

42. Â ïèðàìèäå SABC, AS = a, BC = b, (AS ,̂BC) = ϕ. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñåðåäèíàìè ðåáåð AB è CS.
43. Äàíû âåðøèíû A(−4;−1; 2) è B(3; 5;−16) ∆ABC. Íàéòè ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñåðåäèíà ñòîðîíû AC ëåæèò íà îñè Oy, à ñåðåäèíà BC � íà ïëîñêî-
ñòè xOz.
44. Â ∆ABC ìåäèàíû AM è BN èìåþò äëèíû 6 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè ïëîùàäü ∆ABC S = 16 òî AM⊥BN , à åñëè S = 8, òî óãîë ìåæäó ìåäèàíàìè
ðàâåí π/6.
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45. Çàäàíû äëèíû n è m äâóõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà. Ïðè êàêîì óãëå ìåæäó ìåäèàíàìè
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà áóäåò íàèáîëüøåé? Íàéòè ýòó ïëîùàäü.
46. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êè M è N � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ñòîðîí BC è
CD, ïðè÷åì AM = 6, AN = 8. Ïðè êàêîì α = (AM ,̂AN) ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà
áóäåò íàèáîëüøåé? Íàéòè ñòîðîíû òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììà.
47. Èìååò ëè ðåøåíèå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ: xixk + yiyk, i, k = 1, 4, i 6= k?
48. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ëþáûõ òðåõ ãðàíåé òåòðàýäðà áîëüøå ïëîùàäè ÷åò-
âåðòîé ãðàíè.
49. Ïóñòü l1, l2, l3 è m1,m2,m3 � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû äâóõ ëó÷åé, à ϕ � óãîë ìåæäó
ëó÷àìè. Äîêàçàòü, ÷òî

sin2 ϕ = (l1m2 −m1l2)
2 + (l2m3 −m2l3)

2 + (l3m1 −m3l1)
2.

50. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R

(a1 · a2 + b1 · b2 + c1 · c2)2 ≤ (a21 + b21 + c21)(a
2
2 + b22 + c22).

51. Â òåòðàýäðå OABC èçâåñòíû äëèíû áîêîâûõ ðåáåð OA = a, OB = b, OC = c.
Ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå α. Íàéòè âåêòîð OH � âûñîòó, îïóùåííóþ èç âåðøèíû O
íà ïëîñêîñòü ∆ABC. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè: 1) α = π/2; 2) α 6= π/2.
52. Íàéòè îáúåì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè èçâåñòíû åå áîêîâûå ðåáðà è ïëîñêèå
óãëû ïðè âåðøèíå.
53. Òðè âåêòîðà ñîñòàâëÿþò ìåæäó ñîáîé óãëû α, β, γ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ èõ êîìïëà-
íàðíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1 + 2 cosα cos β cos γ.

54. Íàéòè ïëîùàäü îñíîâàíèÿ òåòðàýäðà, ó êîòîðîãî áîêîâûå ðåáðà l, à ïëîñêèå óãëû
ïðè âåðøèíå α, β, γ.
55. Áîêîâûå ðåáðà òåòðàýäðà ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè a, b è c, ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå
α, β, γ. Êàê äîëæíû áûòü ñâÿçàíû α, β, γ, ÷òîáû äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå a áûë
ðàâåí π/2?
56. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð ïðîèçâîëü-
íîãî òåòðàýäðà, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ åþ ïîïîëàì (ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ
öåíòðîèäîì òåòðàýäðà).
57. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ øåñòè ðåáåð òåòðàýäðà ðàâíà 16(R2 − ρ2), ãäå
R � ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû, à ρ � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýòîé ñôåðû äî öåíòðîèäà
òåòðàýäðà.

2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòðåãðèðîâàíèå ôóíêöèé äâóõ

ïåðåìåííûõ
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