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Prefata

Lucrarea “Matematici aplicate in economie” dezvolta numeroase probleme
teoretice §i practice, care fac obiectul cursurilor de matematica sau de statistica
economica ale studentilor din invatamdntul economic, si in particular ale studentilor
inscrigi la programul de studiu ID organizat de Facultatea de Finante, Asigurari, Banci
§i Burse de Valori si face parte din planul de invatamant aferent anului I, semestrul 1.

Fiind subordonate programei analitice a disciplinei “Matematici aplicate in
economie” de la Academia de Studii Economice Bucuresti, Facultatea de Finante,
Asigurari, Banci si Burse de Valori, anul I, ID, notiunile si conceptele prezentate in
lucrare apar, in mod firesc, intr-o succesiune logica §i sunt supuse unor restrictii
temporale inevitabile, care conduc adeseori la dezvoltari teoretice limitate.

Obiectivele principale ale acestui curs, concretizate in competentele pe care
studentul le va dobandi dupa parcurgerea si asimilarea lui, sunt urmatoarele:

- va avea cunogtinte solide de stricta specialitate, dar si de tehnici specifice
matematicii aplicate;

- va fi in masura sa construiascd, sa prelucreze si sa valorifice o teorie
economica relevanta, credibila si inteligibila, numai in conditiile in care stapdneste
deopotriva cunostinte in domeniul respectiv, dar §i temeinice cunostinte de matematici
aplicate in economie

- va dispune de numeroase solutii pentru eficientizarea managementului la nivel
micro §i macroeconomic in vederea practicarii in conditii de performanta a muncii de
economist,;

- va putea aborda, intelege si dezvolta diverse probleme ale disciplinelor de
specialitate, precum §i alte concepte legate de modelarea matematica a unor procese
sau fenomene economice dintre cele mai diverse.

Cursul “Matematici aplicate in economie” este structurat pe sapte unitdti de
invatare (capitole), fiecare dintre acestea cuprinzand cdte o lucrare de verificare, pe
care studentul o va putea transmite tutorelui sau.

Pentru ca procesul de instruire al studentului sa se desfasoare intr-un mod
riguros, dar si atractiv, studentul va putea utiliza un set de resurse suplimentare
prezentate sub forma bibliografiei de la sfarsitul fiecarei unitati de invatare in format
electronic, ce sa va regasi accesand platforma de e-learning.

Evaluarea cunostintelor se va realiza sub doua forme:

- evaluare continud, pe baza temelor de contro care se vor derula pe platforma
online;

- evaluare finala, realizata prin examenul sustinut in perioada de sesiune.



Criteriile de evaluare constau in:
1. Punctajul obtinut la zece teme de control;
2. Gradul de implicare in discutiile tematice, organizate prin optiunea
., Forum” a platformei electronice.
3. Punctajul obtinut la examenul sustinut in cadrul sesiunii.
Ponderile asociate fiecarui criteriu precizat sunt urmatoarele:

- criteriile 1 si 2: cdte 0,30 puncte pentru fiecare dintre cele zece teme de
control (total = 3 puncte) ; (in evaluarea punctajului va conta si gradul de imiplicare
al studentului in discutiile tematice organizate pe forumul platformei electronice)

- criteriul 3: 7 puncte pentru examenul sustinut in sesiune.

Nutrim speranta ca studentii din anul I, de la programul de studiu ID,
Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori, sa gaseasca in aceastd
lucrare un sprijin real §i important pentru studiu si cercetare, pentru viitoarea lor
profesie, ce le va solicita si cunostinte de matematici aplicate in economic

Autorii



UNITATEA DE INVATARE 1:
Serii numerice
Cuprins

1.1 Obiectivele unitatii de INVALATE 1 ........ooouiiiiiiiiiiiiiiee e
1.2 Definitii si proprietati generale ale Seriillor NUMETICE.........coeevierieriiiiirienieeieeiereeieene
1.3 Serii cu termeni oarecare, serii alternate, serii clasice

1.4 Serii cu termeni pozitivi. Criterii de CONVEIZENta .........eevveervieiiieniieiieeieeieeeee e eve e

Teste de AULOCVAIUATE ..........eeeiiiiieiiieciie ettt e e e e s e e e sare e e taeeeaaeeeaaeeenseeennns
Réspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare ..............coocvevieeiienieniiieniecie e
Bibliografia unitatii de Invatare 1

1.1 Obiective

Unitatea de Invétare 1 contine o prezentare intr-o forma accesibild, dar riguroasa a notiunii de
serie numerica din cadrul analizei matematice, care fundamenteaza teoretic notiunea de serie de puteri,
un alt element de baza al analizei matematice, ce va fi expus in unitatea de invatare 2.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

- conceptul de serie numerica, necesar si extrem de util, pentru a putea modela matematic
anumite procese sau fenomene economice, dintre cele mai diverse;

- tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de ,,Serii numerice” si al
lucrarilor de verificare ale studentilor din Invatdmantul economic din anul I, ID, de la Facultatea de
Finante, Asiguraru, Banci si Burse de Valori din Academia de Studii Economice, Bucuresti.



1.2 Definitii si proprietati generale ale seriilor numerice

o0
Fie ) a, o serie numerica de termen general a,, .
n=1

n
Definim girul sumelor partiale (S,),>1, S, = 2 ay -
k=1

o0
Definitia 1. Seria } a, este convergenta daca sirul (S,),, este convergent.
n=l1

In acest caz, numdrul §' = lim S,, se numeste suma seriei.
n—»0

o0
Dacd lim S, =+ sau (S,),> huare limitd, atunciseria Y g, este divergenta.

n—»0 n=l1
Propozitia 1.
0 0
a) Daca seria > a, este convergenta si are suma S, atunci seria > a-a, esteconvergenta si are
n=l1 n=1

suma « - S.

o0 o0
b) Daca seriile Y q, si Y b, sunt convergente si au sumele Sy si S5, atunci seria i(an +b,) cste
n=1 n=1 n=1
convergentd si are suma S| + S, .

0 o0
Definitia 2. Seria Y a, este absolut convergentd daca seria Z|an| este convergenta.

n=l1 n=1
Propozitia 2. Daca o serie este absolut convergenta, atunci seria este convergenta.

1.3 Serii cu termeni oarecare, serii alternate, serii clasice

Criteriul suficient de divergenta.

o0
Daca lim a, # 0, atunci seria ) a, este divergenta.
n— n=1

Criteriul lui Leibniz.

o0

Fie seria alternatd > (-1)"a,, a, >0. Daci:
n=1

a) sirul (a,),>; este descrescator si

o0
b) lim a, =0, atunciseria Y (-1)"a, este convergentd.
n—oo n=1

Serii clasice

1) Seria geometrica Zq" este convergentd < q € (~1,1) si are suma § = 1.
n=0 [c'e] 1- q
2) Seria armonica generalizata 'y 1 este convergentda < o > 1.
o
n=1n



1.4 Serii cu termeni pozitivi. Criterii de convergenta

0 0
Criteriul 1 de comparatie. Fie ) a, si )Y b, serii cu termini pozitivi pentru care existd
n=1 n=1
ng € N astfel incat a, <b,,(V)n > ny.
0 0
a) Daca ) b, este convergenta, atunci ) a, este convergenta.
n=1 n=1

o0 (e 0]
b) Dacd Y a, estedivergentd, atunci ¥ p, este divergenta.
n=1 n=1

o0 o0
Criteriul 2 de comparatie. Fie ) a, si ) b, serii cu termeni

n=l1 n=l1
pozitivi pentru care existd ng € N astfel incat 4+l o bt ,(V)n=ng-
al’l b}’l
0 0
a) Daca ) b, este convergenta, atunci ) a, este convergenta.
n=1 n=1
0 0
b) Daca ) a, este divergentd, atunci ) b, este divergenta.
n=l1 n=l1

o0 [ee]
Criteriul 3 de comparatie. Fie > q, si 35, serii cu termeni pozitivi.
n=1 n=1

. . a . . -
a) Dacd lim —* € (0,0), atunci seriile au aceeasi natura.
n—oo Uy

o0 o0
b) Daca lim In _ o si: by) Y b, este convergentd, atunci Y4, este convergenta,
n—0 Oy n=1 n=l1

o0 o0
by) >.a, este divergentd, atunci » b, este divergenta.

n=1 n=1
< g dp .
c) Daca lim — =oosi:
n—»0 n
o0 o0
c1) Y.a, este convergentd, atunci y b, este convergenta;
n=1 n=1
o0 o0
¢p) 2.b, este divergentd, atunci Y a, este divergenta.
n=1 n=1

Corolarul criteriului raportului (d'Alembert).

o0
Fie ) a, o serie cutermeni pozitivisi /= lim Intl
n=1 n—o dy
0
a) Daca [ <1,atunci ) a, este convergenta.
n=1
0

b) Daca />1,atunci ) a, este divergenta.
n=1



Corolarul criteriului radacinii (Cauchy).

o0

Fie Y a, o serie cu termeni pozitivi si /= lim 4/a,, -
n=l n—o0
o0
a) Daca [<1,atunci ) a, este convergenta.
n=1

o0

b) Daca [ >1,atunci ) a, este divergenta.
n=l1

Corolarul criteriului Raabe-Duhamel.

e}
Fie > a, o serie cu termeni pozitivi §1 /= lim n( n _1)

n=l1 n—o \ 4]

e}
a) Dacd I<1,atunci ¥ g4, este divergenta.
n=1

o0
b) Daca [>1,atunci Y g, este convergenta.

n=l1

Corolarul criteriului logaritmic.
1

© In—
Fie Y a, o serie cu termeni pozitivi§i /= |im n_,
n=l1 n—wo Inn

o0
a) Dacd I<1,atunci ¥ g4, este divergenta.
n=1

o0
b) Daca [ >1, atunci > a, este convergentd

n=l1
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Teste de autoevaluare
I. Sa se determine natura si daca este cazul sa se calculeze suma seriilor:

2 1

x© — 0
2502 Y mTL 3 g 3

1. B
n:1\/n+a+\/n+a+1 n=1 3n+2 e g+l | gn+l

II. Sa se determine natura seriilor:

2

£147-.-Gn-2) 00(371—1]”
n=1

4. .
n§13-7~10~...~(4n—l) 3n+2

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

S ! a>0
aoNn+a+Jdn+a+1 '
Rezolvare:
Consideram sirul sumelor partiale:
L L 1 n Jk+a-Nk+a+1
ol gek+a+Nkva+1l o -1
=Vl+a +2+a -2+a+B+a—..—Vn+a+n+a+1=
=8, =vn=a+1—-+1+a = lim S, =w, decisirul (S,),>| este divergent.
n—»0

Conform definitiei, rezultd ca seria este divergenta.

0 —
2. Xln 3n-1 .
n=1 3n+2
Rezolvare:
n _ n
S,=3 In k=1 _ > [In(3k —1) - In(3k +2)] =

k=1 Sk+2 4o
=In2-In5+In5-In8+...+In@Brn-1)-InGn+2)=In2 -In(3n+2)=

= lim §,, = —oo, prin urmare seria este divergenta.
n—»0

3 ©  3"4+8"
: el 3l’l+1 +8n+l '

Rezolvare:

0’ conform criteriului suficient de divergenta, rezulta ca seria este

divergenta.



4 3 14T Gn2)
Z13-7-10-...-(4n —1)

Rezolvare:

Vom folosi corolarul criteriului raportului. Fie 4, = 1:4-7...07=2) 'Avem:
3.7-10...(4n—1)

1-4-7...-3n—=2)3n+1)

o Gnrl _ 3710 (@n-D@n+3) . GatD) 3
n—oo dy n—>0 147(3}’[—2) n—)oo(4n+3) 4
3.7-10-...-(4n—1)

prin urmare seria este convergenta.

1°

0 _ n’
s, 2(311 lj .
n=1 3n+2

Rezolvare:

...... 3n—1
3n+2

3
_1\" n lim— n
lim #/a, = 1im(3n 1] = lim(l— & j —e 2 2Ly

nZ
] . Avem:

n—>w n—oo\ 3n+2 n—»>00 3n+2 e
prin urmare seria este convergenté.

Bibliografia unitatii de invatare 1:

1. Gh. Cenusa si colectiv, Matematici aplicate in economie. Teorie si aplicatii.
Editura CISON, Bucuresti, 2007

2. S. Dedu, F. Serban, Matematici aplicate in economie. Culegere de probleme,
Editura. Teocora, Buzau, 2009

3. C.Raischi si colectiv, Analiza matematica,

Editura.Plus, Bucuresti, 2005

4.1. Purcaru, Matematici generale si elemente de optimizare,

Editura Economica, Bucuresti, 1997.



UNITATEA DE INVATARE 2

Serii de puteri

2.1 Obiectivele Unitatii de TNVALATE 2......c.eevuieeiieiieeieeiie et eieeete et e ereeieesaeebeesereesseesaseenseennns
2.2 Definitia notiunii de SETie de PULETT .....eerueeriieriieiiieiie ettt ettt ettt s
2.3 Studiul naturii unei serii de puteri

2.4 Tlustrarea rezultatelor teoretice pe cazul numeric concret al aplicatiilor ............cccceeeeeenneene.

TeSte dE AULOEVAIUATE ...ttt ettt e e e e e e et e e e e e e e s s essababaeeeeessesssnnes
Raspunsuri §i comentarii la testele de autoevaluare ..............cocceeeiieiiieiienieciieeecee e
Bibliografia unitatii de TNVALATE 2 .........cooiieiiieiiieiieeieeiee ettt et aee b e e seeesaeeesaee e
Lucrarea de verificare nr. 1...........ooiiiiiiiiiii i i

2.1 Obiectivele unitatii de invatare 2

Fiind in stransd concordantd cu programa analiticd a disciplinei ,,Matematici aplicate in
economie”, de la Academia de Studii Economice Bucuresti, pentru studentii de la anul I, ID,
Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori, notiunile si conceptele prezentate in cadrul
acestei unitati de Invatare apar, Tn mod firesc, intr-o succesiune logica si sunt supuse unor restrictii
temporale inevitabile, care conduc adeseori la dezvoltari teoretice limitate.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

- conceptul de serie de puteri, un alt element de baza al analizei matematice, legat de studiul
seriilor numerice, necesar §i extrem de util, pentru a putea aborda, intelege si dezvolta diverse
probleme ale disciplinelor de specialitate din cadrul Facultatii de Finante, Asigurari, Banci si Burse de
Valori, careia ne adresam;

- tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de ,,Serii de puteri” si al
lucrarilor de verificare ale studentilor din invatamantul economic din anul I, ID, de la Facultatea de
Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori din Academia de Studii Economice, Bucuresti
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2.2 Definitia si studiul notiunii de serie de puteri

o0
Fie seria de puteri Y q,x", Se numeste multime de convergenta a seriei de puteri multimea formata
n=1

. A . [ 0 -
din punctele in care seria este convergenta: C = { xeR|Ya,x" convergenta} .
n=l1

o0
Teorema 1 (Teorema lui Abel). Pentru orice serie de puteri > g, x" exista R, 0< R < oo, astfel
n=1

incat:

1) seria este absolut convergenti pe intervalul (- R, R);

2) seria este divergenti pe multimea (—o0,~R)U (R,);

3) pentru orice € (0, R), seria este uniform convergenti pe intervalul

[— r, r] .

Observatie. R se numeste raza de convergenta.

o0
Teorema 2 (Cauchy-Hadamard). Fie Y a,x" o serie de puterisi R raza de convergentd a
n=1

acesteia. Dacd notdam @ = lim ”1/|an , atunci

n—»©

l, w#0

[
R=<0, o=0-

0, =00

. . - a
Observatie. Se poate calcula @ si dupa formula: @ = lim | n+1| .
n—»>o |an|

2.3 Ilustrarea rezultatelor teoretice pe cazul numeric concret al aplicatiilor
L

o0
1. Sa se studieze convergenta seriei de puteri: 3 (—1)"

-x", xeR.
n=1 n-5
Rezolvare:
e Calculam raza de convergenta. Fie 4, = (-1)" I Avemci:
n-5"
(_1 n+l 1 . 1

——ap| —— m+)-5"H 1,deci R=—=35.
o= lim ——=1 = lim =— w

n—o ‘an‘ n—w (_ l)n 1 n—wSn+1) 5

n-5"

e Conform teoremei lui Abel, rezulta ca:
1) seria este absolut convergentd pe intervalul (-5,5);

2) seria este divergentd pe multimea (— oo,—S) U (5, oo);
3) pentru orice r e (0,5), seria este uniform convergenta pe [-r,r].

14



e Studiem natura seriei pentru R =+5:

Pentru R =35, seria de puteri devine: i(—l)" L sn, adica i(_ 1)" l;

n=1 n-5" n=1 n

sirul 4, = 1 este descrescator si are limita zero; rezultd, conform criteriului
n

. . . - . 0 ~
lui Leibniz, ca seria S (=1)" 1 este convergenta.

n=1 n
o0
Pentru R =-5, seria de puteri devine: z(_ 1)” ! -(=5)", adica
I’l=1 n- 5”
a0
3 —, care este divergentd (seria armonica).
n=1"

In concluzie, seria de puteri este convergenti pe multimea (-5.5].

2. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri:

0 n
> (2””} (x-3)", xeR.
n=1

6n->5
Rezolvare:
e Notdm y=x-3.

o o . A A . - .. ® n
Determindm mai intdi multimea de convergenta a seriei 'y (2” + 1) .

n=1 6n->5
s - 2n+1Y"
e Calculam raza de convergenta. Fie a,, = P— . Avem:
n_
T T 2n+1 & 1 . 1
w= lim %|a,| = lim ==,deci R=—=3.
n—>o0 | n| n—>oon (611—5) 3 w

e Conform teoremei lui Abel, avem:
1) seria este absolut convergenta pe intervalul (— 3,3);

2) seria este divergenti pe multimea (—o0,~3) U (3,%);
3) pentru orice r € (0,3), seria este uniform convergenti pe [-r,r].
e Studiem natura seriei pentru y =43

n n
Pentru y =3, seria de puteri devine: %O: 2n+1 .3", sau i bn+31"
6n->5 6n—>5

n=1 n=I1

n
lim22 4 ) . .
; =e="" =e3 # 0, deci, conform criteriului
6n->5 n—0 n—0 6n->5

suficient de divergenta, seria este divergenta.

n
Fie 4 :(6’“'3) ;avem: lim u, = lim [1+

n 0 n
Pentru y = -3, seria devine: %O: (2’”;) (=3)",sau Y (_l)n(gn +:J .
B n=1 n—

n=1

n
Fie vy, =(-1)" (6" + 3) ; deoarece nu existd lim v, , rezultd ca sirul (v, ) ., este divergent, deci seria
6n->5 n—>o =

este divergenta.
In concluzie, seria de puteri este convergenta pentru y € (— 3,3) =
& -3<y<3e -3<x-3<3<0<x<6.Rezultd ca

n
multimea de convergentd a seriei g (2” +1j (x—3)" este (0,6).
6n->5

n=1
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Teste de autoevaluare

© 3" 4 (—-4)"

1 n

1.S4 se determine multimea de convergenta a seriei de puteri (x+2)

n

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

1. Rezolvare:
e Notdm y =x+2. Vom determina mai intdi multimea de

© 31 4 (—4)"
2751 y"

convergenta a seriei.

n=1
n n
e Calculdam raza de convergentd. Fie 4, = ﬂ n>1.
n
3n+l+(_4)n+1

- - n+1 - n+l | o ayn+l
o= T 21l i e Gt el

n—»o ‘an‘ n—o |31 (_4)" n—oo (n+1) ‘ 3" 4 (—4)" ‘

n
(—4)"“((—3)”+1 +1j

(—4)" ((— %)f' + 1)

Conform teoremei lui Abel, rezulta ca:

n

= lim
n—o (n+1)

=4:>R=1
4

1 1).

1) seria este absolut convergenta pentru y ¢ (_ Z’Zj ;

2) seria este divergenta pentru y e (— oo,—%j U (%,ooj ;

3) pentru orice , ¢ (o,lj , seria este uniform convergenta pe intervalul [-r,r].
4

e Studiem natura seriei pentru y = i% :

Pentru = i seria de puteri devine: %": 3"+ (—4)" (lj" , adica
n 4

n=l1

Z 4 n=1" 4

n=]| n

2 {1 [3)" Ly .1}. Avem cd seria %1,[3jn este convergenta
n

(folosind criteriul raportului) si seria i (-1)" 1 este convergenta (folosind criteriul lui Leibniz), prin

n=l1 n
urmare seria este convergenté.

Pentru y = —%, seria de puteri devine: 3 3"+ (4" [_ 1)" , adica i[(_l)n g(gj” +11. Notam
n 4 n \ 4 n

n=1 n=l

1 (3)" \ 1 * L1 (3" 1 ) L2
by=(-1Y"=-|=| ,neN" €y =—,neN si dn=(—1) ~.|2| +=,neN".Avemcaseria ) b, este
nl4 n n \ 4 n n=l1

o0
convergenta (folosind criteriul lui Leibniz). Daca presupunem cd seria Y 4, este convergenta,
n=1

* e o . . © -
deoarece c, = dn — bn ,(V)n eN , rezultd ca S1 seria ch este convergenta,
n=1
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o0

contradictie. Prin urmare seria ) d,, este divergenta.
n=1

37 4 (—4)"

n

A . . 0
In concluzie, seria 3

n=1

. y" este convergenta pentru

yE —l,l <:>—l<y£lc>—l<x+2sl<:>—2<x£—z.
4’4 4 4 4 4 4 4

Am obtinut cd multimea de convergenta a seriei este (_9’ _7]
4’ 4

Bibliografia unitatii de invatare 1:

1. Gh. Cenusa si colectiv, Matematici aplicate in economie. Teorie si aplicatii.
Editura CISON, Bucuresti, 2007

2. S. Dedu, F. Serban, Matematici aplicate in economie. Culegere de probleme,
Editura Teocora, Buzau, 2009

3. C.Raischi si colectiv, Analiza matematica,

Editura Plus, Bucuresti, 2005

4.1. Purcaru , Matematici generale si elemente de optimizare,

Editura Economica, Bucuresti, 1997.

Lucrarea de verificare nr. 1

e 0]

1. Sa se determine natura si sa se calculeze suma seriei Y.
n=2n" -1
2. Sa se determine natura seriei Z -
n=1 n+ 5
. .. ™
3. Sa se calculeze multimea de convergenta a seriei ¥ (_1)"+1(1)n X", xeR
n=1 2n—-1)-3
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UNITATEA DE INVATARE 3

Functii de mai multe variabile reale
Cuprins

3.1 Obiectivele unitatii de Invatare 3

3.2 Definitia limitei si continuitatii pentru o functie de mai multe variabile real

3.3 Definitia derivatelor partiale de ordinul I si II pentru o functie de doua variabile
3.4 Definitia diferentiabilitatii pentru o functie de mai multe variabile reale

3.5 Extremele locale ale functiilor de mai multe variabile reale

3.6 llustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

Teste de autoevaluare

Réspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare
Bibliografia unitatii de invatare 3

Lucrarea de verificare nr.2

3.1 Obiective

Economistii, indiferent de domeniul in care lucreaza, au nevoie de cunostinte solide de stricta
specialitate, dar si de tehnici specifice matematicii aplicate, cum ar fi notiunile pe care ni le propunem
sd le prezentdm in cadrul unitdtii de invatare 3. Informatia economicd trebuie sa fie relevanta,
credibila, inteligibila - calitati, care sunt asigurate numai atunci cand economistul care o construieste,
o prelucreaza si o valorificd, stapaneste deopotriva cunostinte in domeniul respectiv, dar si temeinice
cunostinte de matematici aplicate in economie.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre functiile de 2 si
respectiv 3 variabile reale si despre conceptele asociate lor, precum: limitele lor, continuitatea acestora,
derivabilitatea partiala a respectivelor functii si diferentiabilitatea lor; ele reprezintd un alt element
important al analizei matematice, necesar si extrem de util, pentru a putea aborda, intelege si dezvolta
diverse probleme ale disciplinelor de specialitate din cadrul Facultatii de Finante, Asigurari, Banci si
Burse de Valori, cireia ne adresam.

Prin introducerea unitatii de invatare 3, subordonatd analizei matematice, nutrim speranta
ca studentul de la anul I, ID, Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori, sa obtina
acumulari de noi cunostinte utile disciplinelor specifice anilor de licenta, de la aceasta facultate,
in vederea formarii lui ca viitor economist, ce urmeaza sa practice profesia de economist in
conditii de performanta.
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3.2 Definitia limitei si continuitatii pentru o functie de doua variabile

Definitia 1. Fie / : 4 < R™ — R o functie reald de m variabile reale. Spunem ca

lim f(x)=/ daca pentru orice sir (x,),cny < 4, X, # Xxg $1 lim x, = x; avem
X=X, n—»0

lim f(x,)=1/.
n—
Definitia 2. Fie f: Ac R> >R si (a,b) e A.
Spunem ca [ este continua in punctul (a,b) daca pentru orice sir {(xn »Vn )} aen © 4

cu proprietatea cd lim (x,,,y,) =(a,b) rezulticd lim f(x,,y,)= f(a,b).
n—>©0 n—>0

3.3 Definitia derivatelor partiale de ordinul I §i II pentru o functie de doua variabile

Definitia 3. Fie f: AcR?> >R si (a,b)e 4.
Spunem ca functia f este derivabila partial in raport cu x in punctul (a,b) € A daca

lim f(xab)_f(a’b)

X—a X—a

exista si este finita.

Vom nota aceasta limitd cu f- x (a,b) sau @.
X

Analog, functia [ este derivabila partial in raport cu y in punctul (a,b) € A daca

lim f(aﬂy)_f(a’b)
y—b y—=>b

exista si este finita.

Vom nota aceasta limitd cu f° )’, (a,b) sau d (a,b)
oy

3.4 Definitia diferentiabilitatii pentru o functie de mai multe variabile

Definitia4.Fie f: Ac R 2 5Ro0 functie diferentiabila in punctul (a,b) interior lui 4.

e Se numeste diferentiala de ordinul intdi a functiei [ in punctul (a,b)

functia liniara: 41y, y: a.6)= £ (a.b)(x-a)+ £} (@ b)Yy ~b) = £ (a.b)dv+ £ (@ b)dy -

e Se numeste diferentiala de ordinul n a functiei f in punctul
0 o ()

(a,b) functia: d" f(x,y;a,b)=|—dx+—dy| f(a,b).
ox oy

Observatie. Toate definitiile valabile pentru functii de doua variabile f: 4 < R?> >R se

pot extinde pentru cazul functiilor de » variabile, f: A< R" >R, neN,n>3.
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3.5 Extremele locale ale functiilor de mai multe variabile reale

Definitia 1. Functia / : 4  R" — R admite un maxim local (minim local) in punctul
a=(aj,ay,...,a,) € A dacd exista o vecindtate /' a punctului a astfel incat oricare ar fi
X =(x],X9,....,x,) €V M A are loc inegalitatea f(x) < f(a) (respectiv f(x) = f(a)). in
aceste conditii, spunem ca punctul a este punct de extrem local pentru functia f . Dacd

inegalitatile de mai sus sunt verificate pe tot domeniul de definitie 4, spunem ca punctul
a este punct de maxim (minim) global pentru functia f .

Definitia 2. Fie f: Ac R" — R.Punctul a =(ay,a,,...,a, ) € int A este punct stationar
pentru functia f daca f este diferentiabild in a si diferentiala df (x;a)=0.
Observatie. Daca punctul a = (aj,as,...,a, ) € int A este punct stationar, df (x;a) =0

implica f, (a)=0, Vk=Ln.

Propozitie. Dacd functia f: A < R" — R admite un extrem local in punctul
a=(aj,ay,..,a,) € A siexistd f);k intr-o vecinatate a punctului a, Vk = I,_n, atunci
fr (@ =0,Vk=1n

Teorema 1. Fie f: Ac R> > R si (a,b) € int 4 un punct stationar pentru f .
Presupunem ca f admite derivate partiale de ordinul doi, continue pe o vecinatate V' a
punctului (a,b).

Consideram expresia A(a,b) = [f;cy (a,b)]2 —f;z (a,b)' fy"z (a,b). Atunci:
1. Dacd A(a,b) <0, atunci (a,b) este punct de extrem local, si anume:
- punct de minim local, dacd f. ;2 (a,b)>0;

- punct de maxim local, daca f ;2 (a,b)<0.

2. Daca A(a,b)>0, atunci (a,b) este punct sa.

Teorema 2. Fie f: Ac R" — R. Presupunem ci punctul a € 4 este punct stationar
pentru f sifunctia f are derivate partiale de ordinul doi continue pe o vecindtate V'
a punctului @ . Atunci:

1) daca d 2 f (x;a) <0, pentru orice x € ' N A4, atunci a este punct de
maxim local;

2) daca dzf(x;a) > (0, pentru orice x € V" N A, atunci a este punct de
minim local;

3) dacd d? f(x;a) este nedefinitd, atunci a este punct sa.
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Algoritm de determinare a punctelor de extrem local pentru f: A< R" — R

Acest algoritm se aplicd pe multimea punctelor in care functia f este diferentiabila si
admite derivate partiale de ordinul doi continue Intr-o vecindtate a punctelor respective.

Etapa 1. Determinam punctele stationare, care sunt solutiile sistemului:
fx, (xl’x2 "“’xn): 0
S, (313203, ) =0

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de extrem local. Acest lucru
se poate realiza Tn mai multe moduri:

Metoda I. Pentru fiecare punct stationar P(a;,as,...,a, ) calculim
matricea hessiana:

f):lz (al,..,an) f;|x2 (al,..,an) ........ f;}x (al,..,an)
Hayayna,) = f;zx] (al,..,an) f;z (al,..,an) ......... f;zx” (al,..,an)
f;,x, (ay,...ay) f;ﬂxz (al,..,a,,) ......... f;: (ay,...ay)

sl minorii acesteia Ay, A,,......,A, ,unde A; este minorul format din primele i linii si i

coloane ale matricei H(a,b), i=1,n.

Discutie.
e Dacd toti minorii A; >0 , atunci P(a;,a;y,...,a,) punct de minim local.
e Daca minorii A; alterneaza ca semn, incepand cu minus, atunci
P(ay,ay,...,a,) este punct de maxim local.
e Orice alta combinatie de semne, cu A; # 0, implica
P(ay,a,,...,a, ) punct sa.

Metoda II. (aplicabilda numai functiilor de doua variabile)
Pentru fiecare punct stationar P(a,b) calculim expresia:

Mab)=[r @b)f 12 (@b) £ ).
1. Daci A(a,b)< 0, atunci (a,b) este punct de extrem local,
si anume:

- punct de minim local, daca f’ ;z (a,b) >0;

- punct de maxim local, daci f,-(a,5)<0.
2.Dacid A(a,b)> 0, atunci (a,b) este punct sa.
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Observatia 1. In cazul functiilor de doud variabile, se observa ca A(a,h)=—A,. Prin
urmare, daca aplicand metoda 1 obtinem cd A, <0, atunci A(a,b) > 0, deci, indiferent

de valoarea minorului A, rezulti ci (a,b) este punct sa.

Metoda III. Se calculeaza diferentiala de ordinul al doilea a functiei In punctul stationar
a=(aj,ay,...,a,) sise aplici teorema 2.

Observatia 2. Existenta unui punct de extrem local poate fi pusa in evidenta cu ajutorul
metodelor prezentate numai daca functia f este diferentiabila in acel punct si admite

derivate partiale de ordinul doi continue intr-o vecinatate a punctului respectiv.

In caz contrar sau in cazul in care in urma aplicarii metodelor de mai sus nu se poate
preciza natura punctului, se foloseste:

Metoda 1V. Definitia punctului de extrem local.

3.7 Ilustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

1. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
FiR? SR, f(x,y)=2x>+y> —6xp+1.

Rezolvare:
fe(r,2)=0

Etapa 1. Determinam punctele stationare, care sunt solutiile sistemului:
fy(x,y)=0

. Sx(xy)=4x—-6y . _
Avem ca: , prin urmare rezulta sistemul:

! 2
Sy(x,y) =3y~ —6x
{4x—6y:0 {2x—3y=0 x=2

2 1.2 < '
3y —6x=0 y°-2x=0 y2—3y=0

Din a doua ecuatie obtinem: y; =0, y, =3, de unde, prin inlocuire in prima relatie,

rezultd x; =0, x, = % , solutiile sistemului sunt:

{xlzo_ xzz%
ylzo y2=3

Am obtinut punctele stationare: P (O, O), P (%, 3) :
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Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de extrem local.

Scriem matricea hessiana;

feboy)  f )

n n

Fiey) L))

H(x,y)=

avem: £ (e,3) = £ (o)« =[x 6] = 45

o) =)= [x =651, = =6 = (5, 9):

"

/e (x,y)= lf;,(x,y)]'yz [3)/2 —6ley= 6y, deci

4 -6
H(x,y)= (_ 6 6yj . Avem:
-6

-6 0
prin urmare P;(0, 0) este punct sa.

4 4 -6
H(0,0) = =S A =450, A= =-36<0,
-6 0

(2, 3)= A P SR S =36>0
2277716 18 = 7276 18] ’
prin urmare P, (% , 3) este punct de minim local.

2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
FiR? SR, f(x,9)=6x>y+2y° —45x—51p+7.

Rezolvare:
Etapa 1. Determindm punctele stationare, care sunt solutiile sistemului: {
Avem ca:

S (x,) =12xy - 45 . o
, , prin urmare obtinem sistemul:
fy(x,y) = 6x? +6y2 -51

12xy—-45=0 Xy="y
2 .2 < ’
6x= +6y~=51=0  |x*4+y? =1
p=L p_1s
Notam x+y=S§,xy=P= = 4
52_213:177 S =14

fe(r,2)=0
[y (%) =0
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3 =3
Pentru § =4, P= 4:>t 4t+4 0= = 5.1 =5

3 _5
deci 173 sau xz—z'
y=2 v2=2
Pentru S =4, P= N Y TN ol =0=14 = _i,;zz_i’
4 4 2 2
-_3 _ 5
deci B 2 sau Y4 = _E .
J’3=—% J’4=—%

Am obtinut punctele stationare: £ (2 ;) P (%, %), Py (— %, - i), Py (— 2 - i).

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de extrem local.

Metoda I. Scriem matricea hessiana:

n n

fx2 (x’y) fxy(xay)

H(xﬂy): " " :
£oer) L)
aven: £ (x.3)= |1 (e )] =125 7y (00) = [ )= 120 = Finl):

} ' ' ‘ 12y 12x
fyz (X,y): lfy(x’y)Jy: 12y, deci  H(x,y)= (lzx l2y)

H(%,%):Gg ;sj:A1:30>0, Azz‘fg ;s‘ 576 > 0, prin urmare Pl(2 ;)este
punct de minim local.
H(%,%):[;z TZJ:A1=18>O, Azz‘;(? 13;)‘——576<0 prin urmare PZ(Z g)este
punct sa.
H(_i_i)z(_m_ng:Al=—30<0A2=‘_30_18‘=576>0,

27 27 \-18-30 ’ ~18 -30

prin urmare P (— %, - %) este punct de maxim local.

a3 -3)- T80 —is<0.a, = T s <0
2727 (=30 -18 b T2 730 —18] ’

prin urmare P (2 ; este punct sa.
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Teste de autoevaluare

Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:(O, 00)2 >R, f(x,y):x2 +y2 +3xy—8lnx—-14Iny+5.

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:

Al x’ — 2x + 3 — § - .
Jx (%) Y7Y  Rezolvam sistemul:

' =2y+3x-14
fy(y)=2y+3x-7
' 8 _
felry)=0 |2x43y=1=0 " f52,35,-8 (1)
: < 4_0",.2 '
fyGey)=0 | 2y+3x="2=0 2y +3xy =14 (2)
Am obtinut un sistem omogen. Inmultim prima ecuatie cu 7, pe cea de-a doua cu (— 4)

si adunam relatiile obtinute; rezulta:
14x? +9xy —8y? =0. Impartim aceasti ecuatie prin 2 (y2 # 0) si notam % =t . Obtinem:
1462 +9t-8=0= H = —%, th = % . Radacina negativa nu convine,

deoarece x>0 si y >0, prin urmare avem t=i=%2>y:2x.

<

Inlocuind y=2x in (1) ,rezultd x =£1. Cum x > 0, rezulta ca singura valoare care se
acceptd este x =1, de unde obtinem y =2.
Am obtinut un singur punct stationar: P(1, 2).

Etapa 2. Stabilim daca punctul stationar este punct de extrem local.

avem: £+ (v, ) =i )= 24 80 0 e) = )] =32 Fnle):

fyz (x, y) = lfy (x, y)Jy: 2+ %, deci matricea hessiana este:

"

feboy)  fyloy)) [2+5 3

H(X’y): " " =
fulry)  fpley)) |30 2430
) 10 3 10 3 .
Avemed H(,2)=| || |=A;=10>0, Ay=| | |=46>0,prinurmare P(l, 2) este
2 2

punct de minim local.
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Bibliografia unitatii de invatare 3

1. Gh. Cenusa si colectiv, Matematici aplicate in economie. Teorie si aplicatii.
Editura CISON,Bucuresti, 2007

2. S. Dedu, F. Serban, Matematici aplicate in economie. Culegere de probleme,
Editura Teocora,Buzau, 2009

3. C.Raischi si colectiv, Analiza matematica,

Editura Plus, Bucuresti, 2005

4.1. Purcaru , Matematici generale si elemente de optimizare,
Editura Economica, Bucuresti, 1997.

Lucrarea de verificare nr. 2

1. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi ale functiei
fiR2 SR f(x,1)=k%yP k, a, BeR.

2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
f:R2 —> R, f(x,y) :xy(x2 +y2 —4)

3. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
[, y,2)=x"+y> +27 +4xz-3y+2
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UNITATEA DE INVATARE 4

Calcul integral
Cuprins

4.1 Obiectivele unitatii de invatare
4.2 Definitii si proprietati ale integralelor euleriene...........c.coecevieriiiinieniininieneeeeeees
4.3 Tlustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor............cooeevieeiiiniiiiiiniceeee,

Teste de AULOEVAIUATE .......cc.eeiieiiiiieieee ettt ettt e b eees
Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare .............coecvveeiieriieiiienieeiieieeee e

Bibliografia unitatii de TNVALATE 4........c.coieiiiiieiieieeiereee ettt st
Lucrarea de verificare nr. 3

4.1 Obiectivele unitaitii de invatare

Unitatea de invatare 4 cuprinde notiuni si concepte, legate de calculul integral, un
alt element deosebit de important al analizei matematice, fard de care nu este posibila
constructia unei teorii economice de valoare. Mentiondm ca sunt de notorietate modelele
economice, care utilizeaza rezultate profunde din teoria calculului integral, si din acest
motiv considerdam ca unitatea de Invatare 5 isi justificd pe deplin tangenta cu domeniul
economic.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

- integralele euleriene, care ofera teoriilor economice un aparat matematic
consistent;

- tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de ,Integrale
euleriene” si al lucrarilor de verificare ale studentilor din invatamantul economic din anul
I, ID, de la Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori din Academia de
Studii Economice Bucuresti. Continutul acestei unitati de invatare incheie incursiunea
noastrd In domeniul analizei matematice si subliniem cd el este conform programei
analitice a disciplinei de ,,Matematici aplicate In economie” de la Academia de Studii
Economice Bucuresti, Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori, anul 1,
ID.
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4.2 Definitii si proprietati ale integralelor euleriene

o0
o Integrala gamma: T(a)= [x'e ™ dx; a>0.

Proprietati:
HI(1)=1.

1
o Integralabeta: f(a,b)=[x"(1-x\dx a>0,b>0
0
Proprietati:
1) Bla,b)= B(b,a), Va,b>0
I(a)r(b)
2 b)= Ya,b>0.
) Alab)= ey b

0 a—1

2 a,b)= x—dx.
) Bla,b) £@+xy+b

3) Dacd a+b =1, atunci f(a,b) =

_r
sin(az)’
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4.31lustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

Sa se calculeze integralele

—+00
1./7= f x e 2 dx.
0
Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabild 2x =t = x = %t =dv="Ldr.

X 0 0
t 0 o0

0 5
Obtinem: / = I(L] e_tl jt it =— ! (6)—5_! 15
0 2 2

2.1 = Ie_xz dx (integrala Euler-Poisson).

0
Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabild: xZ =7 = x = * = dx = %t_%dt .
X 0 o0
t 0
© _1 4 1 1
I=fe’ i di=2 [t e dt= F{—jzﬁ
2
0 0
! 8 3
3./ = Ix (l—x )a’x
0
Rezolvare:

) C g e 1 _2
Facem schimbarea de variabilix® =t = x=¢" = dv=11"3dr.

3

X 0 1

t 0 1
1 1
L i = L 12—y = L _1LIor@e 1
3({ (1—t) dt 3({t (1-)r =3 p(3.2) 3T 12

Teste de autoevaluare
Sa se calculeze urmatoarele integrale:

+00
1= f Vx+1 e_x_ldx.
-1

20 20 8
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1
2. 1=[ B
03x2(l—x)

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

1. Folosim schimbarea de variabila x +1=¢t=>x=t-1=>dx=dt.
Intervalul de integrare se modifica dupd cum rezultd din tabelul de mai jos:

X -1 o0

t 0 0

o0
Obtinem: [/ = fﬂ e~"dt . Prin identificare cu formula de definitie a integralei gamma,

0
da-1=Lt=a=3 o —r()=1r{t)=1
rezultd a —1 S =a 2,prmurmare] F2 2F2 2\/;

2. 1= j 3 dx . Prin identificare cu formula de definitie a

1
=[x~ (1-x)
03/x (1 x) 0
integralei beta, obtinem:
a—1= —% =a= l; b-1= —% =b= %, prin urmare, avand in vedere definitia si
r 2z

s1n§_E.

Bibliografia unitatii de invatare 4

proprietatea 3 pentru integrala beta, rezulta: [ = ﬂ(3 3)

1. Gh. Cenusa si colectiv, Matematici aplicate in economie. Teorie si aplicatii.
Ed. CISON,Bucuresti, 2007

2. S. Dedu, F. Serban, Matematici aplicate in economie. Culegere de probleme,
Ed. Teocora,Buzau, 2009

3. C.Raischi si colectiv, Analiza matematica,

Ed.Plus, Bucuresti, 2005

4.1. Purcaru , Matematici generale si elemente de optimizare,

Editura Economica, Bucuresti, 1997.

Lucrarea de verificare nr. 3

Sa se calculeze integralele
1

1. [ x—x"dx

0

2. fx6e"3xdx
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UNITATEA DE INVATARE 5

Formule probabilistice in care apar operatii cu evenimente

Cuprins

5.1 Obiectivele unitatii de Invatare 5

5.2 Evenimente, Operatii Cll @VENIMENLC. .......ccueeruiereeeiierieeiienreesieesaeeeseeseaeeseesseesseenseessseens
5.2 Formule de calcul practic pentru probabilitati..........ccccceevieriieiiieriieeiienie e
5.3 Scheme probabilistiCe ClASICE ........cceriiriiriiriiriiiieice et
5.4 Tlustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor...........cooceeieeeiiiiiiniiiiieie,

Teste de QULOEVAIUATE .........eeeiiiiiiie ettt e e e et e e et e e e sabeeeaseeeaseeennaeas
Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare ............cccoeevveeciieeciiecciecce e

Bibliografia unitdtii de TNVALATE 5 ......cccueiiiiiiiiiiieieee et
Lucrarea de verificare nr. 4

5.1 Obiectivele unititii de invatare 5

Teoria probabilitatilor debuteaza cu unitatea de invaatre 5, prin care introducem
notiunile de experienta si eveniment, prezentdm operatiile cu evenimente, formulele de
calcul practic pentru probabilitati si schemele probabilistice clasice, toate aceste elemente
fund esentiale in elaborarea modelelor economice temeinice si fundamentale din domenii
precum: modelarea matematica a unor procese sau fenomene economice dintre cele mai
diverse, gestiunea financiard, asigurdri de bunuri si persoane, ingineria financiara.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

-notiunile elementare din teoria probabilitatilor, care ofera teoriilor economice un
aparat matematic consistent;

-tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de ,,Formule
probabilistice in care apar operatii cu evenimente” si al lucrdrilor de verificare ale
studentilor din invatamantul economic din anul I, ID, de la Facultatea de Finante, Banci
si Burse de Valori din Academia de Studii Economice Bucuresti.
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5.2 Evenimente, operatii cu evenimente

Definitia 1. Se numeste eveniment orice rezultat al unei experiente.

Se numeste eveniment sigur (notat (2) evenimentul care se realizeaza cu
certitudine intr-o experienta.

Se numeste eveniment imposibil (notat< ) evenimentul care nu se realizeaza
niciodata Intr-o experienta.

Definitia 2. Consideram doua evenimente 4, B . Definim:

AUB (“A sau B ") evenimentul ce consta in realizarea a cel putin unuia
dintre evenimentele 4, B.

ANB (“A si B”)evenimentul ce consta in realizarea simultana a
evenimentelor 4, B.

A (“non A ) evenimentul ce consta 1n nerealizarea evenimentului 4.

A\ B evenimentul ce consta in realizarea evenimentului A si nerealizarea
evenimentului B .

Spunemca A c B ("4 implica B ") daca realizarea lui A are ca efect
realizarea lui B.

Definitia 3. Un eveniment A este eveniment elementar daca din B — A rezulta B =
sau B=4.

Observatia 1. Daca asociem evenimentului sigur atagat unei experiente o multime Q,
atunci se poate realiza o corespondentd intre multimea evenimentelor atasate acelei
experiente si multimea partilor lui Q si o corespondenta intre operatiile cu evenimente si
operatiile cu multimi..

Observatia 2. Daca Q este o multime cel mult numarabila, atunci elementele acesteia
sunt evenimente elementare.

Definitia 4. Doua evenimente 4, B sunt incompatibile daca nu se pot realiza simultan:
ANB=D.

In caz contrar, ele sunt evenimente compatibile.

Fie QQ evenimentul sigur atasat unei experiente si P(Q2) multimea partilor lui Q.

Definitia 5. O familie nevida K < P(Q2) se numeste corp de parti daca verifica

axiomele: i) VAeK = Ae K;
ii) VA BeK=>AuUBeK.
Observatie. Dacd inlocuim conditia i) prin

ii)’ V(An )n v € K= J4, € K, se obtine notiunea de corp borelian.
neN
Definitia 6. Se numeste camp (camp borelian) de evenimente evenimentul sigur
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inzestrat cu un corp (corp borelian) K de evenimente.

Vom nota acest cimp de evenimente (Q, K )
5.3 Formule de calcul practic pentru probabilitati

Definitia 1. (definitia clasica a probabilitatii) Se numeste probabilitate a evenimentului
A sise noteazd P(A) raportul dintre numarul de rezultate favorabile producerii

evenimentului 4 ( ny, ) si numarul total de rezultate ale experimentului, considerate egal
posibile (1, ): p(ay= 212 .
" pos

Definitia 2. (definitia axiomatica a probabilitatii) Consideram un camp de evenimente
(Q,K ) Se numeste probabilitate pe campul de evenimente (Q, K ) o functie de multime
P:K — R_, care verifica axiomele:

1) YVAe K= P(A4)>0;

2) P(Y=1;

3) VA, BeK, AnB=0 = P(AUB) = P(4)+ P(B).

Definitia 3. Un camp de evenimente (Q, K') inzestrat cu o probabilitate P se numeste
cdmp de probabilitate si se noteazi (Q, K, P).

Propozitia 1. (Proprietati ale functiei probabilitate)

1) P(A)=1-P(4),V AeK.

2) P(B\A)=P(B)-P(ANB),V A,BeK.

3) P(D)=0.

4) 0<P(A)<1,V AeK.

5) P(OAl) = Zn:P(A,.)— Y P(ANA)+ Y P(ANANA) ... +(—1)"1P(ﬁA,]

1<i<j<n 1<i<j<k<n
(formula lui Poincaré).
Observatia 1. Dacd evenimentele 4,, 4, ,..., A, sunt incompatibile doud cate doua, atunci

formula 5) devine: 5') P(U Al) = ZP(Ai) .
i=1

i=1
Observatia 2. In cazul n = 2, formula lui Poincaré devine:
)= {P(A) + P(B), AN B =@ (A, B incompatibile)

P(AUB
P(A)+ P(B)—P(ANB), ANnB+# O (A, B compatibile)

6) P(ﬂ Aij > ZP(A,.) —(n—1) (inegalitatea lui Boole).
i=l1

i=1
Definitia 4. Fie (Q,K ,P) un camp de probabilitate si 4 € K, a.i. P(A4) > 0. Se numeste
probabilitate conditionata de evenimentul 4 a evenimentului B expresia:

P(B/A):%,P(B)>O.

Definitia 5. Spunem ca evenimentele 4 si B sunt independente daca
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P(ANB) = P(A)- P(B).

Definitia 6. Spunem cd evenimentele 4,, 4,,..., A, sunt independente in totalitate daca
1)(141'l M Aiz M....M Ai/c ) = P(Ail )I)(.Al2 )P(Alk ),

Vk=1n V1<ij<iy<..<ip<n.

Propozitia 2. Fie 4, 4,,..., A, o familie finitd de evenimente astfel incat p[ﬁ A} 205

i=1

atunci P[ﬂ Ai} = P(A,)-P(Ay/ A)-P(Ay | A A Ay) - P(A, | A A Ay o A

i=1
Observatie. Daca 4,,4,,..., A, este o familie finitad de evenimente independente in

totalitate, atunci: P(ﬁ A,} =P(A4,)-P(A4,)-P(4,)-....- P(4,) -

=1
Observatie. P(ANB) = P(A)-P(B), pentru A, B evenimente independen te '
P(A)-P(B/A), pentru A, B evenimente dependente
Propozitia 3. (Formula probabilititii totale) Fie (A1 s Ay ey An) un sistem complet de

n
evenimente (adicd A4; mAj =0, Vi# jii,j=Lnsi U4, =Q)si XeK,cu
i=1

P(X)#0. Atunci P(X)= 3 P(4;)- P(X ] 4).
i=1

Propozitia 4. (Formula lui Bayes) Fie (A1 s Ay sy An) un sistem complet de evenimente
P(4;)-P(X/ 4;)

st XeK,cu P(X)#0.Atunci P(4;/X) =

S P(4)-P(X | 4;)
i=1

P(A4;)- P(X /] 4;)

P(4;/X) = o)
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5.3 Scheme probabilistice clasice

1. Schema lui Poisson

Se considerd n urne, fiecare urnd U;, i = I,_n, continand bile albe si bile negre. Se
cunosc probabilitatile evenimentelor ca, facand la intamplare o extragere din urna
U;, i= I,_n, sa obtinem o bild alba, respectiv o bila neagra, probabilitati notate p;,

respectiv gq; (p; +q; =1).
Se extrage cate o bild din fiecare urna.
Probabilitatea ca, din cele n bile extrase, k sa fie albe si n — k sa fie negre, notata

P(n:k,n—k), este: P(n :k,n— k) = coeficientul lui ¢* din polinomul Q(¢), unde
O@) = (pit +q1)(Pat +q2)-e Pyt + qy) -

II. Schema bilei revenite cu douda stiri (schema lui Bernoulli sau schema
binomiala)

Se considera o urna care contine bile albe si bile negre. Se cunoaste probabilitatea
p €(0,1) ca extragand la intdmplare o bila din urna, aceasta sa fie alba (¢ =1— p este

probabilitatea ca la o extragere la intamplare din urna sd se obtind o bila neagra).
Se fac n extrageri succesive din urna, cu revenire.
Probabilitatea ca din cele n bile extrase k sa fie albe si n — k sa fie

negre, notatd P(n:k,n—k),este: P(n:k,n—k)= C,lf pkq"_k.

Generalizare: Schema bilei revenite cu "m'" stari (schema multinomiala)
Se considera o urna care contine bile de "m" culori. Se cunosc probabilitatatile

"

evenimentelor ca, extragand la intdmplare o bila din urnd, aceasta sa fie de culoarea "i",

i= I,_m , probabilititi notate py, py,....., p,,, cu p; €(0,1), Zp,. =1.
i=l1
Se fac n extrageri succesive din urnd, cu revenire.
Probabilitatea P(n:ny,n,,....,n,,)ca din cele n bile extrase n; sa fie

n

de culoarea "1", n, sa fie de culoarea "2",... .. n,, " de culoarea "m", este:
. n! n, n, n
P(n.nl,nz,....,nm)=ﬁp1 TPyt e e
ml-npl. “Ny,!
Observatie. Schema bilei revenite poate modela o experientd cu doua rezultate posibile:
evenimentele 4 si 4, avand probabilititile p si ¢ de a se realiza la orice repetare a

experientei, cu p, ¢ >0, p+qg=1.

35



III. Schema bilei nerevenite cu doud stari (schema hipergeometrica)

Se considerd o urnd care contine N bile, dintre care N bile albe si N, bile
negre. Se fac n extrageri succesive din urna, fara revenire.

Probabilitatea ca din cele n bile extrase k sa fie albe si n — k sa fie
negre, notata P(n:k,n—k), este:

ck cnk
P(n:kn—k)y=—1 "2 .
Ch
Generalizare: Schema bilei nerevenite cu "m'"" stiri
Se considerd o urna ce contine N bile de "m " culori, dintre care N; bile de

culoarea "1", N, bile de culoarea "2 ",.., N, bile de culoarea "m ".

Se fac n extrageri succesive din urnd, fara revenire.
Probabilitatea P(n: ny,n,,....,n,,)ca din cele n bile extrase n; sa fie

de culoarea "1", n, de culoarea "2",...... "n,," de culoarea "m ", este:
n,o o ~n, n
' CN] CNz ......... Cy
P(n:np,ng ..., ny)= p
Cn

5.4 Ilustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

1. Intr-o urna sunt 10 bile albe si 15 negre. Se extrag consecutiv 2 bile. Si se calculeze
probabilitatea de a obtine bile de culori diferite in ipotezele:
a) prima extragere este cu revenire;

b) prima extragere este fara revenire.

Rezolvare:
Notdm 4, - evenimentul ca la prima extragere s obtinem o bila alba;

A, - evenimentul ca la a doua extragere sa obtinem o bila alba;
N, - evenimentul ca la prima extragere sd obtinem o bild neagra;
N, - evenimentul ca la a doua extragere sa obtinem o bild neagra.

Fie X evenimentul ca in cele doua extrageri sa obtinem bile de culori diferite. Deoarece
evenimentele 4] NN, si N; N 4, sunt incompatibile, rezultd ca

P(X)=P((4, "Ny)U(NynA4y))=P(4, "N, )+ P(N| N 4y).

a) Daca extragerile sunt cu revenire, atunci evenimentele 4; si N, , respectiv N| si
A, sunt independente, prin urmare:
10 15 10 15

P()()zP(Al)-P(N2)+P(Az)-P(Nl):2—5-2—5+2—5 2—5—0,48.
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b) Daca extragerile sunt fard revenire, atunci evenimentele 4; si N, , respectiv Nj si
A, sunt dependente, deci P(X) = P(A4;)- P(No/A4;)+ P(Ny)-P(Ay/ Ny).
P(N, / Ay) reprezintd probabilitatea de a obtine o bild neagra la a doua extragere, stiind

ca la prima extragere s-a obtinut o bila alba, deci
P(Ny I dy) = nr de bile negre 15

nr de bile ramase inurna 24
P(A4, / Ny)reprezintd probabilitatea de a obtine o bila alba la a doua extragere, stiind ca

la prima extragere s-a obtinut o bila neagra, deci

P(4y I Ny) = nr.de bile albe _ 1_5
nr de bile ramase inurna 24
Obtinem ca P(X)=1—0-1—5+£-m=0,5.
25 24 25 24

2. Un magazin primeste intr-o zi 10 produse de acelasi tip, dintre care 5 provin de la
furnizorul Fj, 3 provin de la furnizorul F, si restul de la furnizorul F3. Care este

probabilitatea ca din 4 produse vandute:
a) doud sa provind de la F, si cate unul de la ceilalti furnizori?

b) toate sa provina de la acelasi furnizor?
¢) unul singur sa provind de la F3?

Rezolvare:
a) Problema poate fi modelata cu ajutorul unei urne continand bile de trei culori, din

care se fac extrageri fara revenire.

5F 1 F,

! se extrag 4 4
10 produse T 3F, fard revenire \ 2F;
2 F, | Fs

Aplicand schema urnei cu bila nerevenita, obtinem:

1 2 Al
C;-C5-C
P(4:1,2,1) = %: % =0,142857 -
Cro
b) Fie B evenimentul ca toate produsele sa provina de la acelasi furnizor; acesta se

realizeaza numai atunci cand toate produsele provin de la Fj, prin urmare

o400
— . _ 53 2 1
P(B) = P(4:4,0,0) = 321 -0,0238.
Cro

c¢) Fie C evenimentul ca ¢) un singur produs sa provind de la F3.

Se observa ca, aplicand schema urnei cu bile de 3 culori, numarul situatiilor in care se
realizeaza evenimentul C este destul de mare.
Problema poate fi modelata mai usor cu ajutorul unei urne continind bile de doua culori:

bilele albe reprezintd produsele ce provin de la F sau F,, iar bilele negre sunt produsele

. . ) c3.ch
care provin de la F5. Obtinem: P(C)= P(4:3,1)= -8 : 2 _ 85 053333

15
10
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Teste de autoevaluare
1. Doi studenti sustin simultan un examen. Probabilitatea ca primul student sa
promoveze este 0,8, iar probabilitatea ca al doilea sa promoveze este 0,7. Sa se calculeze
probabilitatea ca:
a) ambii studenti sd promoveze examenul;

b) exact un student s promoveze;
¢) cel putin un student sa promoveze;
d) numai primul student sa promoveze.

2. Dintre cele 30 de subiecte recomandate pentru examen de catre profesorul de curs,
un student a pregatit 20 de subiecte, pe care le poate prezenta perfect . La examen fiecare
subiect este scris pe cte un bilet, iar studentul trebuie sd extraga cinci bilete la intAmplare
si sd prezinte cele cinci subiecte aflate pe bilete. Stiind ca pentru fiecare subiect la care
raspunde corect va primi doud puncte si ca nu se acorda nici un punct pentru rezolvari
partiale, sa se determine probabilitatea ca:

a) studentul sa primeasca nota 10;

b) studentul sa primeasca nota 6;
¢) studentul s nu promoveze examenul.

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

1. Problema poate fi modelata cu ajutorul unei urne continand bile de doua culori, din
care se fac extrageri fara revenire.

a) Se cere probabilitatea ca din cele 5 subiecte extrase, 5 sa fie rezolvate perfect.

20 pot fi lvat fect 5 pot fi lvat fect
/ pot fi rezolvate perfect extrag / pot fi rezolvate perfec

fara revenire

»
»

30 subiecte

\ 0 nu ot fi rezolvate perfect
10 nu pot fi rezolvate perfect

5 0
C5,-C
P(5:5,0)=—22 10 _ 0027198
CS
30
b) Se cere probabilitatea ca din cele 5 subiecte extrase, exact 3 sa fie rezolvate perfect:
C3, - Cii
P(5:3,2)=—20 10 _ (35993
C5
30

c) Fie C evenimentul ca studentul sa nu promoveze examenul, adica sa rezolve
perfect 0, 1 sau 2 subiecte:
2 cd.co kot i c
P(C)= 3 P(5:k,5—k)=—20—0 + 2010 20 10— 027283
k=0 C3o C3o C3o
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2. Notam cu A4 evenimentul ca primul student s promoveze examenul si cu B
evenimentul ca al doilea student sa promoveze.

a) Cum cele doud evenimente sunt independente, rezulta ca probabilitatea ca ambii
studenti sd promoveze examenul este: P(A N B)= P(A)-P(B)=0,8-0,7=0,56.

b) Probabilitatea ca exact un student sa promoveze examenul este:
P((4nB)U (4 B))= P(4~B)+ P(4 B) = P(A)- P(B) + P(4)- P(B) =
=0,8-0,3+0,2-0,7=0,38.

c) Probabilitatea ca cel putin un student sa promoveze se scrie:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(AnB)=P(A)+ P(B)—P(A)-P(B) =
0,8+0,7-0,8-0,7=0,94.

d) Probabilitatea ca numai primul student sa promoveze se poate calcula astfel:
P(A N E) = P(A)~ P(E) =0,8-0,3=0,24, avand in vedere independenta celor doud

evenimente, sau
P(4~B)=P(4\ B)= P(4)- P(4n B)=0,8-0,56 = 0,24

Bibliografia unitatii de invatare 5

1. Gh. Cenusa si colectiv, Matematici aplicate in economie. Teorie si aplicatii.
Editura CISON, Bucuresti, 2007

2. S. Dedu, F. Serban, Matematici aplicate in economie. Culegere de probleme,
Editura Teocora, Buzau, 2009

3. I. Purcaru , Matematici generale si elemente de optimizare,

Editura Economica, Bucuresti, 1997.

Lucrarea de verificare nr. 4

1. Intr-o urna sunt 10 bile albe si 15 negre. Se extrag consecutiv 2 bile. Si se calculeze
probabilitatea de a obtine bile de culori diferite in ipotezele:
a) prima extragere este cu revenire;

b) prima extragere este fara revenire.

2. Trei banci acordd credite pentru finantarea studiilor cu probabilitatile 0,8; 0,75,
respectiv 0,82, independent una de alta. Un student se adreseaza tuturor bancilor. Cu ce

probabilitate el va primi:
a) trei raspunsuri favorabile;

b) exact doud raspunsuri favorabile;

¢) exact doua raspunsuri nefavorabile;
d) nici un raspuns favorabil;

e) cel mult doua raspunsuri favorabile .
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UNITATEA DE INVATARE 6

Variabile aleatoare

Cuprins

6.1 Obiectivele unitatii de TVALATE O......ccc.eeruiiiiiiiieiiieie et
6.2 Variabile aleatoare unidimensionale .............ccccoooeeiuiiiieiiiiiie e
6.3 Variabile aleatoare bidimensionale ..............cccciiieiiiiiiieiiiie e
6.4 Variabile aleatoare unidimensionale ClasiCe............cceevvviiiiiiiiiiiieeiiieecie e
6.5 Tlustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor..........coevevereiinienenieneeienee,
Teste de QULOCVAIUATE .........oeeuviiiiiiiiciie ettt ettt e et e et e e e eae e e eaaeeeeaseeetaeeensaneas
Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare .............cccovveviieiieniieiieniecee e,

Bibliografia unitatii de TAVALATE O ........c.ceouiiiiiieiieeiierie ettt see et ebeesaaeebee e
Lucrarea de verificare nr.5

6.1 Obiective

Unitatea de invatare 6 continud incursiunea in teoria probabilitatilor, prezentand
variabilele aleatoare. Impreuni cu notiunile importante asociate lor, precum
caracteristicile numerice corespunzatoare acestora, ce sunt de un real folos pentru
practica economica, pentru studiu si cercetare, pentru realizarea performantei in viitoarea
munca de economist si eficientizarea activitatii | la nivel micro si macroeconomic.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

- notiunile de variabile aleatoare existente i conceptele de bazd din teoria
probabilitatilor corelate cu ele, toate acestea oferind economistilor, indiferent de
domeniul in care vor lucra, cunostinte solide de stricta specialitate, dar si tehnici specifice
matematicii aplicate;

- tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de ,,Variabile
aleatoare  si al lucrdrilor de verificare ale studentilor din invatamantul economic din anul
I, ID, de la Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori din Academia de
Studii Economice Bucuresti.
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6.2 Variabile aleatoare unidimensionale

Definitia 1. Fie (2, K, P) un camp de probabilitate.
O aplicatic X : QQ — R se numeste variabila aleatoare daca
pentru orice x € R avem: {a)|X(a)) <xjeK.
Definitia 2. Spunem ca variabila aleatoare X :Q — R este:

a) discreta, daca multimea valorilor variabilei aleatoare (adica X (QQ) ) este finitd sau
numarabil3;

b) continua, dacad multimea valorilor variabilei aleatoare este un interval sau o
reuniune finitd de intervale din R .

Repartitia unei variabile aleatoare discrete X se reprezinta sub forma unei matrice
avand doua linii: prima linie contine valorile pe care le ia variabila aleatoare, iar a doua
linie contine probabilitatile ca variabila aleatoare sa ia aceste valori:

X:(Xi] > pi:P(X:xi)=i€]: zpi:L
Pi Jicr iel
unde / este o multime finitd sau numadrabila.
Definitia 3. Se numeste functia de repartitie a variabilei aleatoare X aplicatia
F:R—[0,1], F(x)=P(X <x)=P({o e Q/ X(w) < x}).
Propozitia 1. Daca F' : R — [0,1] este functia de repartitie a unei variabilei
aleatoare X : Q2 — R, atunci:

a) lim F(x)=0, lim F(x)=1;

X—>—00 X—>00

b) F este nedescrescdtoare adicd V xj,x, € R, x; <xp = F(x)) < F(x3);

¢) F este continua la stanga, adica Vxe R = F(x—0)=F(x).
Propozitia 2. Daca functia F: R — R satisface conditiile a), b), c¢) din propozitia
precedentd, atunci exista un un camp de probabilitate (Q, K, P) si o variabila aleatoare
X :Q — R acarei functie de repartitie este F .
Definitia 4. Fie X : QQ — R o variabila aleatoare continua si 7/ = X (Q). Daca functia de
repartitie F a variabilei aleatoare X este derivabild, cu derivata continud, pe / , atunci
functia f(x) = {F'(x)’ xel

0 ,xel

probabilitate) a variabilei aleatoare X .
Propozitia 3. Densitatea de repartitie / : R — R a unei variabile aleatoare continue

se numeste densitatea de repartitie (densitatea de

verificd proprietdtile: a) f(x)>0, VxeR; b) T f(x)dx=1.

—o0

Propozitia 4. Daca functia f: R — R satisface conditiile a), b) din propozitia
precedentd, atunci existd un un cadmp de probabilitate (Q, K, P) si o variabila aleatoare
X :Q— R acarei densitate de probabilitate este f .

Observatii. Fie X : Q — R o variabila aleatoare continud, avand densitatea de repartitie
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f sifunctia de repartitie F'. Atunci:

1) Deoarece F este o primitivd pe R a functiei f°, rezultd f(x) = T f(t)dt, VxeR-

—0

2) P(X <a)=P(X <a)=F(a)= T F(x)dx s

—00

P(X >b)=P(X >b)=1-F(b) :Tf(x)dxé
b

b
Pla<X <b)=P(a<X <b)=Pa<X <b)=Pla< X <b)=F(b)—F(a)=[ f(x)dx

a

Definitia 5. Variabilele aleatoare X, i = I,_n, n > 2 sunt independente daca evenimentele
4; = {a) |Xi (w) < xl-} sunt independente, Vx; e R, i = Ln.

Observatie. Fie X:[ xij , Y:{y Y } variabile aleatoare discrete. Atunci X, Y
Pi Jier qj jeJ

independente dacd P(X =x;,Y=y;)=P(X=x;)-P(Y=y;),Viel, jeJ

Propozitia 5. Daca X:QQ — R, Y:Q — R sunt variabile aleatoare §i ceR, ae R, a>0,

keN", atunci c- X, X +c, |15 x*, 1 (dacd X nu ia valoarea 0), X, X +Y, XY sunt
X

variabile aleatoare.

Observatie. Daca y - ( i J si Y:(y J J sunt variabile aleatoare discrete, atunci
Pi Jier 95 jeJ

e .. C e . . CX;
repartitiile operatiilor cu variabile aleatoare definite mai sus sunt: ¢- X : ,
Pi Jier

1
X;+¢ . k oy — Xi
X+c:( ! j aX;{x’] an:{x’ J > 1:[)" ,x,-;tO,Vi=1,n’aX:[a ] >
Pi iel Pi Jieq Pi Jier X Di il pi iel

x.+y4 x-y- . .
x+v:| g xey: ie],undepl-j=P(X=xl-,Y=yj),‘v’zeI,]eJ.
pij Pij jeJ

jeJ
Definitia 6. Se numeste media (valoarea medie) variabilei aleatoare X numadrul (daca
exista):

M(X)= Y x;p;,daca X este o variabild aleatoare discreta;

iel
o0
M(X)= Jx - f(x)dx,dacd X este o variabila aleatoare continua.
—0
Propozitia 6. Daca X : Q2 > R, Y :Q — R sunt variabile aleatoare si a € R, rezulta:
a)M(a)=a;

b) M(aX)=aM(X);
) M(X+Y)=M(X)+M(Y);
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d) daca variabilele aleatoare X', Y sunt independente, atunci M (X -Y)=M(X)-M(Y).
Definitia 7. Se numeste dispersia variabilei aleatoare X numarul (dacd exista):
D?*(X)= M[(X —M(X))? J
Propozitia 7. Dacd X : Q2 > R, Y : Q — R sunt variabile aleatoare si a € R, rezulta:

a) D*(X)>0;

b) D*(X)=M(X?)-M*(X);

¢) D*(a)=0;

d) D*(aX)=a’D*(X);

e) dacd X, Y sunt independente, atunci D?(X +Y) = D?(X)+D?(Y).

Definitia 8. Se numeste abaterea medie patratica (abaterea standard)
a variabilei aleatoare X numadrul (dacd existd): o(X)=D(X)=+D>*(X)-
Definitia 9. Se numeste moment initial de ordin r al variabilei aleatoare X numarul
(dacd exista): m, =M, (X)=M(X").
Observatie. m, = > x; p; , dacd X este o variabila aleatoare discretd;
i ;I

m, = jxr - f(x)dx , daca X este o variabila aleatoare continua.
Definitia 10. Se nurieste moment centrat de ordin r al variabilei aleatoare X numarul
(daca existd): u, =M, (X -M(X))= Ml(X—M(X))r J
Observatie. , = (x; —M (X)) p; , dacd X este o variabila aleatoare discret;

iel

0

m, = [(x=M(X))" f(x)dx> daca X este o variabila aleatoare continua.
Definitia 15. Fie (€2, K, P) un camp de probabilitate si X : Q — R o variabila aleatoare.
Se numeste functia caracteristica a variabilei aleatoare X aplicatia

@p:R—>C, p(t) =M(eitX )

Observatie. ¢(f) = Zeitxk P »dacad X este o variabila aleatoare discreta;
kel

0 .
@(t)= [e™ f(x)dx, daca X este o variabild aleatoare continua.
—0o0
Definitia 16. Fie (€2, K, P) un camp de probabilitate si X : Q — R
o variabila aleatoare. Se numeste functia generatoare de momente a variabilei aleatoare
X aplicatia g: R —> R, g(t) :M(etX )
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6.3 Variabile aleatoare bidimensionale

Definitia 1. Fie (Q, K, P) un camp de probabilitate. O aplicatie (X Y ): Q> R?se

numeste variabild aleatoare bidimensionald (vector aleator) daci oricare ar fi (x,y)e R?

avem: {a)|X(a)) <x,Y(a))<y}eK.

= In cazul in care componentele X, Y sunt variabile aleatoare discrete cu
o multime finitd de valori, repartitia vectorului aleator (X,Y) se poate reprezenta sub

forma: x.1) (i0v; sau sub forma tabelului urmator:

X,Y): -
Pij i=l,m
j=Ln

% YI m oy oo yjoe pi

X1 P11 P12 st Pyttt P P1

*2 P21 P2ttt P2y P P2

Xi P P2 ottt Pyt Pin pi

X Pml Pm2 *** DPmj """ Pmn Pn

qj @ 4@ o g 4y 1

n P m
unde = p(x =x.¥=y;) i=tm j=Ln> p;=3Y py.i=Lms q;=3 pj.j=Ln
= i

cu conditiile: 1) Pij 20, Vi=1m, j=1,_n si 2) g“ ipijzl.
i=1j=1

Repartitiile marginale sunt repartitiile variabilelor care compun vectorul (X,Y).

Repartitia variabilei aleatoare X conditionata de evenimentul (Y =y j)’ unde j e L,

este: — . i .
X/Y_yj'(P(Xﬂi/Y:yj)J P

i=l,m

Repartitia variabilei aleatoare Y conditionatd de evenimentul (X = x;), unde i € Lm,

y‘
este: y/ x=x - J .
) [P(Y =y X =xz’)l»:1,n

Definitia 2. Se numeste covarianta variabilelor aleatoare X §i ¥ numarul:
cov(X,Y)=M(XY)-M(X)-M((Y).
Definitia 3. Variabilele aleatoare X si Y se numesc necorelate daca

cov(X,Y)=0.
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Definitia 4. Se numeste coeficientul de corelatie al variabilelor aleatoare X si ¥
cov(X,Y) M(XY)-M(X)-M()
o(X)-o(¥) o(X)-a(¥) '

numarul: p(X,Y)=

Propozitie. Oricare ar fi variabilele aleatoare X §i Ycu D?(X) -D?(Y)=0, au loc
urmatoarele proprietati:

1) p(X,Y)=0 daca si numai dacd X si ¥ sunt necorelate.

2) Daca X, Y suntindependente, atunci p(X,Y)=0.

3) |p(X,Y)|<1.
4) Daca | p(X,Y )| =1, atunci intre X si ¥ existd o dependenta liniara.

6.4 Variabile aleatoare unidimensionale clasice

REPARTITII CLASICE DISCRETE
Repartitia binomiala

XeBi(n,p)@X:( ;s neN'; p,g>0; prqg=1.

k k _n—k
Cnp q ]k=0,n
M(X)=np; D*(X)=npq; co(t)=(pe”+q)n~

Repartitia Poisson
k

XePo(A)= X:| | ; A>0.
e PRE—
k' keN

M(X)=2; D*(X)=A; o) =e™¢D,

REPARTITII CLASICE CONTINUE
Repartitia Gamma

1 _
xal

X eIa,b]; a,b>0 < Xare densitatea de repartitie: ;(,)_ | I(a) e’ x>0

0, x<0
M(X)=ab, D*(X)=ab*; o(t)=(1-ibt)™.

Repartitia normala
X e N(m,o); o0 >0,me R < X are densitatea de repartitie:

_(x-m)’

20° , XeR

f(x) = U\/ﬁe
M(X)=m, DX(X)=062%; o(t)=e™=" .
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6.5 Ilustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

1. Fie variabila aleatoare discreta X{_z -1 ol ZJ, PER.

2p 4p p 2p p

Sa se determine:
a) repartitia variabilei aleatoare X;

b) functia de repartitie a variabilei .X;
c) media, dispersia si abaterea medie patraticd variabilei aleatoare X;
dyM(X’), M(2X -3), D*(3X -2);
e) probabilititile: P(X <-0,75), P(X >1,25), P(-1,25< X £0,5),

Rezolvare:

a) Impunem conditiile ca p >0 si 2p+4p+p+2p+p:1:>p:%.

-2 -1 0

< < .- e I 2
Rezultd ca repartitia variabilei aleatoare X este: X:{ 5 4 1 o 1].

b)

10 10 10 10 10
0,x e (-0 ,—-2]

2 1
—=—,x€e (-2,
10 5 ( ]

2,463 0o
10 10 10 5

i.'.i 1_= 7_’xe(0,1]

10 10 10 10

i+ i+ 1_+ i:g_’xe(l’z]
10 10 10 10 10

I, x € (2,+0 ]

F (x)=P((X <x)=

¢) M(X):(—2)-%+(—1)-%+0-L+1-i+2 L__4__04.

101010 10

M) =2 24?02 L2 2,02 L8 g

0 10 10 10

D*(X)=M(X*)-M?*(X)=18-(-0,4)" =1,64.

o(X)=+D*(X)=128.

@3 23 A3 L3203 0
dYM(X")=(-2) 1O+( 1) l0+0 10+1 l0+2 1.

10

Folosind proprietatile mediei si ale dispersiei, obtinem:
MQX-3)=2M(X)-3=2-(-0,4)-3=-38.D*(BX -2)=9D*(X)=9-1,64 =14,76..

e) P(X£—0,75)=P(X=—1)+P(X:_2)=%+i_ 3

10 5°

P(X >125)=P(X =2) :%.
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P(—1,25SXSO,5):P(X:—1)+P(X:O):%=%,

a(l-x), xe[0,1]

,a€R.
0, x¢[0,1]

2. Fie f:R >R, f(x)={

Sa se determine:

a) parametrul a € R astfel incat f s fie densitatea de repartitie a unei variabile
aleatoare continue X;

b) functia de repartitie a variabilei aleatoare X;
Titatile 1 1) o 1 3).
c¢) probabilitatile: P(X < Z), P(X > 5) s P(Z <X< E)’

d) media si dispersia variabilei aleatoare X;

Rezolvare:

a) Pentru ca functia f sa fie densitatea de repartitie a unei variabile aleatoare
continue, trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

1) f(x)20,VxeR=a=0;

2) Ojof()c)cile.

o0 0 1 o0 0 1 00
Avem: jf(x)dxz Jf(x)dx+ff(x)dx +jf(x)dx= Jde+Ja(1—x)dx+J0dx=
—0 —0 0 1 —0 0 1
:a(x_xé) L =¢; din conditia [ f(x)dx =1 rezulta %=1:> a=2,deci

[20-%, xe[0,1]
f(x)_{ 0, xe[01]

X
b) Functia de repartitie a variabilei aleatoare X este F:R — R, F(x)= [ f(t)d: -

—00

" xe(-o, 0]= F(x)= TOdt =0’

o]

0 X X
= xe(0,]]= F(x)= det+j2(1—t)dt=(2t—t2)‘0 =2x—x2;
—0 O

0 1 X
» xe(l,o)= F(x)= IOdt+ IZ(I—Z)a’t+ IOdt =1.
—o0 0 1
Am obtinut ca:
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F:R—[0,1], F(x)=12x-x2, xe(0,]

c) P(X<%)=F(% =%—%=%.

Plr>t)=1-plx<l)=1-F(1)=1-1=1
Plysxsg)=rl3)-rly)1-4=5
T ? L * x2 2x31 1
d) M(X)= IXf(x)dxzfx-de+jx-2(1—x)dx+jx.()dx:[_ _1.
. - 0 1 23 )73

© 0 1 0 2x3 x4 ! 1
M(XZ): [x? f(x)dx= [x?-0dx + [x? 21— x)dx+ [x? -0dx=| = -2 | ==
-0 —o0 0 1 3 2 6

D*(X)=M(X})-M>(X) =

2 —=x
. . 2,x2 .
3. Fiefunctia f:R—> R, f(x)= focte 2, x 20 , ke R.Sase determine:
0, x<O0
a) parametrul k£ € R astfel incat f'sa fie densitatea de repartitie a unei variabile

aleatoare continue .X;
b) functia de repartitie a variabilei aleatoare X;

¢) probabilitatile: P(X <4), P(X >6), P(6< X <8), P(X <4/ X >2);
d) media, dispersia, momentul initial de ordinul r, r € N i pentru variabila aleatoare X

Rezolvare:
a) Conditiile ca f sa fie densitatea de repartitie a unei variabile aleatoare continue X

sunt:
Df(x)20=k>0;

2) Of F(x)dx=1.

0 0 o0
Avemcd [ = [ f(x)dx= [Odx+ | kx%e™*, dx ; folosind schimbarea de

—00 —00 0

o0
Variabilég — = x=2f: dx=2dt,Obtinem ca J = kj412e_’ 2dt =8k -T'(3) =16k ; din conditia
0

48



1 .2

Lxe™ x>0
I=1:>k=%.Rezultécéf:R—>R, f(x):{l6xe X =T

0, x<0

X
b) Functia de repartitie a variabilei aleatoare X este F': R - R, F(x) = f f(t)dt .

—0o0

" xe(-0,0]= F(x)= ].COdt =0;

—00

0
x€(0,00)= F(x)= IOdt+

15, 1%, _\ | -
—[t7e T dt=—[t"\-2¢ | dt=——t"¢
Cw 16 16 8

X 1 X ,
+—[(Q2t)e *dt =
0 80

0

2 X ' 2 X X 2
:—x—e_%+1J't(—26_§)dt:—x—e_§—£e_17 +7Ie_l7dt:——e"—£e_7—e_7x:

8 45 8 2y 24 2 0

2
_ X +4x+8 o Rezulta:
8
0, x<0
F:R—> R, F(x)= X2 +4x+8 .
l-————e 2>, x>0
8
¢) P(X <4)=F(4)=1-5¢72;
P(X>6)=1—P(XS6)=1—P(X<6)=1—F(6)=1?7e_3;

P(6< X <8)=F(8)-F(6) =%e_3 —13e74;

P((X£4)m(X>2)): PR<X<4) FA)-FQ) _ %—f e-2

P(X<4/X>2)=

P(X >2) 1-P(X<2) 1-F(2) 3 e

d) Momentul initial de ordinul 7 este:

o 0 o 1 .
m, =M(X")= [x"f(x)dx = Ixr-de+.fxr-Exze_7dx;

—00 —00 0

cu schimbarea de variabila g =t = x =2t; dx = 2dt rezulta

1% _ _
m, =—[(20) e 2dt = 2" - T(r +3).

16
Am obtinut ¢ m, =271 (r+2)!, Vr eN".

= Media variabilei aleatoare X este momentul initial de ordinul /, prin
urmare M (X)=m; =3!=6.
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» Avemcid M(X?)=m, =2 41=48, deci dispersia variabilei este:

DX(X)=MX*-M*(X)=my -mi =12.

4. Fie X, Y doua variabile aleatoare discrete avand repartitia comuna data in tabelul
incomplet de mai jos:

Y| -1 0 1

X Pi
-1 10,2 0,6
1 0,1
q; 0,3 0,3

a) Sa se scrie repartitiile variabilelor X, Y si repartitia comuna a variabilelor X', Y.

b) Sa se scrie repartitiile variabilelor X /Y =11 Y/ X =1, |Y | .

Rezolvare:
a) Impunand conditiile

2 3 3 2 .
Zpizl, quzl, Zpl-jzpl-,Vi:LZ, ZPUZQj,VJ=1,3,Ob§1nem:
i=1 J=1 j=1 1=1

prtp2=1=py=04;q1+q9,+q3 =1= 9, =0,4; p1; +p21 =03= py; =0.1;
P12+ P20 =04=p1=03; pip+pio+p13 =0,6= p13 =01,
P13+ p23 =03=pr3=0.2.

9 e . -1 1 -1 0 1
Rezulta repartitiile variabilelor X', Y: X : ;Y

0,6 04 03 04 03

si repartitia comund a variabilelor X', Y :
Y| -1 0 1 Di

-1 10,2 0,3 0,1 |06
0,1 0,1 02 |04
qj 0’3 0’4 0’3 1

b) X/Y:I:(_l lj

ap
a =P(X=—1/Y=1):P((X :13;):1)(1/:1)):(())’;:;;
P(x=1)n(r=1) 02 2
ay =P(X =1/Y =1)= ( P(IZ;() ))=§=§;
. - -1 0 1
obtinem: X/Y =1:| | ,|; Y/X=-1: ;
3 3 b B B3
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1 1
Analog y/ x - [ 1 1]
3 6

1 1
M ;
03 04 03 0,4 0,6

Teste de autoevaluare

o vl— o

1. Si se determine variabila aleatoare y . [“ atl a+ ZJ, stiind cd M(6X°)=7,

p 3p 2p
aeZ, peR.
ax, x¢€[0,1]
2. Fiefunctia f:R >R, f(x)=l2-x, xe(1,2]- S se determine:
0, xe¢[0,2]

a) parametrul a € R astfel incat f'sa fie densitatea de repartitie a unei variabile
aleatoare continue X;

b) probabilititile P(X >3 ) si P(X >1/x < %),
c¢) functia de repartitie a variabilei aleatoare .X;
d) media si dispersia variabilei aleatoare X;

3. Fie doua variabile aleatoare X , Y unde

-1 1 0o 1)
X: , Y Fie k=P(X =-1,Y=0).
0,7 03 0,4 0,6

a) Sa se scrie tabelul comun al repartitiei variabilelor aleatoare X, Y.

b) Sa se determine parametrul k& € R astfel incat variabilele aleatoare X, Y sa fie
necorelate.

¢) Pentru £ determinat la punctul precedent, sa se stabileasca daca variabilele
aleatoare X , Y sunt independente.

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

1. Din conditia ca X sa reprezinte o variabila aleatoare discretd, obtinem:
a a+l a+2
1 3 2
6 6 6
M(6X2)=7<:>6M(X2)=7<:> 6-(a2 Li@+n? - 3+(@+2)? %):7@

S at+3a*+6a+3+2a° +8a+8=7< 64’ +14a+4=0=>

p=0si p+3p+2p=1:p=%:X:(

:>a1=—2, aj =—§eZ,deci a=-2.
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Prin urmare, repartitia variabilei aleatoare X este:
-2 -1 0
X :[ 111 }
6 23

2.a) Pentru ca functia f sa fie densitatea de repartitie a unei variabile aleatoare

continue, trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:
1) f(x)20,VxeR=a=0;

2) ojof(x)dx:l.

oS 0 1 2 0
_[f(x)dx = If(x)dx + ff(x)dx +_[f(x)dx + ff(x)dx =
—0 o0 0 2

- 1

0 1 2 o 2 2Y
= J'de+J-axdx+j'(2—x)dx+Ideza— Fl2x-——| =241,
2 2 22
—o 0 1 2 0 1
" X, x €[0,1]
jf(x)dx=1:>a=1:>f(x)= 2—-x, xe(,2] -
-0 0, x¢[0,2]

) o x>3)=T | Jodc=!
>E —If(x)dx—_f(Z—x)dx+I0dx—§-
3 3 2

2

P(XZ%/XS%): P((Xzi)“(Xﬁi)): P(QSXs;)'
P(XS%) P(Xg%)
P(%SXS%)Z.g[f(x)dx=.1[xdx+i(2_x)dx:§_z; P(XS%)zl—P(X>%):%’ o
¥ 1 1
P(XZ%/XS%):%.

X
¢) Functia de repartitie a variabilei aleatoare X este F':R — R, F(x)= [ f(1)dt -

—0o0

" xe(-0,0]= F(x)= TOdt:O;

—00

0 X 21X 2
n _ 1 =X
xe(0l]= F(x)= [0dt+[tdt="1 020
—0 0
0 1 b 2 1 ;
xe(12]= F(x)= [0dt+[tdi+[(2~t)dt =1 0+(2“7)\1 -
—0 0 1
1 Xt 3 —x'+4x-2.
—2+2x 2 2_ 2 >
0 1 2

X
x€(2,0) = F(x)= [0dt+ [tdt+ [(2—¢)dt+ [0dt =1. Am obtinut ci:
—o 0 1 2



0, x € (—,0]
x2
— xe(0,1]
F:R>[O1, Fo={ 2
L‘M—Z’ xe(l,2]
2
1, x € (2,0)

0 0 1 2 0
d) M(X)= fxf(x)dxz jx-de+Ix-xdx+jx(2—x)dx+jx-dez
0 1 2

—00 —00

1
3 3
el x
3 3
0 1
1

© 0 2 0
M(Xz)z fxzf(x)dxz jx-de+Ix2~xdx+jx2(2—x)dx+Ix-dez

:l+4—§—1+1:1'
3 3 3

—0 —0 0 1 2
AR e 2T s )
T4 R T4 3 3 4 6 N 6
3. a)

X Y 0 1 Di
-1 k 07—k |07
04—k k-o01 |03

g 0,4 06 |1

Din conditiile: 1) p;; 20, Vi, j=12 si

2 2 .
2y s pyj =1 obtinem:
i=1j=1
k>0
0,7-k>0 .
[ R== =0,1<k<04>
04-k>20
k-012>0
)< k+0,7-k+0,4—-k+k—-0,1=1, relatie care se verifica, V k € R.
in concluzie, repartitia comuna a variabilelor X', Y este cea din tabelul de mai sus, cu
conditia & €[0,1; 0,4].
b) Variabilele aleatoare X, Y sunt necorelate daca avem:

cov(X,Y) =0 M(XY) - M(X) M(Y)=0.

2 2
M(X)= Y x;p; =(-1)-0,7+1:03=-04; M(¥)=3Yy;q;=0-04+1:06=06;
i=1 j=1

2 2
MXY)= Y Y xiyjpj = (=1)-0-k+(=1)-1-(0,7= k) +1:0- (0,4 — k) +1-1- (k- 0,1) = 2k — 0.8
i=1j=1

M(XY)-M(X)-M(Y)=0=2k-08+024=0=k=028<[0,1; 0,4].



¢) Pentru valoarea determinata a parametrului & obtinem tabelul repartitiei comune de
mai jos:

-1 0,28 0,42 |0,7
0,12 0,18 10,3
g; |04 06 |1

Avem ci: P(X =1, Y=0)=0,28=P(X =—1)- P(Y =0);
Px=-1,7Y=1)=042=P(X =—1)- (Y =1); (X =1, Y =0)=0,12=P(X =1)- (Y =0);

P(X=1,Y=1)=0]18=P(X =1)- (Y =1);de aici rezult, civ.a sunt independente.
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Lucrarea de verificare nr.5

T cgeq - -2 -1 0 1 2
1. Distributia variabilei aleatoare X este X:[ ; 1

1 3 2 '
6 4P PP 16
Sa se determine: a) parametrul p € R; b) Media si dispersia lui X,

: : x> s :
2. Fiefunctia f:R—> R, f(x)= fx e, x20 , ke R.Sa se determine:
0, x<O
a) parametrul k € R astfel incat f'sa fie densitatea de repartitie a unei variabile
aleatoare continue X; b) functia de repartitie a variabilei aleatoare X;

¢) media, dispersia, momentul initial de ordinul 7, r € N i pentru v.a. X

1 2
3. Se considera variabilele aleatoare X , Y, avand repartitiile: X : (O 4 0 6]’

2 4 6 )

Y: ,astfel incat P(X =1,Y =2)=0,1 si P(X =2,Y =4)=0,3. Sa se
0,2 05 0,3

determine coeficientul de corelatie al variabilele aleatoare X , Y
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UNITATEA DE iNVATARE 7

Statistica matematica
Cuprins

7.1 Obiectivele unitatii de TNVALATE 7 ......cocueiiiiiiiiiiiiieie et
7.2 Elemente de t€0T1a SEIECHIET ....u.evuveuieiieiieriieieeiierieeie ettt s
7.3 Elemente de teoria @StIMALICT .......evveeuieieriieieeiienieeie et stceie ettt sttt nae e e saeenees
7.4 Tlustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor...........cooveveviererienieneeieenee,

Teste de aULOEVAIUATE .......eocuiiiiiiiii ettt ettt ettt e et e ebeesaaeenbeeenne
Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare .............cceeeveeiienieniieiienieeeee e,

Bibilografia unitatii de TNVALATE 7 .......cc.eevuiieriieiieeiiesiie ettt ettt s eae b e saaeenbeeneeas
Lucrarea de verificare nr. 6

7.1 Obiective

Unitatea de Invatare 7, introduce statistica matematica, prin relevarea a catorva
elemente de baza ale acestui domeniu deosebit de important din matematicile aplicate n
economie.

Dupa studiul acestei unitati de invatare, studentul va avea cunostinte despre:

- notiunile fundamentale din statistica matematica, toate acestea pentru a cunoaste
mai mult si mai bine tematica si problematica matematicilor aplicate sau aplicabile in
economie;

- tipul de probleme teoretice si practice, care fac obiectul cursului de “ teoria
selectiei si a estimatiei” si al lucrarilor de verificare ale studentilor din invataméantul
economic din anul I, ID, de la Facultatea de Finante, Asigurari, Banci si Burse de Valori
din Academia de Studii Economice, Bucuresti.
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7.2 Elemente de teoria selectiei

Ne propunem sa studiem o anumita caracteristicd a unei colectivitati C.

Presupunem cd aceasta caracteristica este descrisa de o variabila aleatoare X definita
pe un camp de probabilitate (Q,K , P), in care elementele multimii {2 sunt tocmai
lementele colectivitatii C'.

Se numeste selectie (esantion) o colectivitate partiala de elemente luate la Intdmplare
din C .Numarul elementelor unei selectii il numim volumul selectiei.

Spunem ca o selectie este repetata daca elementul luat la intdmplare din C este
reintrodus in colectivitatea generala inaintea efectuarii urmatoarei alegeri.

Se efectueaza o selectie de volum n din populatia considerata si se noteaza cu
Xy, Xp,..,X, valorile de observatie (valori de selectie sau date de selectie)

e Dupa efectuarea selectiei, valorile de selectie xj, x5,......,x,, sunt valori
bine determinate ale variabilei aleatoare X .

o Inainte de efectuarea selectiei, acestea pot fi considerate ca variabile
aleatoare independente X, X>,....., X, , identic repartizate cu variabila X, in cazul unei

selectii repetate.
Variabila aleatoare asociatd experimentului cu n probe independente efectuate asupra
lui X se numeste variabila aleatoare de selectie

o OR o " ce ..
(empiricad) sise noteazd X . Aceasta are urmatoarea repartitie, numita si repartitie

Y % X1 XD eveiiiiiini Xn
empirica: x - 1 1 Bk

n n n
Functia de repartitie a variabilei aleatoare de selectie se numeste functie empirica de
repartitie.
Se numeste statistica o functie de variabilele aleatoare de selectie: T(X X2 X, )
Dupi efectuarea selectiei, statisticii 7(X, X5 ....., X, ) i se asociaza valoarea sa
corespunzitoare valorilor de selectie obtinute, notatd #(x;, x5 ,.....,x,, ).

Considerdm o selectie de volum n: X}, X»,....., X,, efectuatd asupra variabilei al. X .

n

XX

i=1

» Se numeste moment initial de selectie de ordin r statistica )f, =1
n

— n
Pentru » =1 obtinem media de selectie: X = % >X;.
i=1
n —
* Se numeste moment centrat de selectie de ordin r statistica = 1 (Xi - X )r .
n

Pentru » =2 obtinem dispersia de selectie necorectata:

2 2 — n — -, =2
o =S =“2=i,zl(Xi_X)2=rl1.lef -X
1= 1=

N

. . . o . - .2 —=\2
Dispersia de selectie corectata (modificata) este: g% = = 1(Xi — X) .
1
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7.3 Elemente de teoria estimatiei

Consideram selectia X1, X>,....., X, efectuatd asupra unei populatii care este
caracterizatad de o variabila aleatoare X cu legea de repartitie f (x; 6?).

Dorim sa estimam parametrul € din legea f (x; 6?) cu ajutorul statisticii
T,(X[,X,,.... X, ), care se numeste estimator al parametrului . Valoarea luata de

, unde

o))

— n
Propozitie. a) Media de selectie X = % > X; este un estimator absolut corect pentru
i=l
media m a oricdrei populatii.

n —=\2 . .
b) Dispersia de selectie S? = % Z(X =X ) este un est.corect pentru dispersia o~ .
i=1

: . . 9 n — :
c¢) Dispersia de selectie corectata g :Ll Z(Xi - X)Z este un estimator absolut corect
P
i=l
pentru dispersia o .
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METODE DE ESTIMARE A PARAMETRILOR UNEI REPATITII
A. Metode de estimare punctuald

1. Metoda momentelor
Presupunem cd legea de repartitie f (x;@l ,0>, ...,Hk) a variabilei aleatoare X depinde

de k parametri necunoscuti: &),6,,....,0; si ca variabila aleatoare X admite momente
cel putin pana la ordinul & inclusiv.
Aplicarea metodei momentelor consta in parcurgerea urmatoarelor etape:
Etapa 1) Consideram o selectie de volum n: X, X,,....,X,,.
Etapa 2) Rezolvam sistemul M, (X|191,¢92,...,6?k ) =M, r=1k.

Daca sistemul are solutii reale, atunci acestea sunt estimatii ale parametrilor
0,,0,,.....0; .

2. Metoda verosimilitatii maxime

Aplicarea acestei metode consta n parcurgerea urmatoarelor etape:
Etapa 1) Considerdim o selectie de volum n: X, X,,...,X,, cu valorile de
selctie xy, X9 ey X,y -

Etapa 2) Construim functia de verosimilitate:
n
P(xl,xz,...,xn;é’l,ﬁz,...ﬂk)= Hf(xj;Hl,Hz,...,Hk)
j=1
Etapa 3) Logaritmam functia de verosimilitate:
L(xl,xz,...,xn;01,92,...,t9k):lnP(xl,xZ,...,xn;é’l,6’2,...,9k)

6L(x1,x2,...,xn;91,92,...,0k)
00,

Etapa 4) Rezolvam sistemul: =0, j= I,_k si obtinem

estimatiile de maxima verosimilitate: & = o i (xl 3 XD 5oy X ), j =1,k ale parametrilor

0,,0,,.....0; .
Etapa 5) Verificam faptul ca estimatiile gasite asigurd maximul functiei de verosimilitate.

B. Estimare prin intervale de incredere pentru parametrii m §i o ai unei repartitii
normale N(m,o)

1. Interval de incredere pentru parametrul m cand o este cunoscut
x I cm<x+ g
X—Zl_a —F—=<MK XTZ|_a " ——
2 \/; 2 \/;
2. Interval de Incredere pentru parametrul m cand o este necunoscut

S - S

X—H_a-py 1 —F—=<M< X+H_a.,, 1 ——=
2 2

AVn An
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7.4 Ilustrarea teoriei pe cazul numeric concret al aplicatiilor

1. Pentru a studia o anumita caracteristici X a unei populatii statistice oarecare, s-a
realizat un sondaj de volum n =16 din populatia respectiva si s-au obtinut rezultatele:

X; -2 -1 0 2

l

n; 3 4 2 7

l

a) Sa se scrie repartitia variabilei aleatoare de selectie.
b) Sa se calculeze media de selectie, dispersia de selectie si dispersia de selectie
corectata.

Rezolvare:

-2 -1 0 2
a) Repartitia variabilei aleatoare de selectie este: X . ( 3 4 2 7 ] )
16 16 16 16

_ 4
b) Media de selectie este statistica: X = % > n;X; ,iar valoarea acesteia
i=1

— 4
corespunzdtoare selectiei efectuate este x = % DX .
i=1

. . . C e — 4 — . .
Dispersia de selectie este statistica ;, =52 =13y, ( X; - X)2 , iar valoarea acesteia
n
i=1
corespunzatoare selectiei efectuate este
3 -2
52 =%Zni(xl- —x) .
i=1
. . . . 2 4 —=\2 .
Dispersia de selectie corectatd este statistica s° =——>"n; (X i —X ) , 1ar valoarea

1
=
i

acesteia corespunzatoare selectiei efectuate este
4
2 _ 1 ~)2
S :m Zni(xl- —X)
i=1
Pentru determinarea valorilor cerute organizam valorile de selectie Tn urméatorul tabel:

X; np | xXing | x; —x (Xl' _;)2 n; (Xi _;)2
-2 3 -6 -2,25 5,0625 15,1875
-1 4 -4 -1,25 1,5625 6,25
2 0 -0,25 0,0625 0,125
2 7 | 14 1,75 3,0625 | 21,4375
~ (16 | 4 - - 83

e x= L4025 §2 -1 .43~ c 21 g
Obtinem: x=-1.4=025; 5% =-1.43=2,6875; s> =L 43227,

59



2. Fie X o variabila aleatoare avand o repartitie Poisson de parametru 6.
a) Sa se determine un estimator al parametrului € al acestei repartitii prin ambele

metode de estimare punctuala, utilizand o selectie de volum # .
b) Sa se determine o estimatie a parametrului @ al acestei repartitii prin ambele

metode de estimare punctuald, pe baza valorilor de selectie: 1, 2, 3,3,2,2,1,4,2, 3.
c) Sa se studieze calitatile estimatorului obtinut.

Rezolvare:

a) Legea de probabilitate a variabilei aleatoare X este f (x; 49) =e e XeN.
Metoda momentelor .
Etapa 1) Consideram o selectie de volum n: X, X,,...., X, .
Etapa 2) Rezolvam ecuatia: M, (X| 9) =M < M(X) =X. (1)
Folosind faptul cd media unei variabile aleatoare X cu repartitie Poisson de parametru &
este M (X ): 0, ecuatia (1) devine: 6 = X si prin urmare estimatorul parametrului 6

obtinut prin metoda momentelor este 0=X,iar estimatia este 0=x.

Metoda verosimilitatii maxime

Etapa 1) Consideram o selectie de volum n: X, X,,...,X,, cu valorile de

selctie xq, X7 ey X, -

Etapa 2) Construim functia de verosimilitate:

" n 0" 0" 0% 0% agx/
P(x],%9 100y Xy30) = Hf(xj;H): [Me? Z—=e@ 202 0.2 om0 .2
= . j=1 xj' xl! X2! Xn! ﬁx"
;!
j=1
Etapa 3) Logaritmdm functia de verosimilitate:
>x,
) : -ng 0"
L(xl,xz,..., xn,9)=ln P(xl,xz,..., xn,9)=ln e — =
I1 x ;!
J=1
0 ix/ n n n
=1n[e_” ]-l—ln&f:' —In [[x;!=-n0+ > X Ing—In ] x !
Jj=1 J=1 j=1
Etapa 4) Rezolvam ecuatia:
OL(x1,xr,....x,:;0 %X, n .. L
( L 20 L )=O<:>—n+%=0<:>—n6’+ 2. x; =0 si obtinem ca estimatia de
J=1

n
X,

L & @ = x, iar estimatorul de

maxima verosimilitate a parametrului 4 este 6 =

maxima verosimilitate este 8 = . X .
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Etapa 5) Verificam faptul ca estimatia gasitd asigurd maximul functiei de verosimilitate.

82L(x1,x2,...,xn;t9)| ;i /Z:;x/
062

j €N, prin urmare

=— =—-——<0, deoarece x
i,
0=0 =0

0 = x este punct de maxim al functiei de verosimilitate.

b) Estimatia parametrului € prin ambele metode de estimare punctuala este 8 = X

10
N 2
Pe baza valorilor de selectie din enunt obtinem: 6 = x = - 1' = 2 '1+4'21”63 S+14 93,

c) Avem ca:

1) M(é):M(X):M[i 3 ijzllq > u(x;)=L s m(x)=1
j=1 j=l

J=1

A

0=L..0-0, deciM(H)zé?.
1 n

T M=

2(5 - n2() A2l 1 < 1 n2 (v )l e n2(v L2 (v O
2) p*(6)=p*(x)=n [n ZIXJJ_#ZID (x;)=-L >0 (X)=-L-nD*(X)=2, unde am
J: J: =
folosit ca dispersia unei variabile aleatoare X cu repartitie Poisson de parametru € este

D*(Xx)=86.

Rezulti ca lim D2(§)= lim £=0.
n—>0 n—o0
Din 1) rezulta ca estimatorul este nedeplasat.

Din 1) si 2) rezulta ca estimatorul este absolut corect.

Deoarece am vazut ca estimatorul este absolut corect, putem cerceta eficienta, verificand

conditia: p2 (é): n}@ , unde 1(0)= _M[{az 11161;(2)(, H)H

X
In f(X;0)= ln[e_e %} —Ine ¥ +nf* —InX1= -6+ XIn6—In X1,

omf(X;0) . x. Inf(x:0)_ _ X)_1 _ 1.1
Rezultica _ ! _0_ D? (,9"), prin urmare estimatorul este si eficient.
n-10) n
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Teste de autoevaluare

Fie X o variabila aleatoare continua, avand densitatea de repartitie:
x - e_T;, x>0
f:R—>R, f(x;1)=19%1 , A>0.
0, x<0

a) Sa se estimeze parametrul A prin ambele metode de estimare punctuala, utilizand o

selectie de volum # .
b) Sa se arate ca estimatorul obtinut este absolut corect si eficient.

Raspunsuri si comentarii la testele de autoevaluare

a) Metoda momentelor
Etapa 1) Consideram o selectie de volum n: X, X,,...., X, .

Etapa 2) Rezolvam ecuatia: M, (X| 9) =M & M(X) =X. (1)

o) 0 o0 0
_ _ . RS S N | e

M(X)— jxf(x)dx— Jx Odx + Jx 61 € dx YT fx e “dx;

—00 —00 0 0
facem schimbarea de variabild i =t = x=2At; dx=2Adt siobtinem:

o0 e 0]

M(x)=—[u)te 22di =2 [ ar = 2T(5) =2 .4=84.

961 0 3 0 3 3
Ecuatia (1) devine: 84 = X si prin urmare estimatorul parametrului A obtinut prin
metoda momentelor este A = % , 1ar estimatia este A= % .

Metoda verosimilitatii maxime

Etapa 1) Consideram o selectie de volum n: Xi,X,,...,X,, cu valorile de

selctie x1, x5 yeeens X, -
Etapa 2) Construim functia de verosimilitate:

n 3

n x Ly
P(xlaxza-.-gxn;/l): Hf(x]’ﬂ,): Hme 22 —
j=1 :

J=1
o
= xl} e_.% . x; e_% . xrj _%‘. — (xlx2xn )3 e— jzzll
96 4* Y A 96.1* 96" 41
Etapa 3) Logaritmdm functia de verosimilitate:
L(x X X %)zlnP(x X X 'l):ln Me_%; —
1522555 15A255 4> 96’12’4”
3 4 % L >x)
ln[(xlxz---xn) ]— n96" ~In A" +Ine” > =3In[]x; -nln96 —4nln A -5
J=1
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Etapa 4) Rezolvam ecuatia:

OL(x1, X3 e X3 2 2x,
(01,33, )=0<:>—4—”+’1 —=0< -8nd+ Z x; =0 si obtinem c estimatia
oA A 22 j=1
v,

de maxima verosimilitate a parametrului A4 este A = /:é
n

maxima verosimilitate este A = % .

o A= %, iar estimatorul de

Etapa 5) Verificam faptul ca estimatia gasitd asigurd maximul functiei de verosimilitate.

2 . ,
0 L(x19x2="'sxnsj’)| _dn_ BT g, 64T 512 256
2 ‘ iz ﬁ} —2 —3 —2 s
oA . x x x
A=A i:;
8
A= % este punct de maxim al functiei de verosimilitate.

b) Verificam conditiile din definitia estimatorului absolut corect:
B n n
) _ X)_1 y)_1 1 _ 1
0 wl)-(F)- )1 £ 1 - St )-
j= =1

n n
_ 1 _ 1 _ 1 _ : 5 7
=% ZM(X)—gn §18/1—8n8/1n—/1.Am0b‘,[1nutca M(A)—/I.

oy D21} 0(X)- ;07 D( ZX,J 1 Sny)-

Jj=1

64ZZD2( )= D (X)= 4n)

00 0 00
M(X2):_J;Ox2f(x)d)€:_£ox2,de+(J;x 962{46 de—96/14 jx e udx

cu schimbarea de variabila ﬁ =t=>x=2At; dx=2Adt ob‘glnem:

o0 e}
( ) 5o | (w)%"zzdz:% (j) e 'dt=221(6)=2 51=804 =

— D?*(X) :M(XZ)—Mz (X)=801% 642> =164°.

4 oRsim of 2(A)_ D(X) 164 _ 2
Revenind, gasimca D (1 )= T od A
A 2
Rezultd ca lim DZ(/I): lim 2 =0.
n—> n—o0 4

Din 1) si 2) rezulta ca estimatorul este absolut corect.

urmare
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Lucrarea de verificare nr. 6

1) Pentru a stabili continutul Tnh magneziu al apei minerale provenite de la un anumit izvor
s-a determinat cantitatea de magneziu, exprimata in grame, contiunuta intr-un litru de apa
minerald. Efectuindu-se un numar de 15 masuratori, s-au obtinut urmatoarele rezultate,
prezentate n ordinea aparitiei acestora: 7,2; 8,3; 6,7; 6,7; 7,2; 8,1; 8,3; 6,9; 7,2; 7,2;
8,1; 6,7, 6,7; 8,1; 6,7.

a) Sa se scrie repartitia variabilei aleatoare de selectie.

b) Pe baza rezultatelor inregistrate, sa se determine cantitatea medie de magneziu,

exprimatd in grame, continuta intr-un litru de apa minerala si modul in care variaza.

2) Fie X o variabila aleatoare continud, avand densitatea de repartitie:
x° _e 7, x>0
f:R—R, f(x;0)=<540 , 0>0.
0, x<0

a) Sa se estimeze parametrul @ prin ambele metode de estimare punctuald, utilizand o

selectie de volum # .
b) Sa se arate cd estimatorul obtinut este absolut corect .
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