Curs 8: Aplicatii ale tehnicii divizarii. Sortarea prin interclasare si sortarea rapida.
- Problematica

- Sortare prin interclasare

- Sortare rapida

- Exercitii

1 Problematica

Consideram din nou problema ordonirii crescitoare a unui sir de valori; (z1, z2,...,z,). Algorit-
mii elementari prezentati anterior au complexitate de ordinul O(n?). Ideea de start o reprezinti
incercarea de a reduce aceastd complexitate folosind principiul ”divide et impera”. Aceasta pre-
supune: (i) descompunerea girului initial in doua subsiruri; (ii) ordonarea fieciruia dintre acestea
folosind aceeagi tehnicd; (iii) combinarea girurilor ordonate partiale pentru a obtine varianta ordo-
nata a sirului total.

Dimensiunea critica, sub care problema poate fi rezolvati direct este n, = 1. In acest caz
subgirul se reduce la un singur element, implicit ordonat. Este posibil sa se foloseasca si 1 < n. < 10
aplicind pentru sortarea acestor subgiruri una dintre metodele elementare de sortare (de exemplu
metoda insertiei).

In continuare sunt prezentate doud metode de sortare bazate pe principiul divizarii: sortarea
prin interclasare ("mergesort”) si sortarea rapida (”quicksort”). Acestea diferd atat in etapa de-
scompunerii girului in subsgiruri cit i in recombinarea rezultatelor.

2 Sortare prin interclasare

Idee. Sirul (71,72, ...,7n) se descompune in doud subsiruri de lungimi cat mai apropiate: (z1,...,%|n/2))
si (xm /20415 - - , Ty ); se ordoneaza fiecare dintre subsgiruri aplicAnd aceeasi tehnica; se construieste

girul final ordonat parcurgand cele doua subsiruri si preludnd elemente din ele astfel incat sa fie
respectata relatia de ordine (aceastd prelucrare se numeste interclasare). Modul de lucru al sortarii

prin interclasare este ilustrat in figura 1.

Structura generala a algoritmului.

mergesort(x[li..ls])
IF s < Is THEN
lm = | (i +1s)/2]
|z[li..m] < mergesort(z[li..m])
||z[m + 1..ls] <= mergesort(z[m + 1..1s])
|x[li..ls] < merge(z[li..m], z[m + 1..1s])
RETURN z[1..n]

Interclasare. Etapa cea mai importantd a prelucrarii este reprezentatd de interclasare. Scopul
acestei prelucrari este construirea unui sir ordonat pornind de la doua siruri ordonate. Ideea
prelucrarii consta in a parcurge in paralel cele doua siruri si a compara elementele curente. In sirul
final se tranfera elementul mai mic dintre cele doud iar contorul utilizat pentru parcurgerea sirului
din care s-a transferat un element este incrementat. Procesul continua pana cind unul dintre siruri
a fost transferat in intregime. Elementele celuilalt gir sunt transferate direct in girul final.
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Figura 1: Sortare prin interclasare

Exista diverse modalitati de a descrie algoritmic aceasta prelucrare. Una dintre acestea este:

merge(z[li..m],z[m + 1..1s])

i < li; j < m+1; k < 1 // initializarea contoarelor

WHILE i <m A j <ls DO // parcurgerea pana la sfarsitul unuia dintre tablouri
IIIF z[i] < z[j] THEN // transfer din tabloul a
| |e[k] « zfi]; i« i+ 1 k<« k+1
||ELSE // transfer din tabloul b
| llel] < ol j G+ 15 b k+1

WHILE ¢ < m DO // transferul eventualelor elemente ramase in a
llclk] <= z[i]; i i+ 1k k+1

WHILE j <[s DO // transferul eventualelor elemente ramase in b
le[k] «—z[j]; j i+ Lk k+1

RETURN ¢[1..k — 1]

Preconditiile prelucrarii de mai sus sunt: {z[li..m] crescator A z[m + 1..[s] crescator } iar
postconditia este: {c[l..p+ q]} este crescitor } (notdm cu p numarul de elemente din primul tablou
si cu ¢ numarul de elemente din al doilea). Pentru a demonstra ca algoritmul asigura satisfacerea
postconditiei este suficient si se arate ca {c[l..k — 1] este crescitor Ak =i+ j — 1} este proprietate
invariantd pentru fiecare dintre cele trei prelucrari repetitive.

Contorizand numarul de comparatii (T¢(p, q)) si cel de transferuri ale elementelor (T (p, q)) se
obtine: Te(p,q) € Q(min(p, q)) (in cazul cel mai favorabil), Te(p,q) € O(p + ¢ — 1) (in cazul cel
mai defavorabil) iar T/ (p, q) € p + q.

S& analizim cazul interclasarii a doud tablouri a[l..p] si b[1..q] (independent de algoritmul de
sortare prin interclasare). O variantd de algoritm este cea care foloseste cate un fanion pentru



fiecare dintre tablourile a[l..p] si b[1..q]. Fanioanele constau in valori mai mari decét toate valorile
prezente in ¢ si b plasate pe pozitiile p + 1 respectiv ¢ + 1. In acest caz algoritmul poate fi descris
intr-o forma mai condensatd dupa cum urmeaza:

interclasare_fanion(a[l..p + 1],b[1..q + 1])
a[p + 1] <= o0; blg + 1] < oo; // fixarea fanioanelor
i < 1; j < 1; //initializarea indicilor de parcurgere
FOR k < 1,p + ¢ DO// parcurgerea pozitiilor in tabloul final
IIIF a[i] < b[j] THEN // preluare din a
I ER
| Jli+i+1
|ELSE // preluare din b
I lelA] « bl
I lli<i+1
RETURN ¢[1..p + ¢]

In acest caz atdt numirul de comparatii cat si numirul de transferuri este Tt (p,q) =Tr(p,q) =
p~+¢q. Prin urmare in varianta cu fanion se efectueaza mai multe comparatii decat in cea fara fanion.
Analiza complexitatii. Notand cu 7'(n) numarul de prelucrari (comparatii si transferuri) efectu-
ate de catre sortarea prin interclasare si cu Tjper(n) efectuate pe parcursul interclasarii se obtine
relatia de recurenta:

0 n=1
T(n) = { T([n/2)) + T(n — [n/2]) + Tinter(n) n > 1

Cum k = m = 2 iar Tiuger(n) € ©(n) rezulta ci se poate aplica cazul doi al teoremei master (d = 1
astfel ca k = m?) obtindndu-se ci sortarea prin interclasare are complexitate ©(nlgn).

Observatii. Costul redus al prelucririlor din mergesort este insa contrabalansat de faptul ci se
utilizeaza (la interclasare) o zona de manevra de dimensiune proportionala cu cea a tabloului initial.

3 Sortare rapida

Idee. La sortarea prin interclasare descompunerea sirului initial in dou& subsiruri se realizeaza pe
baza pozitiei elementelor. Asta face ca elemente cu valori mici (sau mari) sa se poata afla in fiecare
dintre subgiruri. Din aceastd cauza este necesard combinarea rezultatelor prin interclasare. O alta
modalitate de descompunere ar fi aceea in care se tine cont si de valoarea elementelor. Scopul
urmarit este de a simplifica combinarea rezultatelor. Ideal ar fi ca prin concatenarea sirurilor
ordonate sa se obtind girul ordonat in intregime.

Ezemplul 1. Consideram sirul z = (3,1,2,4,7,5,8). Se observa cad elementul 4 se afli pe o pozitie
privilegiata (¢ = 4) intrucét toate elementele care il preced sunt mai mici decét el si toate cele care
il succed sunt mai mari. Aceasta inseamna ci se afla deja pe pozitia finald. Un element z[q] avand
proprietitile: z[i] < z[g] pentru i = 1,q — 1 si x[1]] > z[q] pentru i = g + 1,n se numeste pivot.
Existenta unui pivot permite reducerea sortarii sirului initial la sortarea subsirurilor z[1..q — 1] si
z[qg + 1..n]. Nu intotdeauna existd un astfel de pivot dupd cum se observa din subsirul (3,1, 2).
In aceste situatii trebuie ”creat” unul prin modificarea pozitiilor unor elemente. Alteori pivotul,
daca exista, se afli pe o pozitie care nu permite descompunerea problemei initiale in subprobleme
de dimensiuni apropiate (de exemplu in subsirul (7,5,8) valoarea de pe ultima pozitie poate fi
considerata valoare pivot).



Ezemplul 2. S& consideram acum sirul (3, 1,2,7,5,4,8). Se observa ca pozitia ¢ = 3 are urmatoarea
proprietate: z[i] < z[j] pentru orice i € {1,...,q} siorice j € {¢+1,...,n}. In acest caz sortarea
sirului initial se reduce la sortarea subsirurilor z[1..q] si z[q + 1..n]. Pozitia ¢ este numita pozitie
de partitionare.

Structura generald. Pornind de la exemplele de mai sus se pot dezvolta doua variante de sortare
bazate pe descompunerea sirului initial in doud subsiruri: una care foloseste un element pivot iar
alta care foloseste o pozitie de partitionare. Acest tip de sortare este cunoscutd sub numele de
sortare rapidd (”quicksort”) si a fost dezvoltatd de Hoare. Structura generald a acestor algoritmi
poate fi descrisa prin:

quicksortl (x[li..ls])
IF I+ <ls THEN
lg < partitiel(z[li..ls]
|z[1..q — 1] « quicksortl(z[l..q — 1])
llz[q + 1..n] < quicksortl(z[q + 1..n])
RETURN z[li..ls]

respectiv

quicksort?2 (x[li..ls])
IF I+ <ls THEN

llg < partitie2(x[li..ls]

|z[1..q] + quicksortl(z[l..q])

l|z[q + 1..n] < quicksortl(z[q + 1..n])
RETURN z[li..ls]

Diferenta dintre cele doud variante este mica: in prima variantd in prelucrarea de partitionare
se asigurd si plasarea pe pozitia ¢ a valorii finale pe cand in a doua doar se determina pozitia de
partitionare.

Partitionare. Este prelucrarea cea mai importantd a algoritmului. Discutam separat cele doua
variante desi dupi cum se va vedea diferentele dintre ele sunt putine.

Consideram problema identificarii in z[l..n] a unui pivot, z[g] cu proprietatea ca z[i] < z[q]
pentru i < ¢ si z[i] > z[q] pentru ¢ > ¢. Dupa cum s-a vazut in exemplul anterior nu intotdeauna
existd un pivot. In aceste situatii se creaza unul. Ideea este urmatoarea: se alege o valoare
arbitrara dintre cele prezente in gir si se rearanjeazi elementele girului (prin interschimbari) astfel
incat elementele mai mici decat aceasti valoare si fie in prima parte a sirului iar cele mai mari in
a doua parte a sirului. In felul acesta se determing si pozitia g pe care trebuie plasata valoarea.

Algoritmul poate fi descris astfel:

partitiel(z[li..ls])
v < z[ls] // se alege valoarea pivotului
i < 1i —1 // contor pentru parcurgere de la stinga la dreapta
j < ls // contor pentru parcurgere de la dreapta la stanga
WHILE i < j DO
IREPEAT i + i + 1 UNTIL z[i] > v
|IREPEAT j « j — 1 UNTIL z[j] < v
IIF i < j THEN g[i] < z[j]
z[i] < z[ls]
RETURN 4




Ezemplul 1. Consideram sirul (1,7,5,3,8,2,4). Initial ¢ = 0, j = 7 iar v = 4. Succesiunea
prelucrarilor este:

Etapa 1. Dupa executia primului ciclu REPEAT se obtine i = 2 (cici 7 > 4) iar dupa executia celui
de al doilea se obtine j = 6. Cum ¢ < j se interschimba z[2] cu z[6] obtinandu-se (1,2,5,3,8,7,4).
Etapa 2. Parcurgerea in continuare de la stanga la dreapta conduce la i = 3 iar de la dreapta la
stanga la j = 4. Cum ¢ < j se interschimba z[3] cu z[4] si se obtine (1,2,3,5,8,7,4).

Etapa 3. Continuand parcurgerile in cele doua directii se ajunge la¢ =4 i j = 3.

Cum 7 > j se iese din prelucrarea repetitiva exterioara, iar elementele z[4] si z[7] se interschimba
obtindndu-se (1,2,3,4,8,7,5), pozitia pivotului fiind 4. Aceastd pozitie asigurd o partitionare
echilibrata a sirului. Aceasti situatie nu este insd obtinuti intotdeauna.

Ezemplul 2. S& consideram girul (4,7,5,3,8,2,1). ApliciAnd acelagi algoritm dupa prima etapa se
obtine: i = 1, j = 1 (a se observa ca in acest caz fara a folosi o pozitie suplimentara cu rol de
fanion, z[0] = v conditia de oprire a celui de-al doilea REPEAT nu este niciodatd satisfacuti),
sirul devine (1,7,5,3,8,2,4) iar pozitia pivotului este ¢ = 1. In acest caz s-a obtinut o partitionare
dezechilibrata (sirul se descompune intr-un subsir vid, pivotul aflat pe prima pozitie i un subsir
constituit din celelalte elemente). Se poate remarca ci pentru primul ciclu REPEAT z[ls] joaca
rolul unui fanion.

Observatii. (i) Inegalitatile de tip > si < din ciclurile REPEAT fac ca in cazul unor valori egale
sd se obtind o partitionare echilibrata si nu una dezechilibrata cum s-ar intampla daca s-ar folosi
inegalitati stricte. In acelagi timp daca s-ar utiliza > si < valoarea v nu ar putea fi folosita ca
fanion.

(ii) Problema nesatisfacerii conditiei de oprire pentru ciclul dupa j poate si apara doar in cazul
in care [t = 1 si atunci cand v este cea mai mica valoare din sir. Este de preferat sa se foloseasca
valoare fanion decit si se extinda conditia de oprire de la ciclu (de exemplu cu j < 7).

(iii) La iegirea din prelucrarea repetitiva exterioara (WHILE) indicii ¢ si j satisfac una dintre
relatiile: ¢ = j sau ¢ = 5 + 1. Ultima interschimbare asigurid plasarea valorii fanion pe pozitia sa
finala.

Pentru a justifica corectitudinea algoritmului partifie! consideram asertiunea: {daci i < j
atunci z[k] < v pentru k = [li,7 iar z[k] > v pentru k = j,[s iar daci i > j atunci z[k] < v pentru
k = li,i iar z[k] > v pentru k = j + 1,1s}. Cum preconditia este [i < s, deci i < j si postconditiile
sunt {z[k] < z[i] pentru k = 1,7 — 1, z[k] > z[i] pentru k = i + 1,ls}, se poate arita ci asertiunea
de mai sus este invariantd in raport cu prelucrarea repetitivi WHILE iar dupéi efectuarea ultimei
interschimbari implica postconditiile.

Consideram acum cealaltd variantd de partitionare. Aceasta diferd de prima in special prin
faptul c& permite ca valoarea pivotului si participe la interschimbéri. In plus el nu este plasat la
sfarsit pe pozitia finald fiind necesara astfel sortarea subsirurilor z[li..q] si z[q + 1..ls]. Aceasta
face s nu mai fie necesard plasarea pe pozitia 0 a unui fanion intrucat se creeazi in mod natural
fanioane pentru fiecare dintre cele doud cicluri REPEAT. Algoritmul poate fi descris dupa cum
urmeaza.



partitie2(z[li..ls])
v < z[li] // se alege valoarea pivotului
i < 1i —1 // contor pentru parcurgere de la stinga la dreapta
j < ls+ 1 // contor pentru parcurgere de la dreapta la stanga
WHILE i < j DO

IREPEAT i + i + 1 UNTIL z[i] > v

|IREPEAT j « j — 1 UNTIL z[j] < v

IIF i < j THEN g[i] < z[j]
RETURN j

In acest caz se poate arita ci asertiunea {daci i < j atunci z[k] < v pentru k = I, iar z[k] > v
pentru k = j,1s iar dacd i > j atunci z[k] < v pentru k = l4,4 — 1 iar z[k] > v pentru k = j + 1,1s}
este invariantd in raport cu ciclul WHILE iar la iesirea din ciclu (cand ¢ = j sau i = j + 1) implica
z[k] < v pentru k = I4,5 si z[k] > v pentru k = j + 1,1s adici postconditia z[k1] < z[k2] pentru
orice k1 € {li,...,j}, k2€ {j+1,...,ls}.

De remarcat ca daca se alege ca pivot z[ls] varianta quicksort2 nu va functiona corect putand

conduce la situatia in care unul dintre subtablouri este vid (ceea ce provoaca o succesiune nesfargita
de apeluri recursive, intrucat nu se mai reduce dimensiunea problemei). In cazul in care se doregte ca
x[ls] sa fie valoarea pivot este necesar ca apelurile recursive sa se facd pentru: quicksort2(z[li..q—1])
si quicksort2(x[q..ls]).
Analiza complexitatii. Analizam complexitatea variantei quicksortl. Pe parcursul partitionirii
numarul de comparatii depageste in general numarul de interschimbari, motiv pentru care vom
analiza doar numéarul de comparatii efectuate. Pentru un sir de lungime n numarul de comparatii
efectuate in cele doud cicluri REPEAT din partifionarel este n+i—j (i si j fiind valorile finale ale
contoarelor). Astfel, daca ¢ = j se vor efectua n comparatii iar dacd i = j + 1 se vor efectua n + 1
comparatii.

Influenta majora asupra numaéarului de comparatii efectuate de catre quicksortl o are raportul
dintre dimensiunile celor doua subsiruri obtinute dupa partitionare. Cu cat dimensiunile celor doui
subsgiruri sunt mai apropiate cu atat se reduce numéarul comparatiilor efectuate. Astfel cazurile
cele mai favorabile corespund partitionarii echilibrate iar cele mai putin favorabile partitionirii
dezechilibrate.

Analiza in cazul cel mai favorabil. Presupunem ci la fiecare partitionare a unui gir de lungime
n se obtin doud subsiruri de lungimi [n/2] respectiv n — |n/2| — 1 iar numarul de comparatii
din partitionare este m. In aceste conditii putem considera cd marginea superioara a numarului
de comparatii satisface o relatie de recurentd de forma T'(n) = 27T'(n/2) + n ceea ce conduce
prin teorema master la o complexitate de ordin nlgn. Prin urmare in cazul cel mai favorabil
complexitatea algoritmului quicksort! este ©(nlgn).

Analiza in cazul cel mai defavorabil. Presupunem cé la fiecare partitionare se efectueaza n + 1
comparatii gi cd se genereazi un subsir vid gi unul de lungime n — 1. Atunci relatia de recurenta
corespunzitoare este T'(n) = T(n — 1) + n + 1. Aplicind metoda iteratiei se obtine T'(n) =
(n+ 1)(n +2)/2 — 3. Se obtine astfel ci in cazul cel mai defavorabil complexitatea este patratica,
adicd sortarea rapidi apartine clasei O(n?). Spre deosebire de metodele elementare de sortare
pentru care un sir initial sortat conducea la un numar minim de prelucrari in acest caz tocmai
aceste situatii conduc la costul maxim (pentru un sir deja ordonat la fiecare partitionare se obtine
pivotul pe ultima pozitie).

Pentru a evita partitionarea dezechilibrati au fost propuse diverse variante de alegere a valorii
pivotului, una dintre acestea constand in selectia a trei valori din sir si alegerea ca valoare a pivotului
a medianei acestor valori (valoarea aflatd pe a doua pozitie in tripletul ordonat).



Analiza in cazul mediu. Se bazeaza pe ipoteza ca toate cele n pozitii ale girului au aceeasi proba-
bilitate de a fi selectate ca pozitie pivot (probabilitatea este in acest caz 1/n). Presupunind ci la
fiecare partitionare a unui sir de lungime n se efectueaza n + 1 comparatii, numarul de comparatii
efectuate in cazul in care pozitia pivotului este ¢ satisface: Ty(n) = T(¢ — 1) +T(n —q) + n+ 1.
Prin urmare numarul mediu de comparatii satisface:

n n n

Y Ty(n)=(n+1)+ % Y (Tmlg—1)+Tn(n—q)) = (n+1) + % Y Tmlg—1).
g=1 g=1 g=1

Tin(n) =

Scazand intre ele relatiile:
n

nTp(n) =2 ZTm(q —1)+n(n+1)
q=1

n—1

(n—=1)Tpn—1)=2> Tnlg—1)+(n—1)n
q=1

se obtine relatia de recurenta pentru T),:
nTm(n) = (n+1)Th(n—1) +2n

Aplicand metoda iteratiei rezulta:

1
Tin(n) = n:; T(n—1)+2
n n+1
Tmn—1) = T(n—2)+2| -2
n—1 "
Ton—2) = ““ip (n_g)+2|.ntl
m\T T L _9 m\T n—
.3 n+1
Tm(Z) = §Tm(1)+2 ‘73
T (1) =0

iar prin insumare se obtine:

n

Tp (1) :Z(n—l—l)(l/n—i—l/(n—l)+...+1/3)—|-2:2(n+1)2%+2:2(n+1)(lnn—ln3)—|—2.

=3

Prin urmare numarul mediu de comparatii este de ordinul 2nInn ~ 1.38nlgn. Aceasta inseamna
ca in cazul mediu sortarea rapida este doar cu 38% mai costisitoare decat in cazul cel mai favorabil.
Observatii. Sortarea rapida nu este nici stabild si nici naturala.

4 Exercitii
1. Sa se extinda algoritmul de interclasare pentru un numér arbitrar de giruri ordonate.

2. Sa se studieze stabilitatea sortarii prin interclasare. Care este operatia determinanta in asig-
urarea stabilitatii ?



Descrieti sortarea prin interclasare in maniera nerecursiva.

Propuneti un algoritm de complexitate ©(nlgn) pentru verifica daca intr-un tablou z[1..n]
exista cel putin doua elemente egale.

Rescrieti algoritmul partitionarel cand valoarea pivotului este prima din sir, cand este o
valoare arbitrar aleasa din gir gi cind se stabilegte cu regula medianei.

Construiti un exemplu prin care sa se ilustreze ca sortarea rapida nu este stabila.

Propuneti un algoritm eficient prin care se reorganizeaza elementele unui tablou astfel incét
toate elementele negative sa fie inaintea celor pozitive.

Modificati algoritmii de sortare prin interclasare gi sortare rapida astfel incat sa asigure or-
donarea descrescatoare.



