Curs 7: Tehnici de elaborare a algoritmilor: reducere si divizare
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1 Motivatie

Consideram problema calculului lui 2" pentru « > 0 si n = 2™, m > 1 fiind un numar natural.
Algoritmul general pentru calculul lui ™ (pentru un n natural arbitrar):

puterel (z,n)

pe1

FOR i <+ 1,n DO
lpe—p*z

RETURN p

are complexitatea ©(n). Daca insa se folosegte ipoteza n = 2™ se observa ca z™ = 22 . 22 ciei
22" = 227 22V Prin urmare pentru a calcula 2™ este suficient si se calculeze 2™/ i si se
ridice la pitrat. La randul sdu calculul lui /2 poate fi redus la calculul lui ™4 i la o ridicare
la patrat s.a.m.d. Descompunerea poate continua pana se ajunge la 22 al carui calcul este simplu.

Algoritmul poate fi descris prin:

putere2 (z,m)

p—x

FOR i +— 1,m DO
[p—=pxp

RETURN p

Folosind ca invariant pentru prelucrarea repetitiva afirmatia: { p = xQ(iil)} se poate demonstra
cu usurinta ci algoritmul putere2 calculeazi 22" . Pe de alti parte se observi ca prelucrarea este
de complexitate ©(m) = O(lg(n)). Reducerea complexitatii deriva din faptul ca la fiecare etapa se
calculeaza valoarea unui singur factor din cei doi, intrucat sunt identici. Ideea de rezolvare a acestei
probleme este comuna tehnicilor de reducere si divizare care se bazeaza la rezolvarea unei probleme
de dimensiune n pe rezolvarea uneia sau mai multor probleme similare dar de dimensiune mai mica.
Reducerea dimensiunii continuad pana cand se ajunge la o problema de dimensiune suficient de mica
pentru a putea fi rezolvata direct (de exemplu n = 2 sau m = 1). O descriere a acestei metode de
rezolvare care ilustreaza mai bine ideea reducerii dimensiunii este:

putere3 (z,n)
IF n =2 THEN RETURN z * x
ELSE
|lp < putere3(x,n/2)
|IRETURN p*p

Daci se transmit ca parametri valorile z si m algoritmul pentru calculul lui 22" poate fi descris

prin:



puteres (x,m)
IF m =1 THEN RETURN z *xz
ELSE
|lp < putered(z,m — 1)
|IRETURN px*p

Ultimii doi algoritmi prezinta o particularitate: in cadrul prelucrarilor pe care le efectueaza
exista gi un auto-apel (in cadrul functiei se apeleaza aceeasi functie). Astfel de algoritmi se numesc

recursivi.

Exemplul de mai sus ilustreaza faptul ca folosind ideea reducerii rezolvarii unei probleme la
rezolvarea unei probleme similare dar de dimensiune mai mica poate conduce la reducerea com-
plexitatii. Pe de alta parte exista probleme pentru care abordarea rezolvarii in aceasta maniera
este mai ugoara conducand la algoritmi intuitivi.

Trebuie mentionat totodata ca nu intotdeauna tehnicile din aceasta categorie conduc la o reduc-
ere a complexitatii in cazul in care algorimul este implementat pe o masina secventiala. Un exemplu
in acest sens il reprezinta calculul factorialului (dupd cum se va demonstra mai tarziu, aplicand
tehnica reducerii se obtine un algoritm de complexitate ©(n) la fel ca prin aplicarea tehnicii fortei
brute).

Consideram problema determinérii maximului dintr-o secventa finita de valori reale stocate
in tabloul z[1..n]. Aplicand ideea divizarii rezulta ca este suficient sa determindm maximul din
subtabloul z[1..|n/2]] si maximul din subtabloul z[|n/2| + 1..n]. Rezultatul va fi cea mai mare
dintre valorile obtinute. Algoritmul poate fi descris in maniera recursiva dupé cum urmeaza:

mazxim (x[s..d))
IF s = d THEN max < z[s]
ELSE

Im — L(s +d)/2]

|maxl — maxim(x[s..m])

|lmaz2 — maxim(zim + 1..n)

|IIF maxl < maxz2 THEN max < maxz2 ELSE mazx «— maxl
RETURN maz

Nu este dificil de observat ca ordinul de complexitate al acestui algoritm este tot ©(n) ca si
in cazul algoritmului clasic (afirmatia va fi justificata in sectiunea dedicata analizei algoritmilor
recursivi). Acest lucru este adevarat in cazul in care magina pe care va fi executat algoritmul este
una secventiald. Daca insa magina este paraleld (la un moment dat pot fi efectuate simultan mai
multe prelucrari) atunci printr-o astfel de abordare se poate ajunge la castig de timp.

2 Algoritmi recursivi

Ultimii algoritmi prezentati in sectiunea anterioara fac parte din categoria algoritmilor recursivi.
Acestia sunt utilizati pentru a descrie prelucrari ce se pot specifica prin ele insele. Un algoritm
recursiv este caracterizat prin:

e Conditie de oprire. Specifica situatia in care rezultatul se poate obtine prin calcul direct fara
a mai fi necesara apelarea aceluiagi algoritm.

e Auto-apel. Se apeleaza cel putin o data pentru alte valori ale parametrilor. Valorile parametrilor
corespunzatoare succesiunii de apeluri trebuie sa asigure apropierea de satisfacerea conditiei
de oprire.



Ca urmare a cascadei de auto-apeluri un algoritm recursiv realizeaza de fapt o prelucrare repet-
itiva, chiar daca aceasta nu este explicita. Un exemplu simplu de prelucrare repetitiva descrisa
recursiv este cea corespunzatoare determinarii cmmdc a doud numere naturale nenule, a > b > 0.
Algoritmul bazat pe operatia de Impartire poate fi descris prin:

cmmderl (a,b)

IF b =0 THEN rez < a

ELSE rez « emmderl(b,a MOD b)
RETURN rez

iar cel bazat pe operatia de scadere prin:

cmmdcr? (a, b)

IF a =b THEN rez < a

ELSE IF a > b THEN rez < cmmdecr2(b,a — b)
ELSE rez < emmder2(a,b — a)

RETURN rez

Exemplele de mai sus se caracterizeaza prin recursivitate simpla si directd. Un algoritm recursiv
este considerat simplu recursiv daca contine un singur auto-apel si multiplu recursiv daca contine
doua sau mai multe auto-apeluri (de exemplu, algoritmul maxim din sectiunea anterioara).

Exista i posibilitatea ca algoritmul sa nu se auto-apeleze direct ci indirect prin intermediul
altui algoritm. De exemplu algoritmul A7 apeleaza algoritmul A2 iar acesta apeleaza algoritmul
A1. In acest caz este vorba de recursivitate indirect.

Notiunea de recursivitate poate fi utilizata si In contextul definirii unor concepte. De exemplu
conceptul de expresie aritmetica poate fi definit astfel: ”o expresie aritmetica este constituita din
operanzi gi operatori; un operand poate fi o constantd, o variabild sau o expresie’. Descrierea
recursiva permite specificarea unor structuri infinite folosind un set finit de reguli.

Algoritmii recursivi sunt adecvati pentru rezolvarea problemelor sau prelucrarea datelor descrise
in maniera recursiva.

Arbori de apel. Pentru a ilustra modul de lucru al unui algoritm iterativ poate fi util sa se
reprezinta grafic structura de apeluri si reveniri cu returnarea rezultatului obtinut. In cazul unui
algoritm recursiv arbitrar structura de apeluri este una ierarhica conducand la un arbore de apel.
In cazul recursivitatii simple arborele de apel degenereaza intr-o structura liniara.

Verificarea corectitudinii algoritmilor recursivi. Daca relatia de recurenta care descrie
legatura dintre solutiilor corespunzitoare diferitelor instante ale problemei este corectda atunci gi
algoritmul care o implementeaza este corect. Pe de alta parte intrucat un algoritm recursiv spe-
cifica o prelucrare repetitiva implicita pentru a demonstra corectitudinea acestuia este suficient sa
se arate ca:

e Exista o asertiune referitoare la starea algoritmului care are proprietatile: (i) este adevarata
pentru cazul particular (cand e satisfacuta conditia de oprire); (ii) este adevarata la revenirea
din apelul recursiv si efectuarea prelucrarilor locale; (iii) implicd postconditia.

e Conditia de oprire este satisfacuta dupa o succesiune finita de apeluri recursive.

Pentru algoritmul ecmmdcr! o asertiune invarianta este {rez = cmmdc(a,b)}. Pentru cazul
particular b = 0 avem rez = a = cmmdc(a,0) = emmdc(a,b). Daca rez = cmmdc(a,b) inainte
de apelul recursiv intrucat cmmde(a,b) = emmdc(b, aM ODb) rezulta ca rez = emmdc(a,b) dupa
apelul recursiv. Pentru algoritmul ¢mmdcr2 proprietatea invarianta este tot {rez = ecmmdc(a,b)}.



Figura 1: Structura de apel pentru algoritmul cmmdcri

In ambele situatii conditia de oprire va fi satisfacuta dupa un numar finit de apeluri recursive,
datorita proprietatilor restului unei impartiri intregi.

Analiza complexitatii algoritmilor recursivi. Consideram o problema de dimensiune n si
algoritmul recursiv de formas:

algrec (n)
IF n = no THEN P1
ELSE algrec(h(n))

cu h(n) o functie descrescitoare cu proprietatea ci exista k cu h¥)(n) = (hoho...oh)(n) = ny.
Daca prelucrarea P; are cost constant (cp) iar determinarea lui h(n) are costul ¢ atunci costul
algoritmului algrec poate fi descris prin:

T(n) = Co daca n = ng
| T(h(n))+c dacid n > ng

Prin urmare timpul de executie al unui algoritm recursiv satisface o relatie de recurenta. Pen-
tru determinarea expresiei lui 7'(n) pornind de la relatia de recurenta se poate folosi una dintre
metodele:

e Metoda substitutiei (directe). Pornind de la relatia de recurenta se intuiegte forma generala a
lui T'(n) dupa care se demonstreaza prin inductie matematica validitatea expresiei lui T'(n).

e Metoda iteraliei (substitutiei inverse). Se scrie relatia de recurenta pentru n, h(n), h(h(n)),
..., ng dupa care se substituie succesiv T'(h(n)), T'(h(h(n))) s.a.m.d. Din relatia obtinuta,
pe baza unor calcule algebrice rezultd expresia lui T'(n). Metoda mai este cunoscuta si ca
metoda substitutiei inverse.

Ezemplul 1. Sa consideram cazul h(n) =n — 1.



Prin metoda iteratiei se obtine:

T(n) =
T(n—1) =

f(no +1) = .T(no) +c
T(ngp) = ¢

Prin insumarea tuturor relatiilor si reducerea termenilor corespunzatori se obtine: T'(n) = ¢(n —
ng) + co pentru n > ng.

Ezemplul 2. Consideram algoritmul recursiv (putere3) pentru calculul puterii x
numarul inmultirilor efectuate cu T'(n) se obtine relatia de recurenta:

T(n) = 1 dacan =2
| T(n/2)+1 dacdin>2

m v v
2™ Daci notam

Aplicand tehnica iteratiei obtinem:

T(n) = T(n/2)+1
T(n/2) = T(n/2%)+1

T = T@+1
) = 1

Cum numarul relatiilor de mai sus este m, prin insumarea tuturor i reducerea termenilor core-
spunzatori se obtine T'(n) = m = lgn.

Ezemplul 3. Analizam algoritmul mazim descris in sectiunea anterioara. Notand cu T'(n) numarul
de comparatii efectuate se obtine relatia de recurenta:

0 dacan =1
T(n)—{ T(|[n/2)) +T(n—|n/2]) +1 dacin >2

In cazul in care n nu este o putere a lui 2 metoda iteratiei este mai dificil de aplicat. Pornim de
la cazul particular n = 2™ pentru care relatia de recurentd conduce la T'(n) = 27'(n/2) + 1 pentru
n > 2 obtindndu-se succesiunea:

T(n) = 2T(n/2)+1
2T(n/4) + 1| 2!
T(n/4) = 2T(n/8)+1|-22

=
S

~

N
I

f(4) = éT(1)+1 Qm=2
T2) =0 gm=1

inmul‘gind relatiile cu factorii din ultima coloana, insumand relatiile si efectuand reducerile se obtine:
T(n) =1+2+22+...2m71 = 2™ 1 = n—1. Acest rezultat este valabil doar pentru n = 2™. Pentru
a arata ca este adevarat pentru orice n aplicam inductia matematica. Evident T(1) =1 —1 = 0.
Presupunem ca T'(k) = k— 1 pentru orice k < n. Rezulta ca T'(n) = [n/2| —1+n—|n/2|—-1+1=
n— 1.



Observatie. Se poate demonstra ca daca T'(n) € O(f(n)) pentru n = 2™, T'(n) este crescatoare
pentru argumente mari (n > ng) iar f(n) are proprietatea f(cn) € ©(f(n)) pentru ¢ o constanta
(in acest caz se spune despre f ca este neteda) atunci T'(n) € ©(f(n)) pentru orice n.

Conditiile de mai sus (T'(n) crescatoare pentru valori mari ale lui n si f(en) € O(f(n)) sunt
satisfiacute In marea majoritate a situatiilor practice.

3 Tehnica reducerii

Principiu. Tehnica reducerii se bazeaza pe relatia care exista intre solutia unei probleme si solutia
unei instante de dimensiune redusa a aceleiagi probleme. De regula reducerea dimensiunii se bazeaza
pe scaderea unei constante (in majoritatea situatiilor 1) din dimensiunea problemei.

Calculul factorialului. Cel mai simplu exemplu este cel al calculului factorialului. Relatia de la
care se porneste este:

ol — 1 dacan =0
]l (n=1)!-n dacdin>0

Algoritmul poate fi descris in varianta recursiva astfel:

factorial (n)

IF n=0THEN f=1

ELSE f = factorial(n — 1) xn
RETURN f

Notand cu T'(n) numarul de operatii de inmultire efectuate se obtine relatia de recurenta:

T(n) = 0 dacan =20
| T(n—1)+1 dacan >0

Din aceasta relatie se poate intui ca T'(n) = n. Demonstram acest lucru prin inductie matematica
dupa n. Pentru n = 1 se obtine 7'(1) = 7'(0) + 1 = 1. Presupunem cd T'(n — 1) = n— 1. Din relatia
de recurenta vom obtine T'(n) = T'(n — 1) + 1 = n. Deci intr-adevar T'(n) = n. Acelasi rezultat se
obtine aplicand tehnica iteratiei:

T(n) = T(n—1)+1
Tn—1) = T(n—-2)+1

) = T+
T(0) = 0

Prin insumarea tuturor relatiilor si efectuarea reducerilor se obtine: T'(n) = n.
Generarea permutarilor. Sa consideram problema generarii permutarilor de ordin n. Exista mai
multe moduri de a aplica tehnica reducerii. O varianta porneste de la ideea ca o permutare de ordin
n se poate obtine dintr-o permutare de ordin n — 1 prin plasarea valorii n pe toate cele n pozitii
posibile. Astfel dacd n = 3 exista doud permutari de ordin n —1 = 2: (1,2) si (2, 1). Pentru fiecare
dintre acestea valoarea 3 poate fi inserata in fiecare dintre cele trei pozitii posibile: prima, a doua si
a treia conducand la (3,1,2), (1,3,2), (1,2,3) respectiv la (3,2,1), (2,3,1), (2,1,3). Aceasta idee
ar corespunde unei abordari ascendente ("bottom-up” - pornind de la o permutare de ordin dat se
construiegte o permutare de ordin imediat superior).

Pentru o abordare descendenta (”top-down”) a problemei (o permutare de ordin n se specifica
prin permutari de ordin n — 1) sa observam c& pentru a genera toate permutarile de ordin n este



suficient sa plasim pe pozitia n succesiv toate valorile posibile (din {1,2,...,n}) si pentru fiecare
valoare astfel plasatd sia generam toate permutarile corespunzatoare valorilor aflate pe primele
n — 1 pozitii. Pentru a le genera pe acestea se folosesc permutarile de ordin n — 2 pana se ajunge
la permutéari de ordin 1 (o singura permutare care consta chiar din valoarea aflata pe pozitia 1).

Pentru a descrie algoritmul sa presupunem ca permutarile se vor obtine intr-un tablou z[1
accesat In comun de catre toate (auto)apelurile algoritmului si initializat astfel incat z[i] = i.
momentul in care x contine o permutare ea este afisata.

In

permutari(k)
IF k = 1 THEN WRITE z[1..1]
ELSE

[FOR i <+ 1,k DO

I lzli] < (k]

|| [[permutari(k — 1)

| zfi] < [k]

Aplicand acest algoritm, permutérile de ordin 3 se obtin in ordinea urmatoare: (2,3,1), (3,2,1),
(3,1,2), (1,3,2), (2,1,3), (1,2,3).

Pentru a analiza complexitatea algoritmului contorizam numarul de interschimbari efectuate si
observam ca satisface:

0 daca k=1
(k) _{ E(T(k—1)+2) dacak>1
Aplicam tehnica iteratiei si obtinem
T(k) = kT(k—1)+2k
Tk—-1) = (E-1D)T(k-2)+2(k—-1) |k

T(k—2) = (k—2)T(k—3)+2(k—2)| k(k—1)

:T(2) - :2T(1) +2 J(k—1)---3
T(1) = 0 k(k—1)---3-2

inmul@ind fiecare relatie cu factorii specificati in ultima coloana si insumand toate relatiile se obtine:
T(k)=k'+2(k(k—1)---44...k(k—1)+k). Prin urmare pentru k = n se obtine T'(n) =€ O(n!).
Turnurile din Hanoi. Se considera trei vergele plasate vertical si identificate prin s (sursa), d
(destinatie) si i (intermediar). Pe vergeaua s se afla dispuse n discuri in ordinea descrescatoare a
razelor (primul disc are raza maxima). Se cere sa se transfere toate discurile pe vergeaua d astfel
incat s fie plasate In aceeagi ordine. Se poate folosi vergeaua i ca intermediar cu restrictia ca in
orice moment peste un disc se afla doar discuri de raza mai mica. Ideea rezolvarii este: ”se transfera
n — 1 discuri de pe s pe 7 folosind d ca intermediar; se transferd discul ramas pe s direct pe d; se
transfera cele n — 1 discuri de pe i pe d folosind s ca intermediar”. Aceastad idee poate fi descrisa
simplu in maniera recursiva:

hanoi(n,s,d,i)
IFn=1THEN s —d
ELSE

|lhanoi(n — 1, s,i,d)

|s —d

|lhanoi(n — 1,i,d, s)




In algoritmul hanot primul argument specifica numarul de discuri ce vor fi transferate, al doilea
indica vergeaua sursa, al treilea vergeaua destinatie iar ultima pe cea folosita ca intermediar. Pre-
lucrarea s — d specifica faptul ca va fi transferat discul de pe vergeaua s pe vergeaua d. Structura
apelurilor recursive pentru n = 3 este ilustrata in fig. 2. Succesiunea mutarilor este obtinuta
parcurgand blocurile hagurate de la stanga la dreapta: s —d, s - i,d — 1, s = d, 1 — s, 1 — d,
s —d.

Figura 2: Structura de apel pentru algoritmul hanoi cand n = 3

Pentru a analiza complexitatea contorizam numarul de mutéari de discuri. Se observa ca:
1 dacan =1
T(")_{ 2T(n—1)+1 dacin>1
Prin metoda iteratiei se obtine:
T(n) = 2T'n—1)+1

n 2T(n —2) 4+ 1| -2}
T(n—2) = 2T(n—3)+1|-22

|
—
~—

I

i’(z) = éT(1)+1 Qn=2
T(1) =1 on-l

Insuménd relatiile rezultd T'(n) = 1421 +22 4 ... + 271 = 27 — 1 adici algoritmul are ordinul de
complexitate ©(2").

inmuli;irea ”a la russe”. Reducerea dimensiunii se poate realiza nu doar prin scaderea unei
constante ci si prin Impartirea la o constanta. Cazul cel mai frecvent este acela al Impartirii
dimensiunii problemei la 2. Un exemplu simplu in acest sens este cel al inmultirii ”a la russe”.
Regula de calcul in acest caz este:

daca a =0
- 2b daca a este par

%1 -2b+b daca a este impar

a-b=

Qe O

Pornind de la aceasta relatie algoritmul poate fi descris prin:



produs(a,b)

IF a =0 THEN RETURN 0

ELSE
|IIF @« MOD 2 = 0 THEN RETURN produs(a DIV 2,2*Db)
||[ELSE RETURN produs((a-1) DIV 2,2*b)+b

Pentru a analiza complexitatea algoritmului consideram ca dimensiunea problemei este reprezen-
tata de perechea (a, b) iar operatia dominanta este impartirea lui a la 2 (celelalte operatii: inmultirea
lui b cu 2 si adunarea nu se efectueaza de mai multe ori). Astfel pentru timpul de executie T'(a,b)
se poate scrie relatia de recurenta:

0 daca a =0
T(a,b) = { T(a/2,2b)+1 dacdaa>0

Aplicim metoda iteratiei pentru cazul particular a = 2*:

T(2%,b) = T(2¢1,20) +1
T(2F1 26) = T(222%) + 1

T(2,28 1) = T(1,2%h) + 1
T(1,2%b) (0,25 1p) +1
T(1,2"1h) = 0

Insumand relatiile rezultd T'(a,b) = k+1 = lga+ 1. Se observa ca timpul de executie depinde doar
de valoarea lui a si pentru a = 2F avem T'(a) € O(lga). Intrucat T'(a) este crescitoare pentru valori
mari ale lui a iar 1geca = lga + 1ge € O(lga) rezulta ca rezultatul este valabil gi pentru cazul general.

4 Tehnica divizarii
Principiu. Tehnica divizarii (denumita si ”divide et impera” sau ”divide and conquer”) consta in:

e Descompunerea in subprobleme. O problema de dimensiune n este descompusa in doua sau
mai multe subprobleme de dimensiune mai mica. Cazul clasic este acela cand subproblemele
au aceeagi natura ca si problema initiald. Ideal este ca dimensiunile subproblemelor s& fie cat
mai apropiate (daca problema de dimensiune n se descompune in k subprobleme e de preferat
ca acestea s aiba dimensiuni apropiate de n/k). Pentru ca aceasta tehnica sa fie efectiva (sa
conduca de exemplu la reducerea costului calculului) trebuie ca subproblemele care se rezolva
sa fie independente (o aceeasi subproblema sa nu fie rezolvata de mai multe ori).

e Rezolvarea subproblemelor. Fiecare dintre subproblemele independente obtinute prin divizare
se rezolva. Daca ele sunt similare problemei initiale atunci se aplica din nou tehnica divizarii.
Procesul de divizare continua pana cand se ajunge la subprobleme de dimensiune suficient de
mica (dimensiunea critica, n.) pentru a fi rezolvate direct.

o Combinarea rezultatelor. Pentru a obtine raspunsul la problema initiala uneori trebuie com-
binate rezultatele obtinute pentru subprobleme.

Structura generald a unui algoritm elaborat folosind tehnica divizarii este:



divizare(P(n))

IF n < n. THEN ( rezolvare directa )

ELSE
I{ descompune P(n) in k subprobleme P;(ni),... Pgx(ng) )
[FOR i « 1,k
I ||divizare(P;(n;))

I[{ compunerea rezultatelor )

Exemple. In practici cel mai adesea se utilizeazi k = 2 si ny = |n/2], ng = n—|n/2|. Algoritmul
pentru determinarea maximului prezentat in prima sectiune se bazeaza pe tehnica divizarii pentru
k = 2 si dimensiunea critica n. = 1 . Subproblemele sunt independente iar compunerea rezultatelor
consta 1n prelucrarea "IF mazxl < max2 THEN max < maz2 ELSE max «— max1”.

S& consideram problema cautarii unei valori v intr-un tablou a[l..n] ordonat crescator. Tehnica
divizarii se poate aplica aici astfel:

e se alege un element a[j] din a[l..n] care se compara cu v;
e daca v = alj] atunci a fost gasit elementul cautat;

e daca v < a[j] atunci cautarea continua in subtabloul a[1..j —1] altfel ea continua in subtabloul
alj + 1..n].

Alegerea cea mai naturald pentru j este sa fie cat mai aproape de mijlocul tabloului. Pe de
altd parte, se observa ca pentru aceasta probleméa doar una dintre cele doua subprobleme trebuie
rezolvata. Dimensiunea critica este in acest caz n, = 1 (tablou constituit dintr-un singur element).

Algoritmul elaborat in acest mod, numit algoritmul cautarii binare, poate fi descris astfel:

cautbini(a[s..d],v)
IF s > d THEN RETURN F
ELSE
|lm < (s +d) DIV 2
IIIF a[m] = v THEN RETURN A
|ELSE
I ||IF v < a[m] THEN RETURN cautbinl(a[s..m — 1], v)
|| ||ELSE RETURN cautbinl(alm + 1..d],v)

cu s si d delimitand zona din tablou unde se concentreaza la un moment dat cautarea. La inceput
se cauta in intreg tabloul astfel ca la primul apel avem s = 1 si d = n. Algoritmul poate fi descris
si in varianta iterativa:

cautbin2(a[l..n],v)

51

d—n

gasit «— False

WHILE (s < d) A (gasit = False)
I — |(s +d)/2]
IITF a[m] = v THEN gasit < True
|ELSE
I |IIF v < a[m] THEN d < m — 1
| ||ELSE s —m+1

RETURN gasit
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Pentru a evita compararea de doua ori a valorii cautate cu elemente ale tabloului (a[m] = v si
v < a[m]) algoritmul poate fi rescris in forma urmatoare:

cautbin3(a[l..n],v)
5«1
d—mn
WHILE s < d
lm — (s + d)/2]
IIF v < a[m] THEN d «— m
|IELSE s «— m +1
IF v=a[s] THEN RETURN True
ELSE RETURN FALSE

Pentru a analiza algoritmul cautarii binare sa consideram ca T'(n) reprezintd numarul maxim
de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului (se atinge in cazul cel mai defavorabil, cand
v nu se afld in tablou). Relatia de recurenta corespunzitoare este:

T(n):{ 1 dacan =1

T(|n/2])+1 dacan>1

Pentru stabili valoarea lui T'(n) sa analizam pentru inceput cazul particular n = 2. Aplicadnd
metoda iteratiei obtinem:

T2™) = T(n) = T(n/2)+1
TEm™ 1Y) = T(n/2) = T(n/4)+1
;/”(21) = :T(2) = T(1)+1

T(2% = T1) =1

Insumand cele m + 1 relatii se obtine T'(n) = m + 1 = lgn + 1, pentru n = 2™. Pentru n arbitrar
relatia se demonstreaza prin inductie matematica. Presupunem ca T'(k) = |lgk] + 1 pentru orice
k < n i aritdm ci T(n) = |lgn| + 1. Tratdm separat cazurile: (i) n = 2k; (ii) n = 2k + 1. In
primul caz se obtine:

Tn)=Tk)+1=|lgk] +2=|lgk+ 1| +1=|lg(2k)] + 1= |lgn] + 1.
In al doilea caz obtinem:
Tn)=T(k)+1=|lgk] +2=[lgk+1]+1=|lg(2k)] +1

folosind relatiile |lgn| +1 = [lg(n +1)] pentrun € N si || + 1
Prin urmare cautarea binara este de complexitate O(lgn).
Observatie. Algoritmul cautarii binare poate fi mai degraba vazut ca un exemplu de aplicare a
tehnicii reducerii (prin impartirea problemei in doud subprobleme dintre care doar una se rezolva).

[lg(2k +1)] = |lgn| + 1.
[x] pentru x & N.

Metoda master. Reprezinta o tehnica de analiza a algoritmilor elaborati prin tehnica divizarii.
Presupunem ca o problema de dimensiune n este descompusa in m subprobleme de dimensiuni n/m
dintre care este necesar sa fie rezolvate k < m. Consideram ca divizarea si compunerea rezultatelor
au impreuna costul Tpc(n) iar costul rezolvarii in cazul particular este Ty. Cu aceste ipoteze costul
corespunzator algoritmului verifica relatia de recurenta:

T(n) = To daca n < ng
| kT (n/m)+Tpc(n) dacd n > n.
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Determinarea lui T'(n) pornind de la aceasta recurenta este ugurata de teorema urmatoare.
Teorema master. Daca Tpc(n) = ©(nd), d > 0 atunci:

O(n?) daca k < m?
T(n) =14 O(ndgn) daca k=m?
O(n'%n*)  dack k > m?

Ezemplu. Pentru algoritmul cautarii binare avem: Tpc(n) = O(1) decid =0, m=2gi k= 1. Se
aplica cazul al doilea al teoremei master (1 = 29) si se obtine T'(n) = ©(lgn). Pentru algoritmul
mazxim avem d = 0, m = 2, k = 2, deci se aplica cazul al treilea al teoremei obtinandu-se T'(n) = n.

5 Exercitii

1. Propuneti un algoritm mai eficient decat puterel pentru calculul puterii z™ pentru un n,
numar natural arbitrar. Stabiliti ordinul de complexitate al algoritmului propus.

2. Propuneti un algoritm pentru calculul lui A™, cu A matrice patratica de ordin n care sa aiba
o complexitate mai mica decat ©(n?).

3. Folosind relatia C¥ = C¥ | + C*~! scrieti un algoritm recursiv pentru calculul lui CE.
Analizati complexitatea algoritmului propus si comparati ordinul de complexitate cu cel al
algoritmului bazat pe relatia: C¥ = n!/(k!(n — k)!).

4. Modificati algoritmul maxim astfel incat sa permita determinarea atat a valorii maxime cét
si a celei minime. Stabiliti numarul de comparatii efectuate. Algoritmul obtinut este mai
eficient decat cel care consta in determinarea separata a minimului §i a maximului 7

5. Scrieti un algoritm care sa implementeze urmatoarea idee pentru determinarea simultana a
valorii minime si maxime dintr-un tablou: ”Se grupeaza elementele tabloului in [n/2] perechi.
Pentru fiecare pereche se transfera valoarea minima intr-o multime cu minime iar valoarea
maxima intr-o multime cu maxime. Se aplica aceeasi prelucrare asupra celor douda multimi
eliminand din multimea minimelor valorile mari si din cea a maximelor valorile mici. Procesul
continua pana cand aceste multimi contin cate un element. Analizati algoritmul propus.

6. Scrieti un algoritm de generare a permutarilor bazat pe abordarea ”"bottom-up” si analizati
complexitatea acestuia.

Indicatie. Algoritmul va fi apelat cu perm(1) i poate fi descris prin:

perm(k)
IF k = n + 1 THEN WRITE z[1..7]
ELSE

|[FOR i <+ 1,k DO

| llali] < o[

| flperm(k+ 1)

| [2[i] < =[k]

7. Modificati algoritmul de cautare binara astfel Incat sa returneze pozitia valorii cautate in
cazul in care aceasta e prezenta in tablou si —1 in caz contrar.
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8. Modificati algoritmul de sortare prin insertie astfel incat cautarea pozitiei in care se insereaza
elementul z[i] in subtabloul z[1..i — 1] se bazeaza pe tehnica cautarii binare. Analizati com-
plexitatea algoritmului obtinut. Se modificd ordinul de complexitate in raport cu algoritmul
clasic de insertie ?
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