. RELATII RECURENTE

Cel mai important castig al exprimarii recursive este faptul ca ea este naturald si compacta, fara sa ascunda esenta
algoritmului prin detaliile de implementare. Pe de altd parte, apelurile recursive trebuie folosite cu discernamant,
deoarece solicita si ele resursele calculatorului (timp si memorie). Analiza unui algoritm recursiv implica rezolvarea unui
sistem de recurente. Vom vedea in continuare cum pot fi rezolvate astfel de recurente.

Cand un algoritm contine o apelare recursiva la el insusi, timpul sdu de executie poate fi descris adesea printr-0
recurentd. O recurentd este o ecuatie sau o inegalitate care descrie intregul timp de executie al unei probleme de
dimensiune n cu ajutorul timpilor de executie pentru date de intrare de dimensiuni mici. Putem, apoi, folosi instrumente
matematice pentru a rezolva problema de recurenta si pentru a obtine margini ale performantei algoritmului.

O recurentd pentru timpul de executie al unui algoritm de tipul divide si stipaneste se bazeaza pe cele trei etape
definite in descrierea metodei. La fel ca paAnd acum, vom nota cu T(n) timpul de executie al unei probleme de dimensiune
n. Daca dimensiunea problemei este suficient de mica, de exemplu N<'C pentru o anumita constanta c, solutia directa ia
untimp constant de executie, pe care il vom nota cu ®(1). Sa presupunem ca divizam problema in a subprobleme, fiecare
dintre acestea avand dimensiunea de 1/b din dimensiunea problemei originale. Daca D(n) este timpul necesar pentru a
divide problema in suprobleme, iar C(n) este timpul necesar pentru a combina solutiile subproblemelor in solutia
problemei originale, obtinem recurenta
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5.1 Metoda master

Metoda master furnizeaza o ,,reteta” pentru rezolvarea recurentelor de forma
T(n)=aT(n/b)+ f(n) (5.1)

unde a> 1 si b>1sunt constante, iar f(n) este o functie asimptotic pozitiva. Metoda master pretinde memorarea a trei
cazuri, dar apoi solutia multor recurente se poate determina destul de usor, de multe ori fara creion si hartie.

Recurenta (1.4.1) descrie timpul de executie al unui algoritm care imparte o problema de dimensiune n in a
subprobleme, fiecare de dimensiune b/n, unde a si b sunt constante pozitive. Cele a subprobleme sunt rezolvate recursiv,
fiecare in timp T(n/b). Costul divizarii problemei si al combindrii rezultatelor subproblemelor este descris de functia f(n)
(Adica, utilizand notatia f(n)=D(n) + C(n)). Din punctul de vedere al corectitudinii tehnice, recurenta nu este, de

fapt, bine definitd, deoarece n/b ar putea si nu fie intreg. Inlocuirea fiecaruia dintre cei a termeni T(n/b) fiecu T (|_n / bJ)

fiecu T (]_n/ b—D nu afecteaza, totusi, comportamentul asimptotic al recurentei. In mod normal, ne va conveni, de aceea,
sa omitem functiile parte intreaga inferioara si superioara cand scriem recurente divide si stapaneste de aceastd forma.
Teorema master
Metoda master depinde de urmatoarea teorema.
Teorema 5.1.1. (teorema master) Fie a>1 si b>1 constante, fie f(n) o functie si fie T(n) definita pe intregii nenegativi
prin recurenta

T(n)= aT(n/b) + f(n)

unde interpretam n/b fie ca Ln/ bJ fie ca (n/ b—l Atunci T(n) poate fi delimitata asimptotic dupa cum urmeaza.

1. Daca f (n) = O(n Lgs™ )pentru 0 anumiti constanti & >0, atunci T (n) = @(ﬂ g )
2. Dac f(n)= @(n ook ) atunci T(n)= @(n " g n).
3. Daca f (n) = Q(n os™ , pentru 0 anumita constanti & >0 si daca af (n/ b) <cf (n) pentru 0 anumita

constanta ¢ < 1si toti n suficient de mari, atunci T(n) = @(f (n))

Inainte de a aplica teorema master la cateva exemple, s ne oprim putin ca sa Intelegem ce spune. In fiecare dintre
cele trei cazuri, compardm functia f(n) cu functia n'°%?. Intuitiv, solutia recurentei este determinati de cea mai mare
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dintre cele doud functii. Daca functia n'°,® este mai mare, ca in cazul 1, atunci solutia este | (n) = @(n 9 ) Daca



functia f(n) este mai mare, ca in cazul 3, atunci solutia este | (n) = @(f (n)) Daca cele doua functii sunt de acelasi
ordin de marime, ca in cazul 2, inmulfim cu un factor logaritmic, iar soluia este
I a
T(n)= ®(n "9 g n): o(f(n)lgn).

Dincolo de aceasti intuitie, exista niste detalii tehnice care trebuie intelese.

In primul caz, f(n) trebuie nu numai sa fie mai mica decat n'°%?, trebuie sa fie polinomial mai mica. Adica f(n) trebuie
si fie asimptotic mai mica decat n'°%? cu un factor n¢ pentru o anumiti constanti & >0. In al treilea caz, f(n) trebuie nu
numai sa fie mai mare decat n'%?, trebuie sa fie polinomial mai mare si, in plus, sa verifice conditia de ,,regularitate”
af (n/ b) <cf (n) Aceastd conditie este satisfacutd de majoritatea functiilor polinomial marginite pe care le vom
intalni.

Exista un gol intre cazurile 1 si 2 cand f(n) este mai mic decat n'°? dar nu polinomial mai mic. Analog existi un gol
intre cazurile 2 si 3 cand f(n) este mai mare decat n'®,? dar nu polinomial mai mare. Daci functia f(n) cade intr-unul
dintre aceste goluri, sau cand conditia de regularitate din cazul 3 nu este verificata, metoda master nu poate fi utilizata
pentru a rezolva recurenta.

Exemplu 5.1.1.

T(n) =9T(n/3) + n.

Pentru aceastd recurentd, avem a = 9, b = 3, f(n) = n si astfel n'®,?= T(n)= n'"9 >=6(n?).

Deoarece f(n)= O(n'*9:°%), unde &= 1, putem si aplicim cazul 1 al teoremei master si si considerdm ci solutia este
T(n)= 6(n?).

Exemplu 5.1.2.

T(n)=T(2n/3) + 1.

Pentru aceastd recurentd, avem a=1, b= 3/2, f(n)=1 si n'%%?= n'%95,'=n%=1. Cazul 2 este cel care se aplicd deoarece
f(n)= ®(n'9,?)= O(1) si astfel solutia recurentei este

T(n)= 6(lg n).

Exemplu 5.1.3.
T(n) = 3T(n/4) + nlgn,
Pentru aceasta recurenti, avem a=3, b=4, f(n)= nlgn si n'*%2=n'%3, =0(n®"%). Deoarece f(n)=Q(n'% ,**4), unde & ~
0.2, cazul 3 se aplica daca putem arata ca pentru f(n) este verificatd conditia de regularitate. Pentru n suficient de mare,
af(n/b)=3(n/4)lg (n/4) < (3/4)nlgn = cf(n) pentru c = 3/4.
In consecinta, din cazul 3, solutia recurentei este T(n)= @(nlgn).

Exemplu 5.1.4.
Metoda master nu se aplica recurentei
T(n)=2T(n/2) + nign,
chiar daci are forma potriviti: a=2, b=2, f(n)= nlgn si n'®%?= n. Se pare ci ar trebui si se aplice cazul 3, deoarece
f(n)= nlgn este asimptotic mai mare decat n'®%? = n, dar nu polinomial mai mare. Raportul f(n)/n'®%? = (nlgn)/n este
asimptotic mai mic decat n‘pentru orice constantd pozitiva &. In consecint, recurenta cade in golul dintre cazurile 2 si

3.



