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II.2. ANALIZA UNOR  ALGORITMI 
RECURSIVI.  RELA|II   DE  RECUREN|{ 

 Timpul de execu\ie al unui algoritm care con\ine o apelare 
recursiv[ la el @nsu]i poate fi, de cele mai multe ori, descris printr-o 
rela\ie de recuren\[. O rela\ie de recuren\[ const[ @ntr-o  formul[ care 
ne permite a calcula elementele unui ]ir @n func\ie de elemente 
precedente lor, pornind de la una sau mai multe valori date ini\ial. Ea 
se prezint[ sub forma unei egalit[\i sau inegalit[\i. 
 

II.2.1. Rela\ii de recuren\[ de ordinul @nt`i cu coeficien\i 
constan\i 

 
            S[ presupunem c[ dorim s[ construim un ]ir f(0),f(1),f(2), … 
pornind de la  rela\ia f(n)=cf(n-1) (n ≥ 1 ;f(0) = 1, c este o constant[).   

Din  condi\iile date rezult[: f(1) = c, f(2) = c2, f(3) = c3,..., 
f(n) = cn... O astfel de rela\ie de recuren\[ se nume]te rela\ie de 
recuren\[ de  ordinul @nt`i   pentru c[ orice element nou din ]ir  se 
calculeaz[ @n func\ie de precedentul  s[u. Condi\ia ini\ial[, n ≥ 1, 
indic[ faptul c[ pentru orice  valoare a lui  n∈N, formula de 
recuren\[ este valid[, iar  f(0) = 1 precizeaz[ o valoare ini\ial[ de la 
care se @ncepe determinarea elementelor ]irului  ]i asigur[ unicitatea  
solu\iei. 

Solu\ia general[ a rela\iei de recuren\[ date este de forma 
f(n) = kcn   (n ≥ 0; f(0) = k  (valoare ini\ial[ )). Prin induc\ie 
matematic[ se verific[ u]or corectitudinea solu\iei. O astfel de solu\ie 
define]te o func\ie discret[  al c[rui domeniu de defini\ie @l constituie 
mul\imea  numerelor  naturale.  

O rela\ie de recuren\[ de forma f(n) + cf(n-1) = 0  este 
liniar[  fiindc[ fiecare termen  al s[u se afl[ la puterea  @nt`i.  
 Cum se poate determina ]irul  f(1), f(2) ,….. . , pornind de la 
o  rela\ie de recuren\[ de  ordinul @nt`i de forma  f(n) = bn f(n-1)        
( n ≥ 1 ; f(0)  cunoscut), unde ]irul  b1 , b2 , b3, b4, …. este cunoscut?  
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Se g[se]te, @n mod succesiv, f(1) = b1f(0), f(2) = b2f(1) = 
b2b1f(0),… Se observ[ c[ solu\ia rela\iei este de forma  

f(n)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∏
n

kb
1

f(0) (n = 1,2,…). Se verific[ prin induc\ie matematic[. 

Forma general[ a unei rela\ii de recuren\[ de ordinul @nt`i cu 
coeficien\i constan\i  este f(n)+ cf(n-1) = p(n) (n ≥ 1; c este o 
constant[,  p(n)  o func\ie discret[).  

Dac[  p(n) ≡ 0, pentru orice n ≥ 1, rela\ia se nume]te 
omogen[. #n caz contrar, rela\ia se nume]te  neomogen[. 

 
Unele rela\ii de recuren\[ neliniare, printr-o anumit[ 

substitu\ie algebric[, se pot transforma  @n rela\ii  liniare  care  se pot 
rezolva imediat. 

 
Exemplul  II.2.1.1.  G[si\i elementul  f(20)  din  ]irul definit 

prin  rela\ia (f(n))2 =  8(f(n-1))2 (  f(n) >0 pentru orice n ≥ 0; f(0) = 2).  
 
Se observ[ c[ o astfel de rela\ie nu este liniar[. Dac[ se 

substituie (f(n))2 cu g(n), atunci se ob\ine rela\ia liniar[         
g(n)=8g(n-1) (n ≥ 1; g(0) =4) a c[rei solu\ie este  g(n) = 4*8n, iar 

f(n)= 2 ( )n
22 . Deci  f(20) = 231. 

#n general, nu exist[ o anumit[ metod[ pentru rezolvarea 
rela\iilor de recuren\[ neomogene cu coeficien\i constan\i. Se va 
aplica o anumit[ tehnic[ de rezolvare @n raport cu forma func\iei 
discrete din membrul drept al rela\iei. 

S[ presupunem c[ avem  o rela\ie de recuren\[  neomogen[  
de ordinul @nt`i de forma  f(n) + cf(n-1)= kαn (n ≥ 1; k  o constant[). 
Se observ[ c[  @n  acest caz particular  p(n)= kαn. 

Solu\ia general[ a unei astfel de rela\ii este de forma 
f(n)=f(n)(o)+f(n)(p)  unde  f(n)(o) reprezint[  solu\ia rela\iei omogene 
asociate f(n)+cf(n-1) =0, iar f(n)(p)  este o solu\ie particular[. 
1) Dac[  p(n)=kαn  nu este solu\ie a rela\iei omogene  asociate, 

atunci o solu\ie particular[ va fi  de forma np mnf α=)()(  unde m 
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este o constant[ care urmeaz[ a se determina prin @nlocuirea lui f(n)(p)   
@n rela\ia dat[. 
 2) Dac[ p(n)=kαn este solu\ie a rela\iei omogene asociate, se va 

considera np qnnf α=)()( , unde q este o constant[ care se va 
determina  ca  la  punctul 1). 
3) Pentru p(n), func\ie discret[ de alt[ form[, vezi tabela general[ de 
la finalul paragrafului II.2. 
 

Exemplul II.2.1.2.  Un caz particular  @l constituie rela\ia  de 
recuren\[  neomogen[ de ordinul @nt`i  f(n ) - f(n-1) = p(n)  (c = -1) 

care are  solu\ia  ∑
=

+=
n

j
jpfnf

1
)()0()( .   Verifica\i! 

De exemplu, pentru  rela\ia de recuren\[  f(n) – f(n-1) = 9n2 
(n ≥ 1 ; f(0)=8), se ob\ine:    

2
)12)(1(38

6
)12)(1(*9898)()0()(

1 1

2

++
+

=
++

+=+=+= ∑ ∑
nnn

nnnjjpfnf
n n

. 

          Este adev[rat[ afirma\ia  f(n) ∈ O(n3 ) ?  Dar  f(n) ∈ O( 3n3 ) ? 
Justifica\i r[spunsul. 

 
Exemplul  II.2.1.3.     S[ se rezolve urm[toarele rela\ii de 

recuren\[:  
(a)  f(n) – 7f(n-1)=9(5n )   (n ≥1; f(0) = 3 ); 
(b) f(n)  - 7f(n-1)= 9(7n )  (n ≥ 1; f(0) =3). 
 

#n cazul (a) se observ[ c[  solu\ia rela\iei omogene asociate 

este )7()( )( no cnf = . Pentru c[  p(n) = 9(5n) nu este solu\ie a 
rela\iei  omogene asociate, se va lua ca solu\ie particular[ 

)5()( )( np mnf = . #nlocuind aceast[   solu\ie particular[ @n rela\ia 
dat[, se ob\ine m = - 45/ 2 .  

.0,)5)(2/9()5)(2/45()( 1)( ≥−=−= + nnf nnp   
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Solu\ia  general[  este: 

0,5)2/9(7)2/51()();5)(2/9()7()( 11 ≥−=−+= ++ nnfcnf nnnn

 (valoarea  c= (51/2)  se ob\ine din condi\ia ini\ial[  f(0) = 3). 
 

#n cazul (b) se observ[ c[ solu\ia rela\iei omogene asociate 

)7()( )( no cnf =  ]i p(n) = 9(7n)  nu sunt liniar independente. Altfel 
zis, p(n) este solu\ie a rela\iei omogene asociate. Ca atare, vom 

considera  )7()( )( np qnnf =  ]i  @nlocuind @n rela\ia dat[  se ob\ine  
q =  9.  
Solu\ia general[  este: 

).3)0(,0(7)39()7(9)7()( =≥+=+= fnnncnf nnn  
(c=3 se ob\ine din condi\ia ini\ial[ f(0)=3). 

Ce se poate afirma despre ordinul de complexitate 
asimptotic[ a lui f(n) ? 

 
#n practic[, se @nt`lnesc adesea rela\ii de recuren\[ liniare de 

ordinul @nt`i neomogene de forma  f(n) = bn f(n-1) + cn (n ≥ 1; f(0)  
dat ), unde ]irurile  (bj)j∈N  ]i  (cj)j∈N  sunt cunoscute.   

Pentru  o astfel de rela\ie, vom considera un nou ]ir astfel 

@nc`t  f(n) = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∏
n

jb
1

g(n)  (n ≥ 1; f(0)= g(0)).  #nlocuind pe f(n)  @n 

rela\ia dat[ ini\ial, se ob\ine ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∏
n

jb
1

g(n) =  bn ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∏
−1

1

n

jb g(n-1) + cn, 

adic[  g(n) =g(n-1)+dn (n ≥ 1; g(0) cunoscut ), iar  dn =  cn / ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∏
n

jb
1

. 

Se vede c[  g(n)= g(0)+∑
n

jd
1

. Solu\ia rela\iei ini\iale este 

f(n) = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∏
n

j

n
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)0(   (n > 0 ).  

S[ se aplice aceast[ metod[ pentru a g[si solu\ia  rela\iei                
f(n) = 5f(n-1) + n  (n ≥ 1; f(0)=0 ). 
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Exemplul  II.2.1.4.  S[ consider[m  un algoritm care descrie 

o  tehnic[ cunoscut[ de sortare numeric[. 

 Intrarea algoritmului const[ @ntr-un tablou unidimensional de N 
numere @ntregi distincte care urmeaz[ a fi sortat (ordonat  cresc[tor). 
Dimensiunea intr[rii este N, adic[ dimensiunea tabloului. 
Implementarea  unui  astfel de algoritm se prezint[  @n urm[torul 
segment de program C.    
 
 
{…………. 
   for ( i=1;i <= N-1;i++) 
     for ( j=N; j >= i+1; j--) 
       if (  X[j] < X[j-1] )  
         {  
            T=X[j-1];  
            X[j-1]=X[j];  
            X[j]=T; 
          }     
    ........... ..……… 
 

Se observ[ c[  se @ncepe compararea ultimului element din 
tablou (ultima intrare), X[N], cu predecesorul  s[u X[N-1], urm`nd a 
se interschimba, dac[ este cazul,  valorile memorate @n ele. Dup[ N-1 
compar[ri, num[rul cel mai mic se va afla memorat @n  X[1]. Se va 
repeta acest proces pentru cele N-1 valori memorate, @n acest 
moment, @n  subtabloul X[2], X[3], …,X[N]. Se va re\ine fiecare 
timp (moment) contorizat prin  variabila „i“  @n desf[]urarea acestui 
proces. 

A stabili func\ia de complexitate f(N) pentru un astfel de 
algoritm, cu intrarea precizat[ anterior, @nseamn[ a determina 
num[rul total de compar[ri  care s-au executat. Se observ[  c[  
f(1)=0;f(2)=f(1)+(2-1)=1;f(3)=f(2)+(3-1)=1+2;f(4)=f(3)+(4-1)=1+2+ 
3 ;.., f(N)= 1+2+3+…+ (N-1) = N(N-1)/2 = ( N2–N )/2. 
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Se ob\ine urm[toarea rela\ie de recuren\[   
f(N)=f(N-1) + (N-1) (N ≥ 2; f(1)=0).  
Aceasta  este o rela\ie de recuren\[ de ordinul @nt`i (liniar[)  cu 
coeficien\i constan\i. 

#n concluzie, ca o m[sur[ a timpului de execu\ie a acestui 
algoritm, putem nota  c[  f(N) = O(N2 ). Se mai spune c[ o astfel de 
metod[ de sortare  necesit[ O(N2 )  compar[ri. 

S[ desf[]ur[m algoritmul descris pe un caz particular. Fie 
N=5 ]i secven\a urm[toare: 

i=1: 
X[1] 14  14 14  14        4 
           j=2 
X[2] 18  18 18  18   14  
             j=3 
X[3]  4  4 4       18   18 
                  j=4 
X[4] 10  10 10  10   10 
 j=5 
X[5] 16  16 16  16   16  
 
Exist[ patru compar[ri  din care dou[ conduc la 

interschimb[ri (cuprinse @ntre dreptunghiuri). 
i=2:   
X[1] 4  4      4         4    
 
X[2] 14            14     14       10  
               j=3 
X[3]  18 18     10           14  
          j=4 
X[4] 10  10    18       18  
 j=5 
X[5] 16  16    16       16  
 
Din cele trei compar[ri, dou[ sunt interschimb[ri. 
 
i=3: 
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X[1]  4  4 4   
 
X[2]  10   10 10   
                    
X[3]   14  14 14            
                   j=4 
X[4]  18  16 16   
           j=5 
X[5]  16  18 18   
 
Dou[ compar[ri (o interschimbare). 
 
i=4: 
X[1]    4      
X[2]  10       

               
X[3]   14                                     
X[4] 16 
                  j=5 
X[5]  18  
 
O comparare (0 interschimb[ri).  
    
Exemplul II.2.1.5.   Fie n>=1 ]i S o mul\ime ce con\ine 2n 

numere naturale. S[ se determine elementul maxim ]i elementul 
minim din S. 

 
Intrarea algoritmului  n, 2n numere naturale. 
 
Dimensiunea intr[rii  cardinalul mul\imii date S. 

 
Fie f(n), func\ia care  exprim[ num[rul de compar[ri @ntre 

perechi de elemente din S. 
Se observ[ c[ f(1)=1(n=1, |S|=21=2). Dac[ n=2, |S|=22=4.   

Fie S=S1US2 unde S1={z1,z2}, S2={y1,y2}. Se vor g[si elementele 
maxim ]i minim din fiecare  submul\ime Sk(k=1,2) prin 2*1=2*f(1) 
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compar[ri, iar apoi se vor compara @ntre ele  elementele minime, 
respectiv maxime din cele dou[ submul\imi. #n total se execut[   
f(2)=2*f(1)+2 compar[ri.  
Dac[  |S|=2n, vom lua  S= S1US2 cu |S1|=|S2|=2n-1.  

Este u]or a se observa rela\ia de recuren\[  neomogen[ de 
ordinul @nt`i, f(n)=2f(n-1)+2 (n>=2; f(1)=1). 

Rela\ia omogen[ asociat[ este f(n)-2f(n-1)=0. Se observ[ c[ 
p(n)=2*1n nu este solu\ie a acestei rela\ii omogene. Solu\ia pentru 

aceast[ rela\ie va fi de forma )2()( )( no cnf = . Ca solu\ie particular[ 

se va lua mnf p =)()( *1n ( m  este o constant[). Se @nlocuie]te @n 

rela\ia ini\ial[ ]i se ob\ine  m= -2. Solu\ia va fi ncnf 2*2)( +−= . 
Din condi\ia ini\ial[ f(1)=1 se ob\ine c=3/2. #n final, f(n)=3*2n-1-2 
(n>=1) (f(n)=  O(2n)). 

 
Exemplul  II.2.1.6.  #n 1904, matematicianul suedez Helge von 
Kokh a creat curba ce @i poart[ numele. Construc\ia curbei @ncepe cu 
un triunghi echilateral cu latura egal[ cu unitatea. Perimetrul 

triunghiului este egal cu 3, iar aria ).4/3( Triunghiul este supus 
unei transform[ri prin care fiecare latur[ este @mp[r\it[ @n trei p[r\i 
egale, ]i pe fiecare latur[ a triunghiului se construie]te, la mijloc,  
spre exterior un alt triunghi echilateral cu latura de (1/3). Se ob\ine 
a]a numita “steaua lui David”.  

#n acest fel, pe fiecare latur[ a triunghiului echilateral ini\ial 
se afl[ 4 segmente de lungime (1/3). Se va ob\ine un poligon cu 12 

laturi a c[rui arie este .3/33*)3/1(*)4/3()4/3( 2 =+  
 Continu`nd algoritmul de construc\ie se ob\ine, la pasul 

urm[tor, un poligon cu 42*3=48 laturi cu dimensiunea 1/9=(1/3)2
  

fiecare. Aria poligonului respectiv se exprim[ prin rela\ia 

.27/3103*4*])3/1[(*)4/3(3/3)4/3( 22 =++  
Pentru n > 0 se va considera f(n) ca fiind aria poligonului 

care se ob\ine din triunghiul echilateral ini\ial dup[ aplicarea a n 
transform[ri de tipul celor descrise mai sus.  Se va ajunge la un 
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poligon cu 4n * 3 laturi, iar la pasul urm[tor, la un poligon cu 4n+1 * 3 
laturi.  
Se poate, relativ u]or, observa  urm[toarea rela\ie de recuren\[ 

 
)3/3)1(;1()9/4(*))16/33()1()(

3*4*)3/1(*)4/3()1()( 12

=>+−=

+−= −

fnnfnf

saunfnf
n

nn

       

Rela\ia omogen[ asociat[ este f(n)-f(n-1)=0.  Se observ[ c[ 
(4/9)n nu este solu\ie a acestei rela\ii. Prin urmare se va considera  

.)9/4()( )( np mnf =  Se @nlocuie]te @n rela\ia ini\ial[ ]i se va ob\ine        

m = ).34/1)(5/9(−  

Solu\ia rela\iei omogene va fi de forma .1*)( )( no knf =  
Scriind  solu\ia general[ ]i \in`nd cont de valoarea ini\ial[, se ob\ine: 

).1())9/4(6(*))35/(1()( 1 ≥−= − nnf n  
Se vede c[ pentru un n suficient de mare ((4/9)n-1 )0→ ) ]i ca 

atare f(n) se aproximeaz[ cu un num[r finit )35/(6 . Ordinul de  
complexitate se poate exprima prin f(n)=O((4/9)n). 

 
Exemplul II.2.1.7.    Se consider[ trei tije identice T1, T2, T3  

]i n  discuri cu diametre diferite  care se pot a]eza pe oricare din cele 
trei tije. Stabili\i rela\ia de recuren\[ ]i ordinul de complexitate 
corespunz[tor algoritmului prin care cele n discuri aflate ini\ial @n 
ordinea  cresc[toare a diametrelor lor (de la v`rful tijei c[tre baza ei) 
pe tija T1, vor fi mutate @n aceea]i ordine pe tija T3, utiliz`nd tija T2, 
cu respectarea urm[toarelor reguli:  
(a) la fiecare pas se mut[ un singur disc; 
(b) @n fiecare moment, deasupra oric[rui disc de pe tija T3, se poate 
pune un alt disc care are diametrul mai mic dec`t al discului existent 
pe tij[ (Problema turnurilor din Hanoi ). 
Intrarea algoritmului:  n elemente (discuri). 
Dimensiunea intr[rii: n. 

Pentru   n ≥ 0, s[ not[m cu f(n) num[rul minim de mut[ri 
(opera\ii elementare)  necesare pentru a fi transferate cele n  discuri  
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de pe tija T1 pe  tija T3  cu respectarea regulilor date.  Pentru n 
discuri se vor realiza urm[toarele opera\ii: 
(1) Se transfer[ primele  n-1 discuri de pe tija T1 pe  tija T2, conform 
condi\iei (a),  @n f(n-1)  mut[ri. 
(2) Se realizeaz[ o singur[ mutare pentru a transfera al n–lea disc, cu 
diametrul cel mai mare, de pe tija T1 pe tija T3 . 
(3) Se efectueaz[ @nc[  f(n-1) mut[ri pentru a transfera cele n-1  
discuri de pe tija T2  pe tija T3. 

#n acest moment cele n  discuri se afl[ a]ezate pe tija T3 
conform regulilor date ]i   algoritmul se @ncheie.  

 Se ob\ine rela\ia de recuren\[ neomogen[ de ordinul @nt`i 
f(n)=2f(n-1)+1(n≥1;f(0)=0). Rela\ia omogen[ asociat[ este                 

f(n)-2f(n-1)=0  cu solu\ia  ).2()( )( no cnf =  Aceast[ solu\ie ]i 
p(n)=1 sunt  liniar independente. Solu\ia particular[ a rela\iei  este de 

forma mmnf np == )1()( )( . Se g[se]te   m= -1. Solu\ia este 

)2(1)( ncnf +−= . Din  f(0)=0  se ob\ine  c = 1.  
 Solu\ia general[ este  f(n) = 2n – 1 (n ≥ 0 ). Prin urmare,          

f(n)∈ O(2n ). 
 

 
II.2.2. Rela\ii de recuren\[ de ordinul doi cu coeficien\i 
constan\i 

 
 

O rela\ie de forma  f(n) = af(n-1) + bf(n-2)  (n ≥ 2; f(0), f(1) 
valori cunoscute, a,b constante)    se nume]te rela\ie de recuren\[ 
omogen[ de ordinul doi cu coeficien\i constan\i. Se observ[ c[ 
fiecare nou termen al ]irului se calculeaz[ @n func\ie de ultimii doi 
termeni preceden\i lui. Av`nd @n vedere metoda folosit[ la rezolvarea 
ecua\iilor diferen\iale de ordinul doi cu coeficien\i constan\i, rela\ia 
de recuren\[ dat[, admite  o solu\ie particular[ de forma                 
f(n) = αn (α nenul). Introduc`nd  pe f(n)  @n  rela\ia dat[ ini\ial ]i 
@mp[r\ind  prin  αn-2 @n ambii membri,  se ob\ine  ecua\ia de gradul 
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doi α2 = aα +b  numit[ ecua\ie caracteristic[.  Solu\iile acestei 
ecua\ii, numite r[d[cini caracteristice, pot fi:  

 
A)  r[d[cini reale ]i  distincte   α+ , α- .  

#n aceast[  situa\ie,  (α+) n  ]i  (α-) 
n  sunt solu\ii liniar  

independente, adic[   ele nu se pot exprima una ca un multiplu de 
cealalt[ pentru orice n ≥ 0.  #n concluzie, solu\ia  rela\iei date va fi de 

forma nn ccnf −+ += αα 21)(  (n=0,1,2…), iar constantele c1, c2  sunt 
determinate  din valorile ini\iale f(0), f(1). 

 
Exemplul  II.2.2.1. S[ se g[seasc[ o rela\ie de recuren\[ prin 

care s[ se stabileasc[ num[rul secven\elor binare de lungime n care 
nu con\in zerouri consecutiv. 
 
S[ analiz[m dou[ variante. 
 Varianta 1. Pentru n>=1, fie f(n) num[rul secven\elor de lungime 
dat[ n care nu con\in  zerouri consecutiv. Un astfel de num[r se poate 
exprima sub forma f(n)=f(n,0)+f(n,1) ( f(1)=2,  f(2)=3) unde f(n,0)  
reprezint[  num[rul secven\elor de lungime n care nu con\in zerouri 
consecutiv ]i au pe zero ca ultim element, iar f(n,1) reprezint[  
num[rul secven\elor de lungime n care nu con\in zerouri consecutiv 
]i au pe unu ca ultim element. 
Atunci ,  s[ consider[m o secven\[ de lungime n-1>0 care nu con\ine 
elemente zero consecutiv.  
1) Dac[ secven\a respectiv[ se @ncheie cu 1, atunci pe pozi\ia a n-a se 
poate pune un 0 sau un 1, ob\in`ndu-se un num[r de 2f(n-1,1) astfel 
de secven\e de lungime n.  
2) Dac[ secven\a considerat[ se @ncheie cu 0, atunci pe pozi\ia  a n-a  
se poate pune doar 1, ob\in`ndu-se un num[r de f(n-1,0) secven\e de 
lungime n.  
      Cele dou[ situa\ii cuprind toate posibilit[\ile ]i sunt disjuncte. 
Prin urmare se ob\ine rela\ia  f(n)=2f(n-1,1)+f(n-1,0). 
      Dac[ s este o secven\[ num[rat[ @n f(n-2) (de lungime n-2>0), 
atunci secven\a “s1” care are plasat 1 pe pozi\ia  (n-1) se va contoriza 
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@n f(n-1,1). Invers, dac[ secven\a “s1” este num[rat[ @n   f(n-1,1), 
atunci s se  num[r[ @n  f(n-2). #n concluzie, f(n-2)=f(n-1,1).  
A]adar, f(n)=f(n-1,1)+(f(n-1,1)+f(n-1,0))=f(n-1,1)+f(n-1), ceea ce 
conduce la rela\ia de recuren\[ f(n)=f(n-1)+f(n-2) (n>2; f(1)=2, 
f(2)=3). Se observ[ c[ f(0)=f(2)–f(1)=1 (secven\a vid[). Ecua\ia 

caracteristic[ 012 =−−αα  are r[d[cinile reale distincte 

.2/)51(,2/)51( −+  Solu\ia este nn ccnf −+ += αα 21)( . 
|in`nd cont de condi\iile ini\iale se va ob\ine 

.)2/)51)((10/)535(()2/)51)((10/)535(()( nnnf −−+++=
 (n>=0) 
 
Varianta 2.   Fie f(n) num[rul tuturor secven\elor de lungime n>=1 
care nu con\in zerouri consecutiv. Este evident c[ f(1)=2, f(2)=3. 
Pentru secven\ele binare de lungime n>=3, exist[ dou[ situa\ii: 
 
1) Al n-lea simbol dintr-o astfel de secven\[ s[ fie 1, iar 

precedentele  
n-1 simboluri s[ formeaze o secven\[ binar[ care nu con\ine  zerouri 
consecutiv.  
Exist[  f(n-1) astfel de secven\e de lungime n-1. 
 
2) Al n-lea simbol din secven\[ s[ fie 0. O astfel de secven\[ se va 
termina  cu succesiunea “10”, iar primele n-2 simboluri vor forma o 
secven\[ binar[ care nu con\ine  zerouri consecutiv. 
Exist[  f(n-2) astfel de secven\e binare de lungime n-2. 
 
Aceste dou[ posibilit[\i sunt disjuncte (@n sensul c[ nu au nici o 
secven\[ comun[) ]i acoper[ toate posibilit[\ile. 
Se ajunge la  rela\ia de recuren\[  stabilit[ la Varianta 1. 
 

Exemplul  II.2.2.2.  Rela\ia lui Fibonacci constituie un caz 
des  @nt`lnit @n practic[. Ea este o rela\ie de recuren\[ omogen[ de 
ordinul doi cu coeficien\i constan\i. 

Fn = Fn-2 + Fn –1 (n ≥ 2; F0 =0, F1 = 1) 
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Consider`nd solu\ia particular[ de forma  Fn = αn, se g[se]te  
ecua\ia caracteristic[ α2 = α+1. R[d[cinile caracteristice sunt                

=+α  ( ) 2/51 +  =1.61803... ]i  ( ) 2/51 −=−α 1−
+−= α . Solu\ia  

rela\iei  lui Fibonacci  este :  
nn

n ccF )2/51()2/51( 21 −++=  ( n ≥ 0 ). Din condi\iile 
ini\iale, se ob\ine:  

 F0 = 0( = c1 + c2 ) 
F1=1(=c1α+ + c2α-.) 

 Rezolv`nd acest sistem de ecua\ii se g[se]te 

5/1;5/1 21 −== cc . 

))2/)51(()2/)51(((
5

1 nn
nF −−+=   

Av`nd @n vedere  faptul c[  12/)51(,12/)51( ≤−≥+ , 

pentru valori ale lui n  suficient de mari, se ob\ine 

5/)2/)51((~ n
nF + .  Simbolul „~“ d[ o aproximare mai bun[  

dec`t  „O“, adic[  ))2/)51((( n
n OF +∈ . 

 #n literatura de specialitate, r[d[cina caracteristic[  +α  se 
mai noteaz[ cu φ  ]i se nume]te sec\iunea de aur. A]adar, 

)()(5/1()( nnnf −−−= φφ  (rela\ia lui de Moivre descoperit[ la 
@nceputul secolului XVI). 
 Rela\ia de recuren\[ Fibonacci constituie rezultatul analizei 
complexit[\ii unui algoritm care implementeaz[ defini\ia  ]irului lui 
Fibonacci. Acest ]ir a fost descoperit @n anul 1202 de c[tre Leonardo 
Pisano (Leonardo din Pisa) cunoscut sub numele de Leonardo 
Fibonacci. 

Numerele Fibonacci sunt legate de raportul de aur φ  ]i de 
conjugatul s[u.  

..61803.2/)51(ˆ
...61803.12/)51(5/)ˆ(

−=−=

=+=−=

φ

φφφ undeF kk
k   

Demonstra\ia se poate face prin induc\ie. 
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Deoarece 2/15/15/ˆ,1ˆ <<< kφφ . Prin urmare, num[rul 

Fibonacci Fk este Fk= 5/kφ  rotunjit la cel mai apropiat @ntreg.  

Se observ[, relativ u]or, faptul c[  ).( n
nF φΩ∈  Mai mult, 

).( n
nF φΘ∈  

 Numerele Fibonacci cresc exponen\ial. De exemplu, F30 
dep[]e]te un milion. De]i aceast[ vitez[ de cre]tere nu este de 
ordinul 2n, ea este de aproximativ 2.694.*n. 
 

}irul lui Fibonacci, care  rezult[ din rela\ia stabilit[, este  
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,…. 

 
 Timpul de execu\ie al algoritmului recursiv pentru calculul 
unui termen Fn este exprimat prin rela\ia de recuren\[ dat[ anterior. 
Func\ia de complexitate a algoritmului pentru determinarea ]irului 
lui Fibonacci se poate exprima  prin 
 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−+−
≤

=
3),1()2(

2,1
)(

ndacanfnf
ndaca

nf  

 
 Acest lucru trebuie @n\eles @n sensul c[ timpul de execu\ie al 
algoritmului pentru intrarea n este dat de suma timpilor de execu\ie 
ai acestui algoritm pentru intrarea n-2, adic[ f(n-2), ]i respectiv 
intrarea n-1, adic[ f(n-1). 
 Ca o concluzie se poate spune c[ timpul de execu\ie al 
algoritmului cre]te la fel ca numerele Fibonacci, adic[ foarte repede. 
 Scopul ar fi s[ ob\inem  un algoritm mai bun (cu o cre]tere 
mai lent[). 
 S[ analiz[m urm[torul  algoritm  prin care se ob\ine  
termenul Fn=Fib  din ]irul lui Leonardo Fibonacci. 
 
......................................................... 
if (n = = 0) Fib=0; return; 
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if ( n = = 1)  Fib=1; return; 
    else 
   { 
      FP2=0; 
      FP1=1; 
      for (i=2; i<=n; i++) 
        { 
             t=FP1; 
             FP1=FP1+FP2; 
             FP2=t; 
          } 
    Fib=FP1; 
  } 
 
 Fie f(n) func\ia de complexitate corespunz[toare acestui 
algoritm. Se observ[ c[ f(n)=n-1 (num[rul de execu\ii al instruc\iunii 
FP1=FP1+FP2 din ciclul for ) ceea ce conduce la O(n) opera\ii de 
adunare ]i tot at`tea asign[ri. 
 
 S[ construim un tablou T[n+1] care, ini\ial, va avea toate 
componentele simbolic egale cu ∞ , mai pu\in elementele T[0]=0 ]i 
T[1]=1. S[ consider[m func\ia: 
......................... 
int T[n+1]; 
int FF(int n) 
 {T[0]=0; 
   T[1]=1; 
   for (int i=2;i<=n;i++) 
       T[i]=T[i-2]+T[i-1]; 
    return T[n];  
} 
 Exist[ deosebiri @ntre prima ]i a doua variant[ de calcul a 
termenului Fn din ]irul lui Fibonacci? 
 Se poate trage concluzia c[ ]i @n acest caz complexitatea este 
O(n)? 
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 Mai mult, algoritmul de calcul al ]irului lui Fibonacci se 
poate realiza ]i @n termeni matriceali, folosind urm[toarea rela\ie: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+ 1

0

1

*
11
10

F
F

F
F n

n

n  ( n>=2; F0=0, F1=1) 

 Fiecare produs a dou[ matrice de dou[ linii ]i dou[ coloane 
solicit[ un num[r de 12 opera\ii aritmetice (8 @nmul\iri ]i 4 adun[ri).  
 Pentru a calcula pe Fn este suficient a calcula  puterea a n-a a 
unei matrice de dou[ linii ]i dou[ coloane. Problema care se pune 
este stabilirea num[rului opera\iilor de @nmul\ire necesare @n acest 
calcul. 
 Pentru a calcula pe Xn ( X fiind matricea mai sus men\ionat[) 
se va proceda astfel 
 

⎣ ⎦
⎣ ⎦⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
imparestendacaXnX
parestendacanXnX

*2)2/(

2)2/(
 

 
 Prin urmare, ⎣ ⎦ )1()2/()( Onfnf +=  reprezint[ num[rul 
opera\iilor de @nmul\ire efectuate, la care se adaug[ un num[r 
constant de alte opera\ii elementare. Aceasta conduce la  O(log n), 
pentru c[ log(n) reprezint[ num[rul timpilor de calcul pentru ⎣ ⎦•   

sau ⎡ ⎤•   @nainte de a ob\ine 1. 
 Se observ[ c[ @n algoritmul de @nmul\ire se utilizeaz[ 
frecvent @mp[r\irea @ntregului n la 2 (la exponent) ]i opera\ii de 
adunare. 
 
Verifica\i ]i analiza\i  algoritmul de calcul  ]i  pentru  

⎣ ⎦

∑
=

+

=

1log

0

2

)(

n

i

i
ic

n XX (folosind reprezentarea lui n @n binar). Se ]tie c[ 

⎣ ⎦ .1log1log 22 +≤+ nn  
 Se poate afirma c[ s-a distrus bariera  cre]terii exponen\iale 
trec`nd la O(log n)? #n mod cert, nu. 
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 #n metodele prezentate se omite un aspect esen\ial. Trebuie 
s[ se aib[ @n vedere semnifica\ia unui pas elementar. #n general, @n 
analiza algoritmilor prezenta\i, am presupus c[ fiecare opera\ie 
aritmetic[ solicit[ o unitate de timp, pentru c[ numerele implicate 
vor fi relativ mici, aproximativ n (dimensiunea problemei), care au o 
lungime de aproximativ  log(n) bi\i.  

#n cazul de fa\[, avem de efectuat opera\ii aritmetice cu 
numere foarte mari (uria]e), cu aproximativ n bi\i fiecare ]i 
bine@n\eles suntem interesa\i @n calcul de valori ale lui n foarte mari. 
C`nd se lucreaz[ cu astfel de numere uria]e, ]i  se cere un calcul 
exact,  se vor folosi pachete sofisticate de tipul long int. Astfel de 
algoritmi iau O(n) timpi pentru adunarea a dou[ numere de c`te n 
bi\i.  

Prin urmare complexitatea algoritmilor ce corespund 
primelor dou[ metode O(Fn), respectiv O(n), devine O(nFn), 
respectiv O(n2). Al treilea algoritm  matriceal implic[ @nmul\iri de 
@ntregi de c`te  O(n) bi\i.  
 Fie U(n)  timpul solicitat la @nmul\irea a dou[ numere de n 
bi\i. Atunci timpul de execu\ie pentru al treilea algoritm va fi 
O(U(n)). Ra\ionamentul conduce la rela\ia de recuren\[ 

⎣ ⎦ ))(()2/()( nUOnfnf +=  unde ultimul termen este solicitat de 
calculul a 4 @nmul\iri ]i 12 adun[ri. 
 A]adar f(n) nu se comport[ asimptotic ca log(n), @n schimb, 
se ajunge la o serie geometric[ 

⎣ ⎦( ) ⎣ ⎦ ...
2

2/
2/)( +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢++

n
UnUnU care @nsumeaz[ p`n[ la 

O(U(n)). 
Exemplul  II.2.2.3.  Pentru  n ≥ 1, fie  mul\imea                  S 

= {1,2,3,4,…,n} care se mai noteaz[ ]i sub forma  [n]. Dac[ n=0, 
atunci S = Ø.  Fie f(n), num[rul de submul\imi ale lui S  care con\in 
@ntregi neconsecutivi. S[ se g[seasc[ o rela\ie de recuren\[ pentru  
f(n)  ]i s[ se rezolve.   
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 Pentru  0 ≤ n ≤ 4  se ob\ine: f(0) = 1,f(1) =2, f(2) =3, f(3) =5,    
f(4) =8. De exemplu, pentru n=3, submul\imile lui [3] @n condi\iile 
date, sunt: Ø, {1},{2}, {3},{1,3}. 
 Pentru  n  ≥ 2 ]i  S=[n], dac[ A ⊆ S  se num[r[ printre cele  
f(n)  submul\imi, atunci exist[ dou[ situa\ii: 
 
a) n∈ A ]i evident  n-1∉A.  Submul\imea ob\inut[ prin eliminarea 
lui n din A se num[r[ printre cele  f(n-2) submul\imi ale lui S. 
 
b) n ∉A ]i n-1∈A. #n acest caz A se afl[ printre  cele  f(n-1) 

submul\imi ale lui S. 
 
Cele dou[ situa\ii sunt disjuncte ]i acoper[ orice posibilitate. Se 
ob\ine rela\ia de recuren\[   
f(n) = f(n-1) + f(n-2)  (n ≥ 2 ; f(0)=1, f(1)=2 ). 
Se observ[ c[  f(n) = Fn+2 (n ≥ 0 ). A]adar, printr-un  calcul similar cu 
cel de la rela\ia Fibonacci, se ob\ine  f(n) ~ ? (exerci\iu ! ). 
 

Exemplul  II.2.2.4. Ne propunem s[ construim expresii 
aritmetice f[r[ paranteze, av`nd ca  operanzi succesiuni finite de 
cifre zecimale, iar ca operatori, operatorii aritmetici binari: + , *,  /.  
#n evaluarea unor astfel de expresii se \ine cont de preceden\a ]i 
asociativitatea operatorilor  pe  care @i con\in.  

Fie  f(n)  (n ≥ 0), num[rul expresiilor  care se construiesc cu 
n astfel de simboluri. De exemplu,  f(1) =10  pentru c[ @n acest caz  
avem expresii formate doar dintr-o cifr[ zecimal[: 0,1,2,…,9; 
f(2)=100 pentru  c[ @nt`lnim  expresiile  formate din dou[ cifre 
zecimale: 00, 01, 02,…, 10,11,12,…,98,99. 

S[ se g[seasc[ o rela\ie de recuren\[  pentru f(n), s[ se 
rezolve ]i s[ se stabileasc[ complexitatea  algoritmului de calcul. 

 
 Pentru  n ≥ 3, exist[ dou[ cazuri care vor conduce la 
stabilirea rela\iei de recuren\[  solicitat[: 
a)  dac[  E este o expresie cu n-1 simboluri, atunci al n-lea simbol  ce 
se poate ad[uga la dreapta sa nu poate fi dec`t o cifr[, adic[ noua 
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expresie se @ncheie cu dou[ cifre pentru a se respecta corectitudinea 
construc\iei ei. Prin ad[ugarea unei cifre la dreapta lui E  se  vor  
ob\ine  10f(n-1)  noi  expresii cu n simboluri fiecare. 
 
b) dac[ E este o expresie cu n-2 simboluri, atunci putem construi noi 
expresii cu n simboluri (@n afara cazului (a)) prin ad[ugarea la 
dreapta a @nc[ dou[ simboluri care nu pot fi dec`t de forma 
+0,+1,…,+9,*0,*1,*2,…,*9, /1, /2,…, /9, adic[ 29 de posibilit[\i, 
care vor da 29f(n-2) expresii de c`te n simboluri. 
 
Prin urmare, rela\ia de recuren\[ c[utat[ este 
 f(n) = 10f(n-1) + 29f(n-2)      (n ≥ 3; f(1)=10, f(2)=100). 
Ecua\ia caracteristic[  este  α2 - 10α - 29 = 0  ]i   are r[d[cinile 

caracteristice  635 ±  . Printr-un calcul simplu, se va ajunge la 

solu\ia ))635()635)((63/5()( nnnf −−+= (n≥0). Preciza\i  
ordinul de  complexitate ! 
 

Exemplul II.2.2.5.   Se consider[  alfabetul  
Σ = {1,2,3,4} ∪  {a,b,c,d,e,f,g}. S[ se g[seasc[ ]i s[ se rezolve o 
rela\ie de recuren\[ care s[ dea num[rul cuvintelor de lungime n    
(din *∑ ) cu proprietatea c[ nu con\in caractere alfabetice 
consecutive (identice sau distincte). 
 
 Fie f(n)  num[rul cuvintelor de lungime n cu proprietatea 
respectiv[. Atunci, f(0) =1 (cuv`ntul vid de lungime 0), f(1)=11  
pentru c[  aceste cuvinte de lungime  unu sunt cele 11 simboluri din 
alfabetul dat. Se observ[ c[ f(2)=72 deoarece  avem urm[toarele 
posibilit[\i: (cifr[,cifr[) =16 posibilit[\i, (cifr[,liter[)= 28 posibilit[\i, 
(liter[,cifr[)= 28 posibilit[\i. 
 Pentru n ≥ 3 exist[ urm[toarele dou[ situa\ii disjuncte: 
1)  Al n-lea simbol de la finalul unui cuv`nt  *∑∈w   de lungime    
n-1 poate fi cu certitudine o cifr[, adic[ se poate ob\ine un num[r de  
4f(n-1) cuvinte de lungime n. 
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2) Pornind de la un cuv`nt oarecare  *∑∈w  de lungime n-2, se 
poate folosi pe pozi\iile n-1 ]i  n combina\ia (cifr[,liter[), care nu 
include cazul (1), adic[ exist[ 4*7f(n-2) = 28f(n-2) astfel de cuvinte 
de lungime n. 
Prin urmare, rela\ia de recuren\[ este : 
f(n)=4f(n-1)+28f(n-2) (n ≥ 2; f(0)=1, f(1)=11).  
Ecua\ia caracteristic[ este 02842 =−− αα  cu r[d[cinile 

caracteristice 242,242 −=+= −+ αα . Solu\ia general[ este 

de forma nn ccnf −+ += αα 21)( , iar din condi\iile ini\iale, se ob\ine  

2121 1)242()242(11 ccsicc +=−++= .  
Rezult[ 16/)298(16/)298( 21 −=+= csic . 
 Solu\ia general[ este urm[toarea  

nnnf )242)(16/)298(()242)(16/)298(()( −−+++= ,  
n ≥ 0. 
Stabili\i ordinul de complexitate ! 
 
B) r[d[cini reale egale 
 

Exemplul  II.2.2.6.   S[ se rezolve rela\ia de recuren\[   
f(n)= 6f(n-1) – 9f(n-2)  (n ≥ 0 ; f(0)=1, f(1)=2 ).  
 

Ca ]i @n cazul precedent, vom lua  f(n)=cαn   cu c ]i α nenuli, 
n ≥ 0. #nlocuind @n rela\ia dat[ se ob\ine ecua\ia caracteristic[           
α2 – 6α+9 = 0 cu r[d[cinile caracteristice α1,2 = 3 (r[d[cina are 
ordinul doi de multiplicitate). Neav`nd solu\ii independente, se vor 
lua  solu\iile de forma (3n)   ]i  n(3n ). #ntr-adev[r, @nlocuind @n rela\ia 
dat[, se observ[ c[  6f(n-1) – 9f(n-2)= 6(n-1)3n-1 – 9(n-2)3n-2 =       
2(n-1)3n – (n-2)3n = (2n-2-n+2)3n  = n3n  = f(n)  (adic[   n(3n )  este 
solu\ie ).  

 Este evident c[ cele dou[ solu\ii sunt liniar independente  @n 
sensul c[ nu exist[ o constant[  k  astfel @nc`t s[ aib[ loc rela\ia    
n(3n ) = k(3n )  pentru orice  n ≥ 0.  Solu\ia general[ este de forma  
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f(n) = c13n + c2n3n  (n ≥ 0; f(0) = 1, f(1) = 2 ). Din condi\iile ini\iale 
rezult[   c1 = 1, c2 = -1/ 3 .  
Solu\ia  este  f(n) = 3n – (1/ 3 )n3n  = 3n – n 3n-1 (n ≥ 0 ). 

Exemplul  II.2.2.7. Pentru  n ≥ 1, consider[m  determinantul 
de ordinul n, Dn, de forma urm[toare 

2100.........00000
1210.........00000
0121.........00000

...............................................
0000.........01210
0000.........00121
0000........00012

 

 G[si\i ]i  rezolva\i o rela\ie de recuren\[ care s[ conduc[ la  
valoarea lui Dn . 

 Dezvolt`nd determinantul dat dup[ prima linie, se 
ob\ine:

=−=

2100......0000
1210......0000
0121......0000

........................................
0000......0120
0000......0011

2100........0000
1210........0000
0121........0000

.........................................
0000.......0121
0000......0012

2nD
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2Dn-1 212

2100........000
1210........000
0121........000

....................................
0000........012

−− −=− nn DD . 

 Prin urmare, Dn=2Dn-1 – Dn-2  (n ≥ 3). 
 
 Fie f(n)(n ≥ 1), func\ia ce va exprima valoarea 

determinantului Dn. Atunci  f(1) = ⎜2⎜ =2, f(2) =
21
12

=3, iar rela\ia de 

recuren\[ este f(n)=2f(n-1) – f(n-2)  (n ≥ 3; f(1)=2, f(2)=3 ). Se ia 
f(n)=cαn  cu c,α ≠ 0 , n ≥ 1. #nlocuind @n rela\ie, se ajunge la ecua\ia 
caracteristic[ α2-2α+1=0 cu r[d[cina caracteristic[ multipl[ de 
ordinul doi α=1. Se vor considera r[d[cinile liniar independente  1n   
]i    n(1n )=n. #nlocuind @n rela\ie se vede c[ 2f(n-1) – f(n-2) = 2(n-1)-
(n-2) = n, adic[   f(n) = n  este solu\ie. Solu\ia general[ este de forma  
f(n)=c1(1n ) + c2 n (1n ). Din condi\iile ini\iale se ob\ine  c1=c2=1. 
A]adar solu\ia rela\iei este  f(n)=n+1 (n ≥ 1 ) cu ordinul de 
complexitate O(n). 
 
 #n general, dac[  cnf(n) + cn-1f(n-1) + … + cn-kf(n-k) = 0      
cu cn , cn-1 , … ,cn-k   constante reale nenule, iar α este o r[d[cin[ 
caracteristic[ multipl[ de ordin m  (2 ≤ m ≤ k ), atunci solu\ia 
general[ se va lua de forma   f(n)= c0 αn + c1nαn + … +cm-1 nm-1αn  = 
( c0 + c1n + c2n2 + …+cm-1nm-1 )αn (n ≥ 0 ; c0 ,c1 ,… ,cm-1 constante ). 
 
C) r[d[cini complexe 
 

Exemplul  II.2.2.8.   S[ se rezolve rela\ia de recuren\[   
f(n)=2f(n-1) – 4f(n-2)  (n ≥ 2; f(0)=1, f(1)=3).  
 
Se g[se]te ecua\ia caracteristic[  α2=2α-4  cu r[d[cinile caracteristice  
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312,1 i±=α . Solu\ia general[ va fi de forma  
nn icicnf )31()31()( 21 −++= , unde c1, c2 sunt constante 

complexe. Se observ[ c[  solu\iile nn ii )31(,)31( −+ sunt liniar 
independente.  

))3/sin()3/(cos(231 ππ ii +=+  

.))3/sin()3/(cos(231 ππ ii −=−
[ ])3/sin()()3/cos()(2)( 2121 ππ niccnccnf n −++= =

))3/sin()3/cos((2 21 ππ nCnCn +  unde C1,C2 sunt constante. 
 Din condi\iile ini\iale, f(0)=1,f(1)=3  se ob\ine, @n final, 

)0())3/sin()3/2()3/(cos(2)( ≥+= nnnnf n ππ  
(complexitate exponen\ial[). 

#n general, pentru a rezolva o rela\ie de recuren\[ neomogen[ 

de ordinul doi  de forma n
nn knfcnfcnf α=−+−+ −− )2()1()( 21  

unde k este o constant[, cn-1 , cn-2 , constante nenule, se va proceda 
astfel: 
(1) Dac[  kαn  nu este solu\ie pentru rela\ia omogen[ asociat[, atunci 

o solu\ie particular[ se va lua de forma np mnf α=)()( , unde m este 
o constant[ care se va determina prin @nlocuirea acestei solu\ii  @n 
rela\ia dat[; 

(2) Dac[ )()( 1121
)( αααα ≠+= nno ccnf , atunci  

np qnnf α=)()( , unde q este o constant[ care se va determina  ca  
la punctul (1); 

(3) Dac[  no nccnf α)()( 21
)( += , atunci  np cnnf α2)()( = , unde 

 c este o constant[ care se va determina ca la punctele anterioare. 
 

Generaliz`nd, o rela\ie de recuren\[  neomogen[ cu 
coeficien\i constan\i este de forma:   
cnf(n)+cn-1f(n-1)+cn-2f(n-2)+….+cn-kf(n-k)=p(n) cu coeficien\ii cj     
(n-k≤ j≤n) nu to\i nenuli .     
 (**) 
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1. Dac[ p(n) se exprim[ ca un produs dintre o constant[ ]i o expresie 
cuprins[  @n  prima  coloan[ din  tabla de mai jos  ]i nu este solu\ie a 

rela\iei omogene asociate, atunci )()( pnf  are  forma care 
corespunde lui  p(n)  @n  a doua coloan[  a tablei respective. 
 
2. Dac[ p(n) se exprim[ ca o sum[ de expresii din prima coloan[ 
multiplicate eventual cu anumite constante nenule ]i dac[ termenii 
sumei respective nu sunt simultan solu\ii ale rela\iei de recuren\[ 

omogene asociate, atunci  )()( pnf  se poate exprima  ca sum[ a 
expresiilor corespunz[toare din a doua coloan[. 

Coloana I          Coloana II 
c(constant[)          m (constant[) 
n          m1n+m0  (m0 ,m1 constante)  
n2         m2n2+m1n+m0 (m0 ,m1,m2 constante) 
nu  (u ∈N)       munu +mu-1nu-1 + …+m1n + m0  
                                           ( coeficien\ii   sunt constante) 
rn  ( r ∈ R)        mrn    ( m constant[) 
sin αn sau  cos αn     m1sin αn + m2cos αn  (m1 , m2  constante) 
nurn           rn (munu+mu-1nu-1 + …. +m1n + m0 )   

    (m0 , …,mu  constante) 
rn sin α n  sau  rn  cos αn     mrn  sin αn   +   m1 rn  cos αn   (m1, m   

     constante) 

Exemplul II.2.2.9.  S[ se rezolve rela\ia de recuren\[  
f(n) – 9f(n-1)=2n (n ≥ 1; f(0)=1). 
 
Rela\ia omogen[ asociat[ este  f(n)–9f(n-1)= 0 cu  )9()( )( no cnf = .  
Lu`nd j=1 @n rela\ia (**), se observ[ c[  p(n) = 2n, nu este solu\ie a 
rela\iei de recuren\[ omogene asociate, deci se va lua 

01
)()( mnmnf p += . #nlocuind  @n rela\ia dat[  ]i \in`nd cont c[  

f(0)=1 se va ob\ine  f(n)=(41/32)9n – (1/4)n  - (9/32) . 
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 In stabilirea ordinului de complexitate al unor rela\ii de 
recuren\[ este util[ metoda itera\iei care const[ @n desf[]urarea  
primilor pa]i ]i intuirea formei generale. Se demonstreaz[ 
corectitudinea formei intuite prin induc\ie matematic[. 
 
 Exemplul II.2.2.10.  S[ relu[m rela\ia de recuren\[ stabilit[ 
la  problema turnurilor din Hanoi (exemplul II.2.1.7),   
f(n)=2f(n-1)+1 (n>=1;f(0)=0). 
 
Prin iterare se ob\ine f(n)=2f(n-1)+1=2(2f(n-2)+1)+1= 22f(n-2)+ 

2+1=...=2n-1f(1)+∑
−

=

2

0
2

n

i

i ceea ce conduce la solu\ia f(n)=2n-1            

(se demonstreaz[ corectitudinea formulei prin induc\ie matematic[). 

Se  observ[ foarte u]or c[ ).2()( nnf Θ∈  
 

Pentru rela\iile de recuren\[ neomogene de forma                
cnf(n)+cn-1f(n-1)+cn-2f(n-2)+….+ cn-kf(n-k)= bnp(n) unde b este o 
constant[, iar p(n) este un polinom de gradul d  @n n, se poate aplica 
urm[toarea tehnic[. Se consider[ ecua\ia caracteristic[ de forma 

.0))(...( 11
1 =−+++ +

−
−

−
d

kn
k

n
k

n bccc ααα  C`nd se ob\ine o astfel 
de ecua\ie se procedeaz[ ca @n cazul rela\iilor omogene. 
 
 Exemplul II.2.2.11.  Se consider[ urm[toarea rela\ie de 
recuren\[  f(n)-2f(n-1)=3n. 
 
  Se observ[ c[ b=3, iar p(n)=1 (polinom de gradul 0). Ecua\ia 

caracteristic[ este .0)3)(2( 10 =−− +αα  Stabilirea ordinului de 
complexitate  din acest moment devine  facil[. 
 
 Exemplul II.2.2.12. S[ presupunem, @n continuare, c[ n este 
o putere natural[ a lui 2, adic[ n=2k. S[ se stabileasc[ ordinul de 
complexitate pentru urm[toarele rela\ii de recuren\[: 
a) f(n) = 4f(n/2)+n  (n>1); 
b) f(n) = 4f(n/2)+n2   (n>1); 



 26

c) f(n) = 3f(n/2)+cn (n>1, c constant[). 
 
a) Se va substitui n cu 2k, f(n) = f(2k) cu g(k) ]i se ob\ine 
g(k)=4g(k-1)+2k. Ecua\ia caracteristic[ pentru rela\ia                  

g(k)-4g(k-1) = 2k este .0)2)(4( 10 =−− +αα  #n mod succesiv se 
ob\ine: g(k) = c14k*c22k; f(n) = c14logn+c22logn =2c1n2+c2n .  
Prin urmare, f(n)=O(n2). 
Celelalte exerci\ii se rezolv[ similar. 
 

Tematica propus[ 
 

II.2.1. S[ se rezolve urm[toarele rela\ii de recuren\[ ]i s[ se 
stabileasc[ ordinul timpilor de execu\ie pentru algoritmii recursivi ce 
corespund rela\iilor respective. 
a) f(n+1) – 2f(n) = 5 (n ≥ 0; f(0)=1 ); 
b)  f(n+1) – f(n)  = 2n+3  (n ≥ 0;f(0)=1 ); 
c)  f(n) – f(n-1) = 3n2 – n   (n ≥ 1; f(0)=3 ); 
d)  f(n+1) – 2f(n)= 2n   (n ≥ 0; f(0) =1 ); 
e)  f(n)+nf(n-1)=n!  (n>0; f(0)=1); 
f) )2)0(;1(0)1(2)(2 =≥=−− fnnfnf ; 
g)   f(n) + f(n-2) = 0   (n ≥ 2; f(0)=0, f(1)=3 ); 
h) f(n) + 4f(n-2) = 0  (n ≥ 2; f(0)=1, f(1)=1); 
i) f(n) + 4f(n-1) + 4f(n-2) = 7   (n ≥ 2; f(0)=1, f(1) =2 ); 
j)  f(n) – 6f(n-1) + 9f(n-2) =0  (n ≥ 2; f(0)=5, f(1)  = 12 ); 
k) f(n) + 2f(n-1) + 2f(n-2)= 0  (n ≥ 2; f(0)=1 , f(1)=3 ); 
l) 0)(4)1(5)2( 222 =++−+ nfnfnf   (n ≥ 0; f(0) =4, f(1)=13 ); 
m) nnfnfnf 7)(6)1(5)2( 222 =++−+   (n ≥ 0; f(0)=1, f(1)=1 ); 
n) f(n+2) – f(n) = sin(nπ/2) (n ≥ 0; f(0)=1, f(1) =1 ); 
 

II.2.2. S[  se demonstreze urm[toarele propriet[\i ale 
termenilor din ]irul Fibonacci:  

1) )0(12
0

≥−= +
=

∑ nFF n

n

k
k ; 
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2) Fk+2 
kφ≥  pentru k>=0 . 

Calcula\i 
a)  F1 + F3+F5 + ….+F2n-1 
b)  F0+F2 + F4 + F6 +…+F2n 

 

II.2.3.     Fie   f(1) , f(2) , f(3) ….o secven\[ de @ntregi 
definit[ recursiv, astfel: f(1) = 0  ]i ⎣ ⎦)2/(1)( nfnf += pentru       

n >1. Ar[ta\i c[  f(n)  = ⎣log  n⎦   pentru to\i  n ∈ N. Ce pute\i  afirma 
dac[, @n loc de a folosi operatorul  „ ⎣ ⎦ “, folosi\i operatorul „ ⎡ ⎤ “ ? 
Reamintim  c[  prin ⎡ x⎤  se @n\elege cel mai mic @ntreg care 
dep[]e]te pe x. 
 
 

II.2.4. S[ se g[seasc[ rela\ia de recuren\[ corespunz[toare 
pentru calculul valorii determinantului de ordinul n (n ≥ 1) dat mai 
jos  (a∈ R+). 
 

aa
aaa

aaa
aaa

aa

Dn

000000000
00000000
........................................

00000.........000
00000000
000000000

LL

LL

LL

LL

=  

 
 

II.2.5. S[ se g[seasc[ ]i s[ se rezolve o rela\ie de recuren\[ 
prin care s[ se stabileasc[ num[rul secven\elor  de  „1“ ]i  „2“ a c[ror  
sum[  a  cifrelor componente s[ fie egal[ cu un num[r natural dat n. 
De exemplu, pentru n = 5, exist[ secven\ele: 11111; 1112; 2111; 
1211;1121; 122; 221;212. 
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II.2.6. G[si\i ]i rezolva\i o rela\ie de recuren\[  pentru 
calculul num[rului secven\elor binare care au aceea]i  lungime n ]i 
nu con\in cifra unu consecutiv. 
 

 

 


