I1.2. ANALIZA UNOR ALGORITMI
RECURSIVI. RELATII DE RECURENIA

Timpul de executie al unui algoritm care contine o apelare
recursiva la el Insusi poate fi, de cele mai multe ori, descris printr-o
relatie de recurenta. O relatie de recurentd constd intr-o formuld care
ne permite a calcula elementele unui sir in functie de elemente
precedente lor, pornind de la una sau mai multe valori date initial. Ea
se prezintd sub forma unei egalitdti sau inegalitéti.

I1.2.1. Relatii de recurenti de ordinul intii cu coeficienti
constanti

Sa presupunem cd dorim sd construim un sir f(0),f(1),(2), ...
pornind de la relatia f(n)=cf(n-1) n = 1 ;f(0) = 1, c este o constantd).

Din conditiile date rezulti: f(1) = ¢, f(2) = ¢ f(3) = ¢*,...,
f(n) = c"... O astfel de relatie de recurentd se numeste relatie de
recurentd de ordinul intdi pentru cd orice element nou din sir se
calculeazd in functie de precedentul sau. Conditia initiala, n > 1,
indicd faptul ca pentru orice valoare a lui neN, formula de
recurentd este validd, iar f(0) = 1 precizeazd o valoare initiald de la
care se incepe determinarea elementelor sirului si asigurd unicitatea
solutiei.

Solutia generald a relatiei de recurentd date este de forma
fm) = k" (n = 0; f(0) = k (valoare initiald )). Prin inductie
matematica se verificd usor corectitudinea solutiei. O astfel de solutie
defineste o functie discretd al cdrui domeniu de definitie il constituie
multimea numerelor naturale.

O relatie de recurenta de forma f(n) + cf(n-1) = 0 este
liniard fiindci fiecare termen al sau se afld la puterea intai.

Cum se poate determina sirul (1), f(2),..... ., pornind de la
o relatie de recurentd de ordinul intai de forma f(n) = b, f(n-1)
(n>1;f(0) cunoscut), unde sirul by, b,, bs, by, .... este cunoscut?
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Se gaseste, in mod succesiv, f(1) = b;f(0), f(2) = b,f(1) =
b,bif(0),... Se observd cd solutia relatiei este de forma

n
f(n)= [H b, j f(0) (n =1,2,...). Se verifica prin inductie matematica.
1

Forma generald a unei relatii de recurentd de ordinul intai cu
coeficienti constanti este f(n)+ cf(n-1) = p(n) (n = 1; c este o
constantd, p(n) o functie discreta).

Daca p(n) = 0, pentru orice n > 1, relatia se numeste
omogend. In caz contrar, relatia se numeste neomogend.

Unele relatii de recurentd neliniare, printr-o anumitd
substitutie algebrica, se pot transforma 1in relatii liniare care se pot
rezolva imediat.

Exemplul 11.2.1.1. Gisiti elementul f(20) din sirul definit
prin relatia (f(n))? = 8(f(n-1))* ( f(n)>0 pentru orice n > 0; f(0) = 2).

Se observa ca o astfel de relatie nu este liniara. Daca se
substituie  (f(n))> cu g(n), atunci se obtine relatia liniard
g(n)=8g(n-1) (n > 1; g(0) =4) a cirei solutie este g(n) = 4*8", iar

f(n)=2 (2\/5 |' Deci f(20)= 2"

In general, nu existi o anumitd metodd pentru rezolvarea
relatiilor de recurentd neomogene cu coeficienti constanti. Se va
aplica o anumitd tehnicd de rezolvare in raport cu forma functiei
discrete din membrul drept al relatiei.

Sa presupunem cid avem o relatie de recurentd neomogend
de ordinul intdi de forma f(n) + cf(n-1)=kd" (n > 1; k o constanti).
Se observi ci 1n acest caz particular p(n)= ko’

Solutia generala a unei astfel de relatii este de forma
f(n)=f(n)”+fn)?” unde f(n) reprezinti solutia relatiei omogene
asociate f(n)+cf(n-1) =0, iar f(n)® este o solutie particulari.

1) Daci p(n)=ka" nu este solutie a relatiei omogene asociate,

)(p) —

atunci o solutie particulara va fi de forma f(n ma" unde m
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este 0 constanti care urmeazi a se determina prin inlocuirea lui f{n)”
in relatia data.
2) Daca p(n)=kd" este solutie a relatiei omogene asociate, se va

considera f(n)™ =qgna", unde q este o constantd care se va

determina ca la punctul 1).
3) Pentru p(n), functie discretd de altd forma, vezi tabela generala de
la finalul paragrafului I1.2.

Exemplul I1.2.1.2. Un caz particular il constituie relatia de
recurentd neomogend de ordinul intdi f(n) - f(n-1) = p(n) (c=-1)

care are solutia f(n)=f(0)+ > p(j). Verificati!
-1
De exemplu, pentru relatia de recurenta f(n) — f(n-1) = 9n?
(n>1; f(0)=8), se obtine:
f(n)= 1)+ p(j)=8+9 j’ =8+9*”(”+1)é2”+1> _
1 1

N 3n(n+1)(2n+1)

2
Este adevarata afirmatia f(n) € O(n®) ? Dar f(n) € O(3n%)?
Justificati raspunsul.

8

Exemplul 11.2.1.3. Sa se rezolve urmatoarele relatii de
recurenta:

(a) f(n) - 7f(n-1)=9(5") (n>1;f(0) =3);
() f(n) - 7§(n-1)= 9(7") (n > 1; f(0) =3).

In cazul (a) se observd ci solutia relatiei omogene asociate
este f(nN)® =c(7"). Pentru ci p(n) = 9(5") nu este solutic a
relatiei  omogene asociate, se va lua ca solutie particulard
f(nN)™ =m(5"). Inlocuind aceasti solutie particulard in relatia
data, se obtinem =-45/2 .
f(nN)™ =(-45/2)(5") = (-9/2)(5™"), n > 0.
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Solutia generald este:
f(n)=c(7")+(-9/2)(5""); f(n) = (51/2)7" —(9/2)5"" ,n>0

(valoarea c=(51/2) se obtine din conditia initiala f(0) = 3).

In cazul (b) se observi ci solutia relatiei omogene asociate
f(n)©® =¢(7") si p(n) = 9(7") nu sunt liniar independente. Altfel
zis, p(n) este solutie a relatiei omogene asociate. Ca atare, vom
considera f(n)® =qn(7") si inlocuind in relatia data se obtine
g=09.
Solutia generald este:
f(nN)=c(7")+9n(7")=On+3)7" (n>0, f(0) =3).
(c=3 se obtine din conditia initiald f(0)=3).

Ce se poate afirma despre ordinul de complexitate
asimptotica a lui f(n) ?

In practica, se intalnesc adesea relatii de recurent liniare de
ordinul intdi neomogene de forma f(n) = b, f(n-1) + c, (n > 1; f(0)
dat ), unde sirurile (bj)jen si (Cj)jen SUNE CUnOScCute.

Pentru o astfel de relatie, vom considera un nou sir astfel

incat f(n) =(H bj j g(n) (n > 1; f(0)= g(0)). Inlocuind pe f(n) in
1
n n-1
relatia datd initial, se obtine [H b; j g(n) = by, [H b; j g(n-1) + c,,
1 1
adica g(n)=g(n-1)+d, (n > 1; g(0) cunoscut ), iar d, = c,/ [H ij.
1

n
Se vede ca g(n)=g(0)+ Y d, . Solutia relatiei initiale este
1

n n
f(n) = [Hij(f(OHZdjj (nN>0).
1 1
Si se aplice aceastd metoda pentru a gasi solutia relatiei
f(n) = 5f(n-1) + n (n>1; f(0)=0).
4



Exemplul 11.2.1.4. Sa consideram un algoritm care descrie
o tehnicd cunoscutd de sortare numerica.

Intrarea algoritmului constd intr-un tablou unidimensional de N
numere intregi distincte care urmeaza a fi sortat (ordonat crescitor).
Dimensiunea intrdrii este N, adicd dimensiunea tabloului.
Implementarea unui astfel de algoritm se prezintd 1n urmatorul
segment de program C.

for (i=1;i <= N-1;i++)
for (j=N;j>=i+1; j--)
if ( X[j]< X[j-1])

{
T=X[j-1J;
X[-1=X[I;
X[I=T;

}

Se observi ci se incepe compararea ultimului element din
tablou (ultima intrare), X[N], cu predecesorul siu X[N-1], urmand a
se interschimba, dacd este cazul, valorile memorate in ele. Dupa N-1
compardri, numirul cel mai mic se va afla memorat in X[1]. Se va
repeta acest proces pentru cele N-1 valori memorate, in acest
moment, in subtabloul X[2], X[3], ...,X[N]. Se va retine fiecare
timp (moment) contorizat prin Vvariabila ,,i* in desfasurarea acestui
proces.

A stabili functia de complexitate f(N) pentru un astfel de
algoritm, cu intrarea precizatd anterior, inseamnd a determina
numdrul total de compardri care s-au executat. Se observd ca
f(1)=0;f(2)=f(1)+(2-1)=1;f(3)=f(2)+(3-1)=1+2;f(4)=f(3)+(4-1)=1+2+
3., f(N)= 1+2+3+...+ (N-1) = N(N-1)/2 = ( N*-N )/2.
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Se obtine urmitoarea relatie de recurenta

f(N)=f(N-1) + (N-1) (N > 2; f(1)=0).

Aceasta este o relatie de recurentd de ordinul intdi (liniard) cu
coeficienti constanti.

In concluzie, ca o misura a timpului de executie a acestui
algoritm, putem nota ca f(N) = O(N?). Se mai spune ci o astfel de
metoda de sortare necesiti O(N®) compariri.

Sd desfasuram algoritmul descris pe un caz particular. Fie
N=5 si secventa urmatoare:

1=1:
X[1] 14 14 14 / 4
j=2
X[2] 18 18 18 18 14
j=3
X[3] 4 4 4 18 18
=4
X[4] 10 10 10 10 10
Jj=5
X[5] 16 16 16 16 16

Existd patru compariri din care doud conduc Ila
interschimbari (cuprinse intre dreptunghiuri).

1=2:

X[1] 4 4 4 4
X[2] 14 14 14 10

j=3
X[3] 18 18 10 14
j=4
X[4] 10 10 18 18
J=5
X[5] 16 16 16 16

Din cele trei compariri, doud sunt interschimbari.

1=3:



X[1]
X[2]
X[3]
X[4]

X[8]

10

14

18
=5

16

4

10

14
i=4

16

18

10

14

16

18

Doua comparari (o interschimbare).

1=4:
X[1]
X[2]

X[3]
X[4]

X[8]

O comparare (0 interschimbiri).

Exemplul 11.2.1.5. Fie n>=1 si S o multime ce contine 2"
numere naturale. S3 se determine elementul maxim si elementul

minim din S.

4
10

14
16
j=5
18

Intrarea algoritmului n, 2" numere naturale.

Dimensiunea intrdrii cardinalul multimii date S.

Fie f(n), functia care exprimd numérul de comparari intre
perechi de elemente din S.

Se observa ci f(1)=1(n=1, |S|=2'=2). Daci n=2, |S|=2%=4.
Fie S=S;US; unde S;={z;,2,}, S,={y1,¥2}. Se vor gisi elementele
maxim si minim din fiecare submultime S,(k=1,2) prin 2*1=2*f(1)
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compardri, iar apoi se vor compara intre ele elementele minime,
respectiv maxime din cele doud submultimi. In total se executi
f(2)=2*f(1)+2 comparari.
Daca |S|=2", vom lua S= S;US; cu |Sy|=[S,]=2"".

Este usor a se observa relatia de recurentd neomogend de
ordinul intai, f(n)=2f(n-1)+2 (n>=2; f(1)=1).

Relatia omogena asociatd este f(n)-2f(n-1)=0. Se observi ca
p(n)=2*1" nu este solutie a acestei relatii omogene. Solutia pentru

aceasta relatie va fi de forma f(n)® =¢(2"). Ca solutie particulara
se valua f(n)® =m*1"(m este o constanti). Se inlocuieste in
relatia initiald si se obtine m= -2. Solutia va fi f(n)=-2+c*2".
Din conditia initiald f(1)=1 se obtine ¢=3/2. In final, f(n)=3*2"*-2
(n>=1) (f(n)= O(2").

Exemplul 11.2.1.6. in 1904, matematicianul suedez Helge von
Kokh a creat curba ce i poartd numele. Constructia curbei incepe cu
un triunghi echilateral cu latura egald cu unitatea. Perimetrul

triunghiului este egal cu 3, iar aria (\/§/ 4). Triunghiul este supus
unei transformdri prin care fiecare laturd este Tmpartitd in trei parti
egale, si pe fiecare laturd a triunghiului se construieste, la mijloc,
spre exterior un alt triunghi echilateral cu latura de (1/3). Se obtine
asa numita “steaua lui David”.

In acest fel, pe fiecare laturd a triunghiului echilateral initial
se afla 4 segmente de lungime (1/3). Se va obtine un poligon cu 12

laturi a carui arie este (v/3/4) + (v/3/4)*(1/3)? *3=+/3/3.
Continuand algoritmul de constructie se obtine, la pasul

urmditor, un poligon cu 4**3=48 laturi cu dimensiunea 1/9=(1/3)*

fiecare. Aria poligonului respectiv se exprimd prin relatia

(W3/4) + 313+ (/314)*[(1/3)2]> *4*3=10/3/27.

Pentru n > 0 se va considera f(n) ca fiind aria poligonului
care se obtine din triunghiul echilateral initial dupd aplicarea a n
transformari de tipul celor descrise mai sus. Se va ajunge la un



poligon cu 4" * 3 laturi, iar la pasul urmitor, la un poligon cu 4™ * 3
laturi.
Se poate, relativ usor, observa urmadtoarea relatie de recurentd

f(n)=f(n—1)+(/3/4)*(1/3")2*4"**3 sau
f(n) = f(n—1)+(34/3/16))*(4/9)" (n>1; f (1) =+/3/3)

Relatia omogena asociatd este f(n)-f(n-1)=0. Se observa ca
(4/9)" nu este solutie a acestei relatii. Prin urmare se va considera
f(n)®® =m(4/9)". Se inlocuieste in relatia initiald si se va obtine
m= (~9/5)(1/ 4+/3).

Solutia relatiei omogene va fi de forma f(n)® =k*1".
Scriind solutia generald si tindnd cont de valoarea initiald, se obtine:

f(n) = /(5¥3))*(6-(4/9)"") (n=1).

Se vede cd pentru un n suficient de mare ((4/9)*' — 0) ) si ca

atare f(n) se aproximeazi cu un numir finit 6/(5\/5). Ordinul de
complexitate se poate exprima prin f(n)=0((4/9)").

Exemplul 11.2.1.7.  Se considera trei tije identice Ty, T, T3
sin discuri cu diametre diferite care se pot aseza pe oricare din cele
trei tije. Stabiliti relatia de recurentd si ordinul de complexitate
corespunzator algoritmului prin care cele n discuri aflate initial 1n
ordinea crescatoare a diametrelor lor (de la varful tijei catre baza ei)
pe tija T, vor fi mutate in aceeasi ordine pe tija T, utilizand tija Ty,
CU respectarea urmatoarelor reguli:

(a) la fiecare pas se muta un singur disc;

(b) 1n fiecare moment, deasupra oricarui disc de pe tija T, se poate
pune un alt disc care are diametrul mai mic decat al discului existent
pe tija (Problema turnurilor din Hanoi ).

Intrarea algoritmului: n elemente (discuri).

Dimensiunea intrdrii: n.

Pentru n > 0, sid notim cu f(n) numarul minim de mutari
(operatii elementare) necesare pentru a fi transferate cele n discuri



de pe tija T; pe tija Tz cu respectarea regulilor date. Pentru n
discuri se vor realiza urmatoarele operatii:

(1) Se transferd primele n-1 discuri de pe tija T, pe tija T,, conform
conditiei (a), 1n f(n-1) mutdri.

(2) Se realizeaza o singurd mutare pentru a transfera al n—lea disc, cu
diametrul cel mai mare, de pe tija T, pe tija Ts.

(3) Se efectueazd incd f(n-1) mutiri pentru a transfera cele n-1
discuri de pe tija T, pe tija Ts.

In acest moment cele n discuri se afld asezate pe tija Ts
conform regulilor date si algoritmul se incheie.

Se obtine relatia de recurentd neomogena de ordinul intai
f(n)=2f(n-1)+1(n>1;f(0)=0). Relatia omogena asociata este
f(n)-2f(n-1)=0 cu solutia  f(n)® =¢(2"). Aceasta solutie si
p(n)=1 sunt liniar independente. Solutia particulara a relatiei este de
forma f(n)®® =m(1")=m. Se giseste m= -1. Solutia este

f(n)=-1+c(2").Din f(0)=0 se obtine ¢ =1.

Solutia generald este f(n) = 2" — 1 (n > 0 ). Prin urmare,
f(n)e O(2").

11.2.2. Relagii de recurentd de ordinul doi cu coeficienti
constangi

O relatie de forma f(n) = af(n-1) + bf(n-2) (n >2; f(0), f(1)
valori cunoscute, a,b constante)  se numeste relatie de recurentd
omogend de ordinul doi cu coeficienti constanti. Se observd ca
fiecare nou termen al sirului se calculeazd in functie de ultimii doi
termeni precedenti lui. Avand in vedere metoda folositd la rezolvarea
ecuatiilor diferentiale de ordinul doi cu coeficienti constanti, relatia
de recurentd datd, admite o solutie particulara de forma
f(n) = " (« nenul). Introducand pe f(n) in relatia datd initial si
impartind prin o2 in ambii membri, se obtine ecuatia de gradul

10



doi o = aa +b numitd ecuatie caracteristicd. Solutiile acestei
ecuatii, numite rdddcini caracteristice, pot fi:

A) rdddcini reale si distincte o, o .

In aceastd situatie, (o) " si (o) " sunt solutii liniar
independente, adicd ele nu se pot exprima una ca un multiplu de
cealaltd pentru orice n > 0. In concluzie, solutia relatiei date va fi de

forma f(n)=c,a] +c,a" (n=0,1,2...), iar constantele c;, ¢, sunt
determinate din valorile initiale f(0), f(1).

Exemplul 11.2.2.1. Sa se gaseasca o relatie de recurentd prin
care sa se stabileasca numarul secventelor binare de lungime n care
nu contin zerouri consecutiv.

Sa analizam doud variante.

Varianta 1. Pentru n>=1, fie f(n) numarul secventelor de lungime
datd n care nu contin zerouri consecutiv. Un astfel de numaér se poate
exprima sub forma f(n)=f(n,0)+f(n, 1) ( f{1)=2, f(2)=3) unde f(n,0)
reprezintd numarul secventelor de lungime n care nu contin zerouri
consecutiv si au pe zero ca ultim element, iar f{n,I) reprezintd
numarul secventelor de lungime n care nu contin zerouri consecutiv
si au pe unu ca ultim element.

Atunci , sa consideram o secventd de lungime n-1>0 care nu contine
elemente zero consecutiv.

1) Daci secventa respectiva se incheie cu 1, atunci pe pozitia a n-a se
poate pune un 0 sau un 1, obtindndu-se un numaér de 2f(n-1,1) astfel
de secvente de lungime n.

2) Daci secventa consideratd se incheie cu 0, atunci pe pozitia a n-a
se poate pune doar 1, obtinandu-se un numair de f(n-1,0) secvente de
lungime n.

Prin urmare se obtine relatia f(n)=2f(n-1,1)+f(n-1,0).
Daca s este o secventd numdratd in f(n-2) (de lungime n-2>0),
atunci secventa “s1” care are plasat 1 pe pozitia (n-1) se va contoriza
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in f(n-1,1). Invers, dacd secventa “s1” este numaratd in  f(n-1,1),
atunci s se numard in f(n-2). In concluzie, f(n-2)=f(n-1,1).

Asadar, f(n)=f(n-1,1)+(f(n-1,1)+f(n-1,0))=f(n-1,1)+f(n-1), ceea ce
conduce la relatia de recurentd f(n)=f(n-1)+f(n-2) (n>2; f(1)=2,
f(2)=3). Se observa ca f(0)=f(2)-f(1)=1 (secventa vida). Ecuatia
caracteristica «’ —a—-1=0 are radicinile reale distincte
(1++/5)/2,(1-/5)/2.  Solutia este f(n)=ca"+c,a".

Tinand cont de conditiile initiale se va obtine

f(n) = ((5+3v5)/10)((1+/5)/2)" + ((5-3+/5)/10)((L—+/5)/ 2)".
(n>=0)

Varianta 2. Fie f(n) numarul tuturor secventelor de lungime n>=1
care nu contin zerouri consecutiv. Este evident ca f(1)=2, f(2)=3.
Pentru secventele binare de lungime n>=3, existd doud situatii:

1) Al n-lea simbol dintr-o astfel de secventd sa fie 1, iar
precedentele

n-1 simboluri sd formeaze o secventa binara care nu contine zerouri

consecutiv.

Exista f(n-1) astfel de secvente de lungime n-1.

2) Al n-lea simbol din secventd sd fie 0. O astfel de secventa se va
termina cu succesiunea “10”, iar primele n-2 simboluri vor forma o
secventa binard care nu contine zerouri consecutiv.

Existd f(n-2) astfel de secvente binare de lungime n-2.

Se ajunge la relatia de recurentd stabilita la Varianta 1.

Exemplul 11.2.2.2. Relatia lui Fibonacci constituie un caz
des intdlnit in practicd. Ea este o relatie de recurentd omogena de
ordinul doi cu coeficienti constanti.

Fo=FnaotFhaa(nN>2; Fo=0,F; =1)
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Considerand solutia particulard de forma F,= a", se giseste
ecuatia caracteristici o’ = o+1. Radicinile caracteristice sunt
a,= [1+5)/2 =1.61803.. si & ={1-5)/2 = -a;*. Solutia
relatiei lui Fibonacci este :

F.=c,(1++/5/2)"+¢c,(1-~/5/2)" ( n > 0 ). Din conditiile
initiale, se obtine:

Fo= O( =C + Cz)

F1=1(=C10L+ + C20L.)
Rezolvand acest sistem de ecuatii se gaseste

C, =1/+5; c, =-1/+5.

1 n_ _ n
FH—E(((lwﬁ)/z) (@-+/5)/2)")

Avand in vedere faptul ci (1+\/g)/221,‘(1—\/§)/2‘ﬁl,
pentru valori ale lui n suficient de mari, se obtine

F,~ ((1+\/§)/2)n /+/5 . Simbolul ,~* da o aproximare mai buna
decat ,0% adica F, e O(((1++/5)/2)").

In literatura de specialitate, radicina caracteristici «, se
mai noteazd cu ¢ si se numeste sectiunea de aur. Asadar,

f(n) = (1/V5)(@" — (=4 ™) (relatia Iui de Moivre descoperiti la
inceputul secolului XVI).

Relatia de recurentd Fibonacci constituie rezultatul analizei
complexitdtii unui algoritm care implementeaza definitia sirului lui
Fibonacci. Acest sir a fost descoperit in anul 1202 de citre Leonardo
Pisano (Leonardo din Pisa) cunoscut sub numele de Leonardo
Fibonacci.

Numerele Fibonacci sunt legate de raportul de aur ¢ si de
conjugatul sau.

F.=(¢" —4*)/5 unde ¢ =(1++5)/2=161803..
¢ =(1-+/5)/2=-.61803..

Demonstratia se poate face prin inductie.
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Deoarece ‘&‘ <1, ‘&k‘/\/g <1/4/5 <1/2. Prin urmare, numarul

Fibonacci F, este F,= ¢k /\/g rotunjit la cel mai apropiat intreg.

Se observi, relativ usor, faptul ci F, € Q(¢"). Mai mult,
F,eO(@").

Numerele Fibonacci cresc exponential. De exemplu, F;,

depdseste un milion. Desi aceastd vitezd de crestere nu este de
ordinul 2", ea este de aproximativ 2™

Sirul lui Fibonacci, care rezulta din relatia stabilita, este
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

Timpul de executie al algoritmului recursiv pentru calculul
unui termen F, este exprimat prin relatia de recurenta data anterior.
Functia de complexitate a algoritmului pentru determinarea sirului
lui Fibonacci se poate exprima prin

F(n) = 1, daca n<2
| f(n-2)+ f(n-1), dacan=>3

Acest lucru trebuie nteles 1n sensul ¢a timpul de executie al
algoritmului pentru intrarea n este dat de suma timpilor de executie
ai acestui algoritm pentru intrarea n-2, adicd f(n-2), si respectiv
intrarea n-1, adica f(n-1).

Ca o concluzie se poate spune cd timpul de executie al
algoritmului creste la fel ca numerele Fibonacci, adica foarte repede.

Scopul ar fi sd obtinem un algoritm mai bun (cu o crestere
mai lentd).

Sa analizam urmatorul algoritm prin care se obtine
termenul F,=Fib din sirul lui Leonardo Fibonacci.

if (n == 0) Fib=0; return;
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if (n==1) Fib=1; return;
else
{
FP2=0;
FP1=1,
for (i=2; i<=n; i++)
{
t=FP1;
FP1=FP1+FP2;
FP2=t;
¥
Fib=FP1;
¥

Fie f(n) functia de complexitate corespunzatoare acestui
algoritm. Se observa cd f(n)=n-1 (numarul de executii al instructiunii
FP1=FP1+FP2 din ciclul for ) ceea ce conduce la O(n) operatii de
adunare si tot atatea asignari.

Sa construim un tablou T[n+1] care, initial, va avea toate
componentele simbolic egale cu oo, mai putin elementele T[0]=0 si
T[1]=1. Sa consideram functia:
int T[n+1];
int FF(int n)

{T[0]=0;
T1=1;
for (int i=2;i<=n;i++)
T[i=T[i-2]+T[i-1];
return T[n];

}

Exista deosebiri intre prima si a doua variantd de calcul a
termenului F,, din sirul lui Fibonacci?

Se poate trage concluzia ca si In acest caz complexitatea este
O(n)?
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Mai mult, algoritmul de calcul al sirului lui Fibonacci se
poate realiza si in termeni matriceali, folosind urmatoarea relatie:

F. 0 1\" (F,
= * (n>=2; F=0, F,=1)
Foa 11 F

Fiecare produs a doud matrice de doud linii si doud coloane
solicitd un numar de 12 operatii aritmetice (8 inmultiri si 4 adunari).

Pentru a calcula pe F, este suficient a calcula puterea a n-a a
unei matrice de doud linii si doud coloane. Problema care se pune
este stabilirea numarului operatiilor de Tnmultire necesare in acest
calcul.

Pentru a calcula pe X" ( X fiind matricea mai sus mentionati)
se va proceda astfel

(XLn/ ZJ)2 daca neste par

XM=
n/2 :
(XL J)2 *X daca nesteimpar
Prin urmare, f(n)= f(|_n/ ZJ) +0() reprezinta numarul
operatiilor de inmultire efectuate, la care se adaugd un numar
constant de alte operatii elementare. Aceasta conduce la O(log n),
pentru ci log(n) reprezintd numarul timpilor de calcul pentru \_OJ

sau |_0—‘ inainte de a obtine 1.

Se observd cd in algoritmul de nmultire se utilizeaza
frecvent Impartirea Intregului n la 2 (la exponent) si operatii de
adunare.

Verificati si analizati algoritmul de calcul si pentru

[lognJ+1
2

X" =(X) = (folosind reprezentarea lui n in binar). Se stie ci
[log, n]+1<log, n+1.

Se poate afirma ca s-a distrus bariera cresterii exponentiale
trecand la O(log n)? In mod cert, nu.
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In metodele prezentate se omite un aspect esential. Trebuie
si se aibd in vedere semnificatia unui pas elementar. In general, in
analiza algoritmilor prezentati, am presupus cid fiecare operatie
aritmeticd solicitd o unitate de timp, pentru ci numerele implicate
vor fi relativ mici, aproximativ n (dimensiunea problemei), care au o
lungime de aproximativ log(n) biti.

In cazul de fati, avem de efectuat operatii aritmetice cu
numere foarte mari (uriase), cu aproximativ n biti fiecare si
bineinteles suntem interesati in calcul de valori ale lui n foarte mari.
Cand se lucreaza cu astfel de numere uriase, si se cere un calcul
exact, se vor folosi pachete sofisticate de tipul long int. Astfel de
algoritmi iau O(n) timpi pentru adunarea a doud numere de céte n
biti.

Prin urmare complexitatea algoritmilor ce corespund
primelor doud metode O(F,), respectiv O(n), devine O(nF,),
respectiv O(n’). Al treilea algoritm matriceal implicd inmultiri de
intregi de cate O(n) biti.

Fie U(n) timpul solicitat la inmultirea a doud numere de n
biti. Atunci timpul de executie pentru al treilea algoritm va fi
O(U(n)). Rationamentul conduce la relatia de recurenta
f(n)=f (Ln / ZJ) +O(U(n)) unde ultimul termen este solicitat de
calculul a 4 inmultiri si 12 adundri.

Asadar f(n) nu se comporta asimptotic ca log(n), in schimb,
se ajunge la o serie geometrica

Um)+U(n/2])+u @%D +..care insumeazi pana la

O(U(m)).

Exemplul 11.2.2.3. Pentru n>1, fie multimea S
= {1,2,3,4,...,n} care se mai noteaza si sub forma [n]. Daca n=0,
atunci S = @. Fie f(n), numarul de submultimi ale lui S care contin
intregi neconsecutivi. Sa se giseascd o relatie de recurentd pentru
f(n) si sa se rezolve.
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Pentru 0 <n <4 se obtine: f(0) = 1,f(1) =2, f(2) =3, f(3) =5,
f(4) =8. De exemplu, pentru n=3, submultimile Iui [3] in conditiile
date, sunt: @, {1},{2}, {3}.{1,3}.

Pentru n >2si S=[n], dacd A S se numara printre cele
f(n) submultimi, atunci exista doua situatii:

a) ne A si evident n-1¢A. Submultimea obtinutd prin eliminarea
lui n din A se numara printre cele f(n-2) submultimi ale lui S.

b) n ¢A si n-1€A. In acest caz A se afli printre cele f(n-1)
submultimi ale lui S.

Cele doud situatii sunt disjuncte si acoperd orice posibilitate. Se
obtine relatia de recurenta

f(n) = f(n-1) + f(n-2) (n 22; f(0)=1, f(1)=2).

Se observa ca f(n) = Fni2 (N2 0). Asadar, printr-un calcul similar cu
cel de la relatia Fibonacci, se obtine f(n) ~ ? (exercitiu ! ).

Exemplul 11.2.2.4. Ne propunem si construim expresii
aritmetice fard paranteze, avand ca operanzi succesiuni finite de
cifre zecimale, iar ca operatori, operatorii aritmetici binari: + , *, /.
In evaluarea unor astfel de expresii se tine cont de precedenta si
asociativitatea operatorilor pe care ii contin.

Fie f(n) (n > 0), numirul expresiilor care se construiesc cu
n astfel de simboluri. De exemplu, f(1) =10 pentru ca in acest caz
avem expresii formate doar dintr-o cifrd zecimala: 0,1,2,...,9;
f(2)=100 pentru ci intdlnim expresiile formate din doud cifre
zecimale: 00, 01, 02,..., 10,11,12,...,98,99.

Sa se gdseascd o relatie de recurentd pentru f(n), sid se
rezolve si sd se stabileascd complexitatea algoritmului de calcul.

Pentru n > 3, existd doud cazuri care vor conduce la
stabilirea relatiei de recurentd solicitata:
a) dacda E este o expresie cu n-1 simboluri, atunci al n-lea simbol ce
se poate adduga la dreapta sa nu poate fi decat o cifrd, adica noua
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expresie se incheie cu doud cifre pentru a se respecta corectitudinea
constructiei ei. Prin addugarea unei cifre la dreapta lui E se vor
obtine 10f(n-1) noi expresii cu n simboluri fiecare.

b) daca E este o expresie cu n-2 simboluri, atunci putem construi noi
expresii cu n simboluri (in afara cazului (a)) prin adidugarea la
dreapta a incd doud simboluri care nu pot fi decat de forma
+0,+1,...,49,*0,*1,*2,...,*9, /1, /2,..., /9, adicd 29 de posibilititi,
care vor da 29f(n-2) expresii de cate n simboluri.

Prin urmare, relatia de recurenti ciutata este
f(n) = 10f(n-1) + 29f(n-2)  (n>3; f(1)=10, f(2)=100).
Ecuatia caracteristici este o’ - 100 - 29 = 0 si are radicinile

caracteristice 5i3\/€ . Printr-un calcul simplu, se va ajunge la

solutia f(n) = (5/3v6)((5+3v6)" — (5—3+6)") (n=0). Precizati

ordinul de complexitate !

Exemplul 11.2.2.5. Se considera alfabetul
r = {1,234} U {ab,c,def,g}. Sa se giseasca si sa se rezolve o
relatie de recurentd care si dea numadrul cuvintelor de lungime n
(din Z*) cu proprietatea ca nu contin caractere alfabetice
consecutive (identice sau distincte).

Fie f(n) numirul cuvintelor de lungime n cu proprietatea
respectiva. Atunci, f(0) =1 (cuvantul vid de lungime 0), f(1)=11
pentru ci aceste cuvinte de lungime unu sunt cele 11 simboluri din
alfabetul dat. Se observa ca f(2)=72 deoarece avem urmatoarele

Pentru n > 3 existd urmatoarele doua situatii disjuncte:

1) Al n-lea simbol de la finalul unui cuvant we Y, de lungime
n-1 poate fi cu certitudine o cifra, adica se poate obtine un numar de
4f(n-1) cuvinte de lungime n.
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2) Pornind de la un cuvant oarecare We Y, de lungime n-2, se
poate folosi pe pozitiile n-1 si n combinatia (cifrd,literd), care nu
include cazul (1), adica existd 4*7f(n-2) = 28f(n-2) astfel de cuvinte

de lungime n.
Prin urmare, relatia de recurenta este :

f(n)=4f(n-1)+28f(n-2) (n >2; f(0)=1, f(1)=11).

Ecuatia caracteristici este a’—4a—28=0 cu radicinile
caracteristice @@ .=2+4,2 ,a =2-442. Solutia generala este
de forma f(n)=c,a! +cC,a", iar din conditiile initiale, se obtine
11=c, (2+4v2) +c,(2-442)sil=c, +c,.

Rezultd ¢, = (8+9/2)/16 si ¢, =(8-9v2)/16.

Solutia generala este urméatoarea

f(n) = ((8+9v2)/16)(2+4+/2)" + (8- 9+/2) 116)(2— 44/2)",

n>0.
Stabiliti ordinul de complexitate !

B) rdddcini reale egale

Exemplul 11.2.2.6. Sa se rezolve relatia de recurenta
f(n)= 6f(n-1) — 9f(n-2) (n >0 ; f(0)=1,f(1)=2).

Ca si in cazul precedent, vom lua f(n)=ca" cu c si o nenuli,
n > 0. Inlocuind in relatia dati se obtine ecuatia caracteristici
o? — 60+9 = 0 cu radicinile caracteristice o2 = 3 (radicina are
ordinul doi de multiplicitate). Neavand solutii independente, se vor
lua solutiile de forma (3") si Nn(3"). Intr-adevir, inlocuind in relatia
data, se observd ci 6f(n-1) — 9f(n-2)= 6(n-1)3"! — 9(n-2)3"* =
2(n-1)3" - (n-2)3" = (2n-2-n+2)3" =n3" =1f(n) (adici n(3") este
solutie ).

Este evident cd cele doud solutii sunt liniar independente in
sensul cd nu existd o constantd k astfel incat sd aiba loc relatia
n(3") = k(3" ) pentru orice n > 0. Solutia generald este de forma
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f(n) = ¢;3" + ¢,n3" (n >0; f(0) = 1, f(1) = 2). Din conditiile initiale
rezultdi ¢;=1,c,=-1/3.

Solutia este f(n) =3"-(1/3)n3" =3"-n3"'(n>0).

Exemplul 11.2.2.7. Pentru n > 1, considerdm determinantul
de ordinul n, D,, de forma urmiétoare

2 0 0.... 0 00O
2 0. 0 00O
0 1 0. 0 00O

Gasiti si rezolvati o relatie de recurentd care sd conducd la
valoarea lui D,, .

Dezvoltand determinantul dat dupa prima linie, se

obtine:
210860..00O0O0 2100..0000
1 2 1 0. 0 00O 021040..000
D, =gl [ SRR
0 0 0 O.... 1210 (0 0O00O0..121
0 0 0 O.... 0121 000 0..012
0 0 0 O.... 0012 0O0O0O0..001
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2D,,—10 0 O..... 1 2 0=2D,,-D,,
0 0 O.... 0121
0 0 O.... 0 0 2

Prin urmare, D,=2Dp.; — Dy (n > 3).

Fie f(n)(n > 1), functia ce va exprima valoarea

determinantului D,. Atunci f(1)=12| =2, f(2) =

2
=3, iar relatia de
1 j

recurenta este f(n)=2f(n-1) — f(n-2) (n = 3; f(1)=2, f(2)=3 ). Se ia
f(n)=ca" cuc,a # 0, n > 1. Inlocuind in relatie, se ajunge la ecuatia
caracteristici o’-2a+1=0 cu ridicina caracteristici multipld de
ordinul doi a=1. Se vor considera radacinile liniar independente 1"
si. n(1")=n. Inlocuind in relatie se vede ci 2f(n-1) - f(n-2) = 2(n-1)-
(n-2) = n, adica f(n) =n este solutie. Solutia generala este de forma
f(n)=cy(1" ) + ¢, n (1" ). Din conditiile initiale se obtine C€;=C,=1.
Asadar solutia relatiei este f(n)=n+1 (n > 1 ) cu ordinul de
complexitate O(n).

In general, daca c.f(n) + c,4f(n-1) + ... + couf(n-k) = 0
CU Cy, Cp1, ... ,Cnk cCONstante reale nenule, iar o este o radacina
caracteristica multipld de ordin m (2 < m < k ), atunci solutia
generald se va lua de forma f(n)=co " + cind + ... +Cp ™ =
(Co+Cin+ Con° + ... 4Cnan™ )" (N1 20 ; Gy ,C1 ... ,Crmey CONSEANtE ).

C) rdddcini complexe

Exemplul 11.2.2.8. Sa se rezolve relatia de recurenta
f(n)=2f(n-1) — 4f(n-2) (n > 2; f(0)=1, f(1)=3).

Se gdseste ecuatia caracteristica a?=20-4 cu radicinile caracteristice
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a, =1t i3 Solutia  generald va fi de  forma
f(n)=c,(1+ in/3)" + c,(1- ix/3)", unde ¢, c, sunt constante
complexe. Se observi ca solutiile (1+i+/3)", (1—i+/3)" sunt liniar
independente.

1+i+/3 = 2(cos(z /3) +isin(z / 3))

1—i+/3 = 2(cos(z /3) —isin(z /3)) .

f(n) =2"[(c, +¢,)cos(nz/3) +(c, —¢c,)isin(nz/3)]=
2"(C,cos(nz/3)+C,sin(nz/3)) unde C;,C, sunt constante.

Din conditiile initiale, f(0)=1,f(1)=3 se obtine, in final,
f(n)=2"(cos(nxz/3) + (2/\/§)sin(n7r/3)) (n>0)

(complexitate exponentiala).
In general, pentru a rezolva o relatie de recurentd neomogena

de ordinul doi de forma f(n)+c,,f(n-1)+c, ,f(n-2)=ka"

unde k este o constanti, c,1 , C.2 , CONstante nenule, se va proceda

astfel:

(1) Dacd ko nu este solutie pentru relatia omogeni asociatd, atunci

o solutie particulara se va lua de forma f(n)” =ma", unde m este

0 constanta care se va determina prin Inlocuirea acestei solutii in

relatia data;

) Daci f(N® =ca" +c,a! (a, %), atunci
f(N)® =qgna", unde q este o constantd care se va determina ca
la punctul (1);

(3) Daca f(n)® =(c, +c,n)a",atunci f(n)® =cn’a", unde
c este o0 constanta care se va determina ca la punctele anterioare.

Generalizand, o relatie de recurentd  neomogend cu
coeficienti constanti este de forma:
cof(n)+Cnaf(n-1)+cnof(n-2)+....+couf(n-k)=p(n) cu coeficientii ¢;
(n-k< j<n) nu toti nenuli .

**)
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1. Dacd p(n) se exprimd ca un produs dintre o constanta si o expresie
cuprinsd In prima coloand din tabla de mai jos sinu este solutie a
relatiei omogene asociate, atunci f(n)® are  forma care
corespunde lui p(n) in a doua coloana a tablei respective.

2. Dacd p(n) se exprimd ca o suma de expresii din prima coloand
multiplicate eventual cu anumite constante nenule si dacd termenii
sumei respective nu sunt simultan solutii ale relatiei de recurenta
omogene asociate, atunci T (N){" se poate exprima ca sumid a
expresiilor corespunzatoare din a doua coloana.

Coloana | Coloana Il

c(constantd) m (constanta)

n m,;n+m, (m,,m, constante)

n2 mzn?+myn+mg (Mo ,M1,M, constante)

n" (u eN) myn" +my.n* + ... +mn + mg
(coeficientii sunt constante)

" (reR) mr" (' m constanti)

sin n sau cos on m;sin an + m,cos an (m, , m, constante)

n'r" " (men’+my4n®t + ... +mn + mg)

(mg, ...,my constante)
rMsinon sau r" cosan  mr" sinan + myr" cosan (m,, m
constante)

Exemplul 11.2.2.9. Si se rezolve relatia de recurenti
f(n) — 9f(n-1)=2n (n > 1, f(0)=1).

Relatia omogeni asociati este f(n)-9f(n-1)=0cu f(n)® =c(9").
Luand j=1 in relatia (**), se observa cd p(n) = 2n, nu este solutie a
relatiei de recurentd omogene asociate, deci se va lua

f(n)® =mmn+m,. Inlocuind in relatia datd si tinand cont ci
f(0)=1 se va obtine f(n)=(41/32)9" — (1/4)n - (9/32) .
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In stabilirea ordinului de complexitate al unor relatii de
recurentd este utild metoda iteratiei care constd in desfdsurarea
primilor pasi si intuirea formei generale. Se demonstreaza
corectitudinea formei intuite prin inductie matematica.

Exemplul 11.2.2.10. Sa reluam relatia de recurenta stabilita
la problema turnurilor din Hanoi (exemplul 11.2.1.7),
f(n)=2f(n-1)+1 (n>=1;{(0)=0).

Prin iterare se obtine f(n)=2f(n-1)+1=2(2f(n-2)+1)+1= 2’f(n-2)+
n-2

2+1=..=2""f(1)+ Z 2' ceea ce conduce la solutia f(n)=2"-1
i=0

(se demonstreaza corectitudinea formulei prin inductie matematica).

Se observi foarte usor ca f (n) € O(2").

Pentru relatiile de recurenti neomogene de forma
enf(n)+cpaf(n-1)+coof(n-2)+....+ coif(n-k)= b"p(n) unde b este o
constantd, iar p(n) este un polinom de gradul d in n, se poate aplica
urmatoarea tehnicd. Se considera ecuatia caracteristicd de forma
(c,a" +c,_a“ " +..+c, ) a—h)""
de ecuatie se procedeaza ca in cazul relatiilor omogene.

= 0. Cand se obtine o astfel

Exemplul I1.2.2.11. Se considerd urmatoarea relatie de
recurentd f(n)-2f(n-1)=3".

Se observi ca b=3, iar p(n)=1 (polinom de gradul 0). Ecuatia
caracteristicd este (o —2)(a —3)°" =0. Stabilirea ordinului de
complexitate din acest moment devine facila.

Exemplul I1.2.2.12. Sa presupunem, in continuare, cd n este
o putere naturald a lui 2, adici n=2*. Si se stabileascd ordinul de
complexitate pentru urmétoarele relatii de recurenta:
a) f(n) = 4f(n/2)+n (n>1);
b) f(n) = 4f(n/2)+n* (n>1);
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¢) f(n) = 3f(n/2)+cn (n>1, ¢ constantd).

a) Se va substitui n cu 2%, f(n) = f(2*) cu g(k) si se obtine
g(k)=4g(k-1)+2" Ecuatia caracteristici pentru relatia

g(k)-4g(k-1) = 2 este (o —4)(a—2)°" =0. In mod succesiv se
obtine: g(k) = c;4*¢,2%; f(n) = ¢;4"°9"+¢,2"°0" =2¢,n%+c,n

Prin urmare, f(n)=0(n?).

Celelalte exercitii se rezolva similar.

Tematica propusa

11.2.1. Sa se rezolve urmaitoarele relatii de recurenta si sa se
stabileasca ordinul timpilor de executie pentru algoritmii recursivi ce
corespund relatiilor respective.

a) f(n+l)-2f(n) =5 (n>0; f(0)=1);

b) f(n+1l)-f(n) =2n+3 (n>0;f(0)=1);

c) f(n)-f(n-1)=3n’-n (n>1;f(0)=3);

d) f(n+l)-2f(n)=2" (n>0;f(0)=1);

e) f(n)+nf(n-1)=n! (n>0; f(0)=1);

f) f’(n)—-2f(n-1)=0(n>1f(0)=2);

g) f(n)+f(n-2)=0 (n=>2;f(0)=0,f(1)=3);

h) f(n) +4f(n-2) =0 (n > 2; f(0)=1, f(1)=1);

i) f(n)+4f(n-1) +4f(n-2) =7 (n>2; f(0)=1, f(1) =2);

j)  f(n) - 6f(n-1) + 9f(n-2) =0 (n > 2; f(0)=5, f(1) =12);

K) f(n)+ 2f(n-1) + 2f(n-2)=0 (n>2; f(0)=1, f(1)=3);
)f°(n+2)-5f°(n+1)+4f*(n)=0 (n>0;f(0) =4, f(1)=13);
m) f2(n+2)-5f*(n+1D)+6f*(n)=7n (n>0;f(0)=1, f(1)=1);
n) f(n+2) — f(n) = sin(nw/2) (n > 0; f(0)=1, f(1) =1);

11.2.2. S& se demonstreze urmditoarele proprietati ale
termenilor din sirul Fibonacci:

1) ZFk =F.,-1 (n=0);
k=0
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2) Frez > @" pentru k>=0 .
Calculati

a) Fl + F3+F5 + ....+F2n_1
b) Fo+F, + F4+ Fe +...+F,

11.2.3. Fie f(1) , f(2), f(3) ....0 secventd de intregi
definitd recursiv, astfel: f(1) = 0 si f(n) =1+ f(|_n/ ZJ) pentru
n>1. Aritati ci f(n) =llog n] pentrutoti n € N. Ce puteti afirma
daca, in loc de a folosi operatorul ,, L] *, folositi operatorul ,, [ =2

Reamintim ci prin [ x| se intelege cel mai mic intreg care
depdseste pe X.

11.2.4. Sa se gdseascd relatia de recurentd corespunzatoare
pentru calculul valorii determinantului de ordinul n (n > 1) dat mai
jos (ae RY).

aa0000------ 00000
aaa000------ 00000
Oaaa00....... 00000
000000------ 0OOaaa
000000------ 00O0aa

11.2.5. Sa se gaseascd si sa se rezolve o relatie de recurenta
prin care sd se stabileascd numarul secventelor de ,,1*si ,,2“ a caror
sumd a cifrelor componente sa fie egald cu un numadr natural dat n.
De exemplu, pentru n = 5, existd secventele: 11111; 1112; 2111;
1211;1121; 122; 221;212.
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11.2.6. Gasiti si rezolvati o relatie de recurentd pentru
calculul numaérului secventelor binare care au aceeasi lungime n si
nu contin cifra unu consecutiv.
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