COMPLEXITATEA CALCULULUI

Teoria complexitatii constituie un domeniu foarte important al teoriei algoritmilor care investigheaza
rezolvabilitatea individuald a problemelor sub anumite restrictii de resurse.

Teoria complexitatii calculului cuprinde:

1) Un studiu analitic al complexitatii unor clase de probleme in raport cu diverse tipuri concrete de masini
matematice care le rezolva;

2) Un studiu calitativ al complexitatii algoritmilor care rezolva astfel de probleme.

Mai precis, complexitatea calculului se bazeazi pe legaturile existente intre problemele rezolvabile
algoritmic si resursele de calcul.

Inainte de a trece la analiza unui algoritm, trebuie si se cunoasca o tehnologie de implementare a acestuia
care va include un model pentru resursele sale si costurile corespunzitoare. Asadar, resursele de calcul sunt
introduse prin definirea unui model de calcul care, de reguli, reprezintd o masina. in acest sens pot fi utilizate:
magsini Turing de diverse tipuri, magini cu acces aleatoriu (random-acces machine, RAM), circuite booleene
etc. Resursele tipice sunt: timp, spatiu, benzi, capete de citire/scriere, nivele intr-un circuit etc.

Pentru tratarea celor doud elemente fundamentale, problemd si masind, consideram trei nivele abstracte in
complexitatea calculului.

a) Un nivel inalt care pune in evidentd complexitatea abstractd a calculului, cunoscuta sub numele de ,,teoria
Blum de complexitate a calculului®, care este independenta atat de problema cat si de masina. O astfel de
teorie este construitd pe o enumerare efectiva a tuturor functiilor partial recursive, o enumerare a aga numitelor
functii ,, cost-masura “ si doud axiome de baza (axiomele lui Blum).

b) Un nivel mediu care pune in evidentd complexitatea structurald, independentda de problema dar
dependenta de masina. Scopul unei astfel de complexitati este de a studia capabilitatea unor modele de calcul
concrete pentru resurse sau combinatii de resurse, independent de problema propusa.

¢) Un nivel inferior ce indica o complexitate concretd care depinde atat de masina cét si de problema. Scopul
sdu este de a detecta o bund evaluare, cu un cost pe cét posibil minim, folosind o resursa (sau combinatii de
resurse) intr-un model precizat pentru rezolvarea problemei.

In general, dificultatea unei probleme P se poate misura prin resursele de calcul limitate asociate
algoritmului secvential care o rezolvad. Aceste resurse sunt timpul si spatiul de memorie necesare pentru
executia algoritmului respectiv. O astfel de misura se poate evalua in diverse moduri. In termenii masinii
Turing, ca model de calcul, complexitatea temporala este stabilitd de numarul de deplasari necesare realizarii
calculului respectiv, iar pentru un computer digital, de numarul de ciclari ale masinii sau timpul real solicitat
de masina pentru acel calcul. in ceea ce priveste complexitatea spatiald, pentru masina Turing, ea constd in
numadrul de celule (patrate) ale benzii folosite 1n calcul, iar pentru computer, in numarul de bytes utilizati.

Prin urmare, ideea de complexitate a unui algoritm poate fi privita sub doua aspecte:

a) static, prin structura sa.

b) dinamic, prin durata executiei sale.

Complexitatea spatiald se exprima prin dimensiunea spatiului de memorie necesar algoritmului,
independent de comportarea pe care o are el pe parcursul executiei.

Complexitatea temporala se exprima prin timpul necesar executiei sale. Axiomele lui Blum, de exemplu,
pun 1n evidentd masuri de complexitate dinamicd cu consecinte ca: teorema corelarii masurilor, teorema
accelerarii, teorema lacunei etc.

Existda numeroase probleme de optimizare in retele de transport, informatica, electronicd, logistica
constructiilor, teoria comunicatiilor (in codurile corectoare de erori), criptografie etc. Pentru algoritmii de
rezolvare a acestor probleme este obligatoriu un studiu al complexitatii lor. Complexitatea algoritmilor relativ
la coduri, reprezentarea compactd a mesajelor in vederea transmiterii lor prin diverse canale, permite o analiza
asupra eficacitatii metodelor de codificare/decodificare. Relativ la criptografie, studiul complexitétii implica
elaborarea unor tehnici care si permita cifrarea mesajelor sub o forma care sa le asigure, pe cat posibil,
inviolabilitatea.

Analiza unui algoritm conduce la stabilirea eficientei sale si implica, in principal, ideea de complexitate
pentru ca ea prevede resursele solicitate de algoritmul respectiv. Stabilirea complexitatii unui algoritm este
necesara, pe de o parte, datorita faptului cd multi algoritmi sunt eliminati de practica deoarece necesitd un timp
de executie si un spatiu de memorie foarte mari, iar pe de altd parte, se cautd algoritmi cat mai performanti in



vederea rezolvarii cu calculatorul a unor probleme destul de complexe impuse de practica. Un calculator, oricat
se stabileste conform unui criteriu care, de cele mai multe ori, 1l constituie timpul de executie al algoritmului
respectiv.

Avand in vedere faptul ca pentru seturi de date de intrare diferite acelasi algoritm foloseste timpi de executie
diferiti este necesar a lua in consideratie:

o timpul in cazul cel mai favorabil (durata minima pentru executia algoritmului);

« timpul mediu (raportul dintre suma timpilor necesari pentru toate seturile de date posibile i numarul
acestor seturi);

* timpul in cazul cel mai defavorabil (durata maxima pentru executia algoritmului).

Acesta din urma ofera o margine superioard a timpului de executie pentru toate intrarile de o dimensiune
fixa si reprezinta situatia cea mai indicata pentru cautarea de informatii intr-o baza de date.

Sa consideram implementarea unui algoritm oarecare care sa primeasca intrari de dimensiuni diferite. La o
intrare de dimensiune n vom asocia o masura f(n) de folosire a resurselor sale care, de regula, trebuie sa se
minimizeze. In mod normal, f(n) va reprezenta timpul solicitat de algoritm pentru intrarea de dimensiune n in
cazul cel mai defavorabil sau mediu (la alegerea noastrd). Exista o serie de factori care complicd mai mult sau
mai putin calculul exact al lui f(n).

De exemplu:

a) Timpul solicitat pentru executia unei instructiuni individuale dintr-un program, cu aceeasi instanta si pe
aceeasi masina, poate varia.

b) Poate exista o mare variatie de folosire a resurselor pentru intrari de o anume dimensiune constanta n.

¢) Cazul cel mai defavorabil poate fi mai rar intalnit in practica, iar cazul mediu sa fie nereprezentativ.

d) Unii algoritmi se pot executa mai bine pe anumite clase de intrari.

In acest sens se impun cateva sugestii, cum ar fi:

- ldentificarea operatiilor abstracte folosite de algoritm. Pentru a obtine 0 maximizare a independentei de
magina este necesara o analiza a acestor operatii abstracte, pentru ca resursele solicitate de o mare parte din ele
vor fi neimportante. Unele din ele sunt utilizate o singura data la initializare.

- Un algoritm, in general, poseda cel putin un ciclu. Acesta trebuie identificat pentru ca instructiunile din
interiorul sdu se executd mult mai des si ele vor juca un rol important in analiza timpului de executie a
algoritmului. Prin contorizarea acestor instructiuni se determind o margine superioara corespunzatoare pentru
valoarea timpului de executie in cazul cel mai defavorabil si, daca este posibil, o configurare a cazului mediu.
Aceasta limita superioara este necesara pentru cd, in mod practic, nu poate fi gasita o valoare exacta a timpului
de executie 1n cazul cel mai defavorabil.

- Timpul necesar unui algoritm pentru rezolvarea unei probleme cu o instantd data, reprezintd numarul
operatiilor elementare (primitive) efectuate de algoritm pentru acea instantd. Se acceptd o astfel de interpretare
deoarece se presupune cd executia unei astfel de operatii se produce Intr-un timp constant si nu depinde de
marimea operanzilor si nici de timpul de memorare a rezultatului. De aceea resursa timp asociata se analizeaza
independent de sistemul de calcul pe care se implementeaza algoritmul respectiv.

- Desi progresele tehnologice actuale fac ca necesarul de memorie sa treacd pe un plan secund, exista totusi
situatii in care spatiul de memorie utilizat este folosit ca argument in stabilirea unor limite inferioare pentru
timpul de executie.

- Viteza de calcul ce caracterizeaza actuala generatie de calculatoare are drept consecinta faptul ca problema
timpului de executie se pune, in general, pentru valori foarte mari ale dimensiunii intrarii. Aceasta conduce la
ideea unei analize a termenului dominant (cel care tinde cel mai repede la infinit) din formula de exprimare a
numarului de operatii elementare executate de catre algoritm.

Dimensiunea informatiilor prelucrate in majoritatea problemelor pe care le intdlnim in practica nu raméne
constanta.

Pentru a intelege notiunea de ”procedeu mecanic de calcul® au fost propuse numeroase modele de calcul
formal. Conform celebrei teze a lui Church - tot ceea ce este intuitiv calculabil cu ajutorul unui algoritm este
calculabil indiferent de modelul formal de calcul - aceste modele sunt echivalente. In mod clasic, in teoria
complexititii, se considera drept model masina Turing care prezintd dublul avantaj de a constitui un model de
program pentru calculator, dar i un cronometru pentru timpul de executie al sau. Conform acestui model,



complexitatea unui algoritm A, pentru orice dimensiune n a intrrii, este o functie f(n) ce exprima timpul maxim
de executie a algoritmului.

In descrierea algoritmilor, cel mai convenabil model este modelul RAM avand in vedere si cele mai
importante clase de complexitate studiate (timp si spatiu polinomial).

Exista cateva functii tipice de exprimare a timpului de executie a unui algoritm. Putem obtine, in mod
obisnuit, o astfel de functie printr-o relatie de recurenta.

Cel mai adesea se va intdlni functia de forma

f(n) = cg (n) + tm unde ¢ > 0 este o constanta, N reprezinta dimensiunea intrarii, iar tm este un “termen mic”
care este semnificativ doar pentru valori mici ale lui n sau pentru algoritmi sofisticati.

Functia g(n) poate fi:

* constanta (algoritmul se executa in timp constant);

* log n (algoritmul se executa in timp log);

«n™ (m=0, 1, 2...)(algoritmul se executa in timp polinomial);

Cazuri particulare:

a) n (algoritmul se executa in timp liniar);

b) nlog n (algoritmul se executa in timp liniar log);

¢) n? (algoritmul se executd in timp pitratic);

d) n® (algoritmul se executd in timp cubic);

* n! (algoritmul se executa in timp factorial);

* k" (k > 1, constanta) (algoritmul se executa in timp exponential).

Exemplul 1.

Sa consideram un algoritm care efectueaza operatii de punere/extragere a unei date de 32 biti efectuate pe o
stiva cu elemente intregi. Astfel de operatii vor necesita un timp constant. Un algoritm care se executa intr-un
timp constant mic se zice ca este “perfect”.

Exemplul 2.

Sa presupunem un algoritm a carui intrare consta dintr-un sir de n caractere. El poate prelucra intrarea sa
caracter cu caracter, solicitand acelasi timp pentru fiecare astfel de caracter. In acest caz, f(n) = n. Un astfel de
algoritm care se executa in timp liniar se zice ca este “excelent”.

Exemplul 3.

Un algoritm poate cicla direct intrarea sa formata din numere intregi sub forma

f(n) =n+1f(n-1).

Iterand aceasta relatie se obtine f(n) =n+f(n-1)=n+((n-1) +f(n-2)) =.....

=n+(n-1)+(n-2)+..+2+f(1)=n?2+n/2 +k, unde k este o constantid. Pentru un n suficient de mare,
k si n/2 sunt mici fatd de n?. Un astfel de algoritm se executd intr-un timp patratic.

Un algoritm care solicitd o prelucrare a celor n? perechi de caractere ce corespund unei intrdri care consta
dintr-un sir de n caractere, solicita tot un timp patratic de executie.

Pentru intrari de dimensiuni mari algoritmii care se executd in timp patratic vor evolua mai lent.

Exemplul 4.
Un algoritm poate prelucra, la fiecare pas, jumatate din intrarea sa. Asadar,
f(n) =f(n/2) + 1

(cu aproximare 1n cazul n care n nu este o0 putere naturald a lui 2).

Fie n = 2% Atunci, f(n) = f(2) =1 + f(2*1) = 1 + (1 + f(2*?)) = ... = x + f(2°) = x + k, unde k este o constanta.

In acest caz, f(2*) este aproximativ x, iar f(n) este aproximativ logzn. Un astfel de algoritm se executa in timp
log. Acesti algoritmi au o crestere foarte lenta si sunt foarte buni in practica.

Este foarte cunoscut algoritmul “Divide et Impera” folosit in Quicksort, Mergesort etc. Pentru acest
algoritm, f(n) = n + 2f(n/2).

Pentru n = 2%, folosind un mic artificiu, se obtine:

(212" = 2912 + 2*f(2/2)/12* = 1 + f(2*)/2* = 1 + (L + f(2°%)/2*%) = .= x + f(2°)/2° =

= x+k, unde k este o constanta.

Rezulta ci f(2¥) = 2X(x + k) = 2*x + tm. Prin urmare, f(n) = nlogzn + tm. In concluzie, algoritmul respectiv se
executd in timp liniar log.

Exemplul 5.



Sa presupunem ca intrarea unui algoritm consta intr-o multime de N numere intregi. Se cere sa se gaseasca
o submultime a acestei mul{imi cu proprietatea cd suma elementelor sale este nula.

Printr-o cercetare exhaustiva, in cazul cel mai defavorabil, se vor verifica toate cele 2" submultimi posibile.
Un astfel de algoritm se va executa intr-un timp exponential.

Exemplul 6.

Un algoritm, prin care se cere obtinerea tuturor anagramelor corespunzatoare unui cuvant format din n

Functia n! creste aproximativ cu aceeasi viteza ca n", dar mai repede decat 2".

In 1964, Cobham a introdus clasa P a problemelor rezolvabile algoritmic in timp polinomial, adici o
problema ce se rezolva printr-un algoritm A care pentru orice numar natural n, functia sa de complexitate este
marginita superior de un polinom cunoscut p(n) in variabila n, adica f(n) <kp(n), unde k este o constantd nenula.
In aceasti clasa se intdlnesc asa numitele probleme “facile”. Se mai spune despre un algoritm de complexitate
polinomiala ca reprezinta rezultatul unei cunoasteri detaliate a problemei pe care o rezolva.

Despre un algoritm care nu este de complexitate polinomiali se zice ci se comportd “exponential”. In
aceeasi clasa a algoritmilor exponentiali sunt incadrati si algoritmii de complexitate nlog n desi nu corespund
in sensul strict matematic al notiunii respective. Avand in vedere viteza de crestere sau ordinul de crestere a
timpului de executie in raport cu n a functiilor exponentiale fata de cele polinomiale, in general, algoritmii
exponentiali sunt inutilizabili in practica. Despre un algoritm de complexitate exponentiald se spune ca este o
varianta a unei enumerari totale a cilor de identificare a solutiilor problemei respective.

Exista unii algoritmi cu comportare exponentiala care, pentru valori relativ mici ale lui n, sunt mai eficienti
decat cei alternativi cu comportare polinomiala. De asemenea, unii algoritmi exponentiali se comporta
acceptabil pentru unele probleme particulare (vezi metoda simplex de rezolvare a problemelor de programare
liniard).

In general, despre o problemi pentru care s-a dovedit ¢ nu existd un algoritm de complexitate polinomiala
pentru rezolvarea ei, adica nu este tractabild, se spune ca este intractabila. Dificultatea unei astfel de probleme
trebuie remarcata prin faptul ca

timpul necesar pentru gasirea unei solutii este de ordin exponential, adica functia nu se poate exprima printr-
0 expresie care sa poata fi marginita superior de un polinom 1n variabila n.

Dacai se are in vedere ca model, masina de calcul in paralel (capabila de a efectua simultan un numar relativ
mare de calcule independente), clasa problemelor dificile (cele care nu sunt facile) se poate imparti in doua
subclase:

a) subclasa problemelor pentru care nu exista algoritmi nedeterministi de complexitate polinomiala pentru
rezolvarea lor;

b) subclasa problemelor pentru care exista algoritmi nedeterministi de complexitate polinomiald pentru
rezolvarea lor (NP).

Trebuie observat faptul ca majoritatea problemelor care par a fi dificile admit algoritmi nedeterministi de
complexitate polinomiala pentru rezolvarea lor. Notiunea de “algoritm determinist” trebuie inteleasa in sensul
ca structura sa nu permite o alegere Intre mai multe cai posibile in vederea obtinerii rezultatului dorit. Conceptul
de algoritm nedeterminist” trebuie inteles in sensul ca el se poate afla in mai multe stari independente care
nu se pot alege dupa anumite criterii i nici genera aleator. Un algoritm se numeste nedeterminist polinomial
daca complexitatea calculelor, efectuate pe orice cale a arborelui ce descrie ramificarile procesului de cautare
a solutiei, este polinomiala.

Avand in vedere aceste interpretari, conceptul de algoritm determinist polinomial este evident.

Clasa problemelor dificile in sensul cel mai tare” este formata din acele probleme pentru care s-a
demonstrat ca nu exista algoritmi pentru rezolvarea lor (de exemplu, problema a zecea a lui Hilbert cu privire
la rezolvabilitatea in numere intregi a ecuatiilor polinomiale).



